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Kapitel 5

Optimierungsprobleme und deren
numerische Losung

Wir diskutieren hier Optimierungsprobleme der folgenden Form: Gesucht ist z* € C' mit

f(z*) = min f(z),

zeC

fiir ein gegebenes Zielfunktional (Kostenfunktional) f: R" — R und einer gegebenen
Zulassigkeitsmenge C' C R. Ein Punkt x € C heisst zulédssiger Punkt. Man spricht von
einem endlich-dimensionalen, kontinuierlichen Optimierungproblem.

Beispiel Optimalsteuerungsproblem: Wir betrachten zunéchst ein unendlich-dimen-
sionales Optimierungproblem: Gesucht sind Funktionen y*(z) und u*(x) auf ) aus geeig-
neten Funktionenrdumen Y und U so, dass

J *7 * — : J ,
(v, u”) plun (y, u)

mit
Tyu) = / (@) ~ val)? do+ 3 / (@) d,

wobei die folgenden Nebenbedingungen erfiillt sein sollen: die Zustandsgleichung

—Ay(x) =u(z), x€Q,
y(x) =0, xel =09,

Schranken fiir den Zustand

y(r) <yle) <ylz), ze



Die Zustandsgleichung wird in variationelle Form gebracht: y € H}(Q) = Y und u €
Ly(Q2) = U erfiillen die Variationsgleichung

/ Vy(z) - Vq(x) do = / u(z) q(z) dz  fiir alle ¢ € Hg(Q).
Q Q

Wir diskretisieren nun das Optimierungsproblem mit der FE-Methode. Dazu wéhlt man
die folgenden Ansétze fiir die Ndherungen y;,(z) und wup(x):

= Z y;ipj(x), up(z) = Z uy, pi()

jewh kewh
Fiir das Zielfunktional erhalt man dann

% /Q yn () yn(z) do — /Q ya() yn(x) dx

+%/de(l’)yd(x) dw+%/QUh(ﬂf) un(z) dz
] 1

=5 My, 4,) = (Y y,) + 5 (M, w,) + ¢

J(yh7 uh) =

mit

M, = ( /Q pj(x)pi(x))i,jm’ Yg = ( /Q va(@) pi(x) dx)im, M= (/ij <x>pi(x))i,jewh

und der Konstanten ¢ = 1 [, ya(z) ya(z) dz, die auf die Lésung des Optimierungsproblem
keine Auswirkung hat.
Die diskretisierte Zustandsgleichung lautet

thh = Mscﬂh

Ky = </Q Vp;(z) - vpi(l‘))i,jewh o M= (/Q pk(m)pi(x))iew,kewh .

Die Zustands- und Kontrollbeschrinkungen werden in den Knoten gefordert:

y(@;) <y; <yl(z;) fiir alle j € wy,

u(xy) < uyp <u(xg) fiir alle k € Wy,

Die Zuléssigkeitsmenge C' besteht aus allen Paaren (y uy,), die die diskretisierte Zustands-
gleichung und die diskretisierten Zustands- und Kontrollbeschrankungen erfiillen.
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Eine grobe Klassifizierung der Optimierungsaufgaben:
1. Freie Optimierung: C' = R™.
2. Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen:

(a) Nur Gleichungsnebenbedingungen
C={zreR": ¢x)=0,i=1,...,m}
(b) Auch Ungleichungsnebenbedingungen:

C={zeR":¢x)=0,i=1,...,my,

Cz(I)SO, i:ml—l—l,...,ml—l—mg:m}

Nach der Komplexitidt der Funktionen f(x) und ¢;(z) unterscheidet man:

1. Lineare Optimierung: die Funktionen f(z) und ¢;(x) sind (affin) linear, d.h.:
fx)=fo+g"z, c(z)=az—0.
2. Quadratische Optimerung: das Zielfunktional f(z) ist quadratisch, d.h.:
flx)=fo+tg"x+ %xTHx,

und die Funktionen ¢;(x) sind (affin) linear.

3. Nichtlineare Optimierung mit linearen Nebenbedingungen: das Zielfunktional f(x)

ist nichtlinear, die Funktionen ¢;(x) sind (affin) linear.

4. Nichtlineare Optimierung mit nichtlinearen Nebenbedingungen: die Funktionen f(z)

und ¢;(z) sind nichtlinear.

Bemerkung 5.1 Die bisher beschriebenen Klassen von Optimierungsproblemen gehdren
zu den kontinuierlichen Optimierungsproblemen. Weitere Klassen von Optimierungproble-
men sind die kombinatorische Optimierung (C ist endlich), die ganzzahlige Optimierung
(C =17"), und die gemischt-ganzzahlige Optimierung, einer Kombination aus kontinuier-

licher und ganzzahliger Optimierung.

Losungsbegriffe

Definition 5.1 1. Ein Punkt x* € C heiffit [striktes] globales Minimum genau dann,

wenn

f(@*) < f(z) [f(z*) < f(z)] fir allex € C, © # 2"
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2. FEin Punkt x* € C heifit [striktes] lokales Minimum genau dann, wenn
f(@*) < f(z) [f(z*) < f(z)]  firallex € C, x# 2" mit ||z —2*|| <e
fiir ein € > 0.

Bemerkung 5.2 Man spricht von konveren Optimierungsproblemen, wenn f(x) konvex

ist, d.h.,

fll—a)z+ay) <(1-—a)flz)+afly) firalezyeR" acl0,1],
und C' konvex ist, d.h.,

(1—a)z+ayeC firalexz,yeC, acl01].

Fiir konvexe Optimierungprobleme ldsst sich zeigen, dass jedes lokale Minimum ein globales
Minimum ist.
5.1 Freie Optimierungsprobleme
Wir diskutieren nun Optimierungsprobleme der folgenden Form: Gesucht ist * € R” mit

(&%) = min f(z).

Beispiel: Im Kapitel {iber iterative Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme
behandelten wir das Gradientenverfahren zur Losung des freien Optimierungsproblems

J(z*) = min J(z) mit J(x)= %(Aa:,x) — (b, z),

xER™

das fiir eine symmetrische und positiv definite Matrix A zur Losung des linearen Glei-
chungssystems Ax = b dquivalent ist.

5.1.1 Theoretische Grundlagen

Sei f: R® — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Der Gradient von f wird mit
g = grad f = V f bezeichnet und ist folgendermaflen gegeben:

g(z) = Vf(z) = | %2
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Offensichtlich gilt: Vf(z) = f'(z)", wobei f/(z) die Jacobi-Matrix von f(x) bezeichnet,
die hier folgende Form hat:

F@) = (2@ e .. ).

Die Hesse-Matrix von f wird mit H = H; = V?f bezeichnet und ist folgendermafien
gegeben:

2%f *f 2%f
%(IL’) ax228x1 (ZIZ’) T B;Bn28$1 (17)
52 f 02 f 02 ¢
H(l’) — V2f(x) _ 61181‘32 (.T) 871‘2(:1:) Tt Oz 0o (x)
02f 02 f ey
Toroe, (L) Gagpey (@) o Gz (@)

Man beachte, dass die Hesse-Matrix symmetrisch ist. Es gilt: V2f(z) = (Vf(2)).
Aus der Taylor-Entwicklung des Zielfunktionals um den Punkt z*

f(@) = f@) + V(") (x —2%) + %(fc — ") Hy(a")(x — 27) + of ||z — 2"[]*)

lassen sich folgende Schlussfolgerungen ziehen:

Satz 5.1 (Notwendige Bedingungen fiir ein lokales Minimum) Sei x* ein lokales
Minimuum von f. Dann qilt:

1. Vf(z*) =0.
2. Hy(x*) ist positiv semi-definit.
Satz 5.2 (Hinreichende Bedingungen fiir ein lokales Minimum) Falls
1. Vf(z*) =0 und
2. Hy(z*) positiv definit ist,
dann ist x* ein striktes lokales Minimum von f.

Definition 5.2 Ein Punkt 2* € R" mit V f(z*) = 0 heifit ein stationdrer (oder kritischer)
Punkt von f.

Bemerkung 5.3 Ein stationdrer Punkt x* mit einer indefiniten Hesse-Matriz H(x*)
heifst Sattelpunkt. (Eine symmetrische Matriz H heifit indefinit genau dann, wenn es zwei
Richtungen sy und sy mit slTHsl > 0 und szTHsg < 0 gibt.)
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5.1.2 Abstiegsverfahren

Ein Verfahren zur Losung eines Optimierungsproblems hat iiblicherweise folgende Form:
Ausgehend von einer Ndherung z*) von z*

1. bestimme eine Suchrichtung s,
2. bestimme eine Schrittweite a1 > 0 mit f(z®*) < f(2® 4 o*+D) s*)) und
3. setze 21 = g(k) 4 q(k+D) (k)

Man nennt ein solches Verfahren ein Liniensuchverfahren.
Beispiele: Gradientenverfahren, cg-Verfahren zur Minimierung von J(z).

Anforderung an die Suchrichtung:

Die Taylor-Entwicklung

f(z® 4 o® D sEy — #(20)) 4o f(2®)) 58 4 o(a)
= f(@™) +a V(™). s® 1 o(a)

zeigt, dass das Zielfunktional fiir hinreichend kleine Werte von o > 0 entlang der Richtung
s Kleiner wird, falls V f(z®)) - s*) < 0. Das motiviert folgenden Begriff.

Definition 5.3 Eine Suchrichtung s*) heifst eine Abstiegsrichtung von f genau dann,
wenn V f(x®) . s®) < 0. Ein Liniensuchverfahren, bei der die gewdihlten Suchrichtungen
stets Abstiegsrichtungen sind, heifst Abstiegsverfahren.

Geometrische Interpretation: Der Winkel zwischen —V f(z*)) und der Suchrichtung
s*) muss kleiner als 90° sein. Das wichtigste Beispiel eines Abstiegsverfahrens ist das
Gradientenverfahren, bei dem die Suchrichtung mit —V f(x(®) iibereinstimmt, der Winkel
also 0° ist.

Anforderungen an die Schrittweite:

(k+1)

Bei der exakten Liniensuche wird die Schrittweite o > 0 so gewdhlt, dass

(k) (k+1) (k)Y — mi (k) (k)
f(@™ + s'") I;l;%lf(x + ast™).
Diese Strategie haben wir beim Gradientenverfahren und dem cg-Verfahren zur Losung
linearer Gleichungssysteme verwendet.
Fiir nichtlineare Probleme ist diese Strategie zu aufwindig. Stattdessen wird die Schritt-
weite so gewahlt, dass die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind:
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Die Wolfe-Powell Bedingungen: Wihle a*t1) > 0 so, dass

L f(a® 4 o) 50y < f(20) 4 pa VF(2®) - 5% fiir einen vorgegebenen Wert p €
(0,1) und

2. Vf(a® 4 ak+D) . s0)) > 5 ¥ f(2®) . s*) fiir einen vorgegebenen Wert o € (u, 1).

Die erste Bedingung sichert, dass f hinreichend gut reduziert wird, relativ zur Re-
duktion um o Vf(z®) . s*) die man aufgrund der Taylor-Entwicklung erwartet. Durch
die zweite Bedingung werden zu kleine absolute Schrittweiten verhindert, ohne die ideale
Schrittweite durch die exakte Linensuche auszuschliessen.

Es gilt folgende wichtige Aussage iiber Abstiegsverfahren:

Satz 5.3 Falls
1. die Niherungen z'®) eine beschrinkte Folge bilden,
2. es ein e >0 gibt mit
ViaE®) - sk) < —e|f@)||s®|  fir alle k =0,1,2, ...,
und
3. die Schrittweiten o**1) die Wolfe-Powell Bedingungen erfiillen,

dann gilt: limy_,. Vf(2®) = 0.

Da die Naherungen z®) eine beschrénkte Folge bilden, gibt es mindestens eine kon-
vergente Teilfolge. Dieser Satz garantiert dann, dass der Grenzwert jeder konvergenten
Teilfolge ein stationsirer Punkt von f ist. Die Aussage gilt fiir alle Startwerte 2(*). In die-
sem Sinne ist ein Abstiegsverfahren, bei dem der Winkel zwischen —V f(z®*)) und der
Suchrichtung s*) gleichméBig kleiner als 90° ist (siche Bedingung 2), global konvergent.

Fiir das Gradientenverfahren ist die zweite Bedingung fiir ¢ = 1 erfiillt. Also ist das Gra-
dientenverfahren mit Liniensuche nach Wolfe-Powell global konvergent. Allerdings konver-
giert das Gradientenverfahren im Allgemeinen langsam. Daher betrachten wir im néchsten
Abschnitt eine wichtige Alternative.

5.1.3 Das Newton-Verfahren

Um die Losung eines freien Optimierungsproblems zu berechnen, muss man das Gleichungs-
system

Vf(x)=0

16sen, also ein im Allgemeinen nichtlineares Gleichungssystem in R"”. Andere nichtlineare
Gleichungssysteme der Form

K, (u,) = £,
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entstehen bei der Diskretisierung von nichtlinearen Randwertproblemen.
Wir diskutieren nun die numerische Losung von allgemeinen nichtlinearen Gleichungs-
systemen der Form

F(z)=0

mit F: R" — R". Die beiden obigen Beispiele von nichtlinearen Gleichungssystemen
lassen sich natiirlich auf diese Form bringen.

Die Idee des Newton-Verfahrens besteht darin, die nichtlineare Funktion F'(z) in einer
Umgebung einer gegebenen Niherung ) durch eine (affin) lineare Funktion mit Hilfe der
Taylor-Entwicklung zu approximieren (Linearisierung):

F(z) = F@®) + F@®)(@ = ) oo - o))
= Ly(z)

mit der Jacobi-Matrix F’(x), die folgendermaflen gegeben ist:

g—i(x) g—f;(x) . gTFi(:z:)
OF: OF: OF:
0 0) YEar) .. ()

Als nichste Niherung 21 wird die Losung des linearen Gleichungssystems

gewahlt, also

F(z®) + F'(a®) () — 20y = 0.
~—_———
_

Das Newton-Verfahren hat also folgende Form

Durchfiihrung des Newton-Verfahrens: In jedem Schritt muss ein lineares Gleichungssystem
(zur Berechnung von s*)) gelost werden.
In kompakter Form geschrieben erhélt man fiir das Newton-Verfahren

2D = ) _ (5 0) 7 p(z®)

Geometrische Interpretation des Newton-Verfahrens fiir n = 1: Die Linearisie-
rung nach Newton entspricht der Approximation des Graphen von f durch die Tangente
an den Graphen im Punkt 2. Der Schnittpunkt der Tangente mit der z-Achse bestimmt
die néchste Naherung z*++1.
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Anwendung auf freie Optimierungsprobleme

Die Berechnung einer Losung eines freien Optimierungsproblems mit Zielfunktional
f: R® — R fiihrt auf das Gleichungssystem

F(z)=0 mit F(z)=Vf(z).

Die Jacobi-Matrix dieser Funktion F': R” — R™ stimmt mit der Hesse-Matrix von f
iiberein:

Fi(z) = (V[(z)) = Hy(x).
Das lineare Gleichungssystem Lg(z) = 0 hat hier die konkrete Form:
V(@) + Hy(@® (@ — 2®) = 0,

also

qu(:t) =0
mit 1

(o) = @) + VW) - (@ = 2) + S0 = ) THy ) @ — 1),

Das quadratische Funkional gi(x) ist jene quadratische Approximation von f(z) in einer

Umgebung von *), die durch Taylor-Entwicklung von f(z) um z*) entsteht.
Das Newton-Verfahren fiir freie Optimierungsprobleme lautet also:

g® ) = g8 B mit Hp(2®) s® = v f(2®).
Es lésst sich als Liniensuchverfahren mit der Suchrichtung (Newton-Richtung)

sk — —Hf(:v(’“))_1Vf($(’“))
und der Schrittweite a**1) = 1 interpretieren.

Falls H;(x™) positiv definit ist, folgt, dass die Bedingung
Vai(z*) =0
fiir die néchste Naherung dquivalent zur Bedingung

gi(@" 1) = min g ()

ist, und dass die Newton-Richtung eine Abstiegsrichtung von gy ist:
qu(x(k)) gk — Vf(x(k)) gk — _Vf(x(k))T[_[f(x(k))flvf@(k)) < 0.
Daher bietet sich an, das Newton-Verfahren mit einer Liniensuche zu verbinden. Man
bestimmt die Newton-Richtung als Suchrichtung und wahlt fiir die ndchste Naherung
mit einer geeigneten Schrittweitenwahl nach Wolfe-Powell.
Das Newton-Verfahren lasst sich somit als ein SQP-Verfahren (Sequential Quadratic

Programming) interpretieren: Man erhélt die Suchrichtungen bzw. die einzelnen Naherungen
durch Losung einer Folge von quadratischen Optimierungsproblemen.
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Liniensuche fiir das Newton-Verfahren fiir allgemeine nichtlineare Gleichungs-
systeme

Jeder Punkt z* € R™ mit
F(z*)=0

ist globales Minimierung des Zielfunktionals
f@) = |IF(2)|* = F(x)" F(x).
Die Newton-Richtung ist eine Abstiegsrichtung von f:
Vf(ac(k)) sk = (QF(:C(k))TF/(:C(k))) (_F/(x(k))flp@(k)))
= 2F(z"TF(2®) = —2f(=™) < 0.
Daher bietet sich auch hier an, das Newton-Verfahren mit einer Liniensuche zu verbinden:

Man spricht dann vom gedédmpften Newton-Verfahren.
Es gilt folgende Aussage iiber Konvergenzeigenschaften der Newton-Verfahrens:

Satz 5.4 Sei F': R" — R"™ einmal stetig partiell differenzierbar und sei x* € R™ eine
einfache Nullstelle von F, d.h.: F(z*) = 0 und F'(x*) ist regulir. Dann konvergiert das
Newton-Verfahren fiir Startwerte (%), die hinreichend nahe bei x* liegen, gegen x* und es
konvergiert q-superlinear, d.h.:

2®F) — || < g ||lz® —2*|| mit g — 0 fir k— oo.
Falls zusdtzlich F'(x) im Punkt x* Lipschitz-stetig ist, d.h.
|F' () = F'(2")|| < Lle — 2|

fiir eine Konstante L und alle x in einer Umgebung von z*, dann konvergiert das Newton-
Verfahren sogar q-quadratisch, d.h.:

lz ™) — 2| < O 2™ —a2*?
fiir eine Konstante C' > 0.

Das Newton-Verfahren konvergiert also nur lokal. Wenn es konvergiert, konvergiert es
allerdings sehr schnell. Aus der ¢-quadratischen Konvergenz folgt, dass die Anzahl der
richtigen Dezimalstellen exponentiell zunimmt. Bei einem g-linear konvergenten Verfahren
(wie dem Gradientenverfahren) nimmt die Anzahl der richtigen Dezimalstellen nur linear
zu. Dafiir ist das Gradientenverfahren global konvergent. Im n#chsten Abschnitt wird eine
Klasse von Verfahren diskutiert, die schnell und global zu konvergieren.
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5.1.4 Quasi-Newton-Verfahren

Wir diskutieren Verfahren der Form
pEFD) — (k) (kD) () i BRI gk — —F(:U(k)).

Die zu wihlende Matrix B® soll in einem gewissen Sinn eine Approximation von F”(z(*))
sein. Konkret stellt man folgende Forderungen an die Wahl der Matrix B*+Y | die im
néchsten Iterationsschritt benotigt wird:

1. Die Matrix B*+1 soll die Quasi-Newton-Bedingung (Sekanten-Bedingung) erfiillen:
B(k+1)<x(k+1) . Ji(k)) _ F(:L’<k+1)) i F(Z‘(k)).

k+1)

Fiir n = 1 reicht diese Bedingung zur Festlegung von B( aus:

F(z®+)) — F(z®)

(k+1) _
B pkt1l) _ (k)

Das entstehende Verfahren heisst Sekantenverfahren. Im Gegensatz zum Newton-
Verfahren wird nicht die Tangente an den Graphen von f im Punkt 2 sondern die
Sekante durch die Punkte (z®, F(z®))) und (2*+Y F(z*+V)) zur Linearisierung
verwendet.

2. Fiir n > 1 fordert man, dass sich B**Y von B® nur durch eine Matrix von niedrigem
Rang (typischerweise vom Rang 1 oder 2) unterscheidet:

B = B9 4 )T (4047,

3. Bei der Anwendung auf Optimierungprobleme, also F(z) = V f(z), soll B*+) (als
Approximation der Hesse-Matrix Hy(z)) symmetrisch und positiv definit sein. Dann
ist sichergestellt, dass s**1 = —(B*+1)=1y f(2(M) eine Abstiegsrichtung ist:

Vf($(k+1)) . S(k+1) _ Vf( (k+1) )T(B (k+1) ) 1Vf( ) <0.

Eines der bekanntesten Quasi-Newton-Verfahren ist das BFGS-Verfahren (Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno):

1

(k+1) _ gk
B =B (s09)T B 5

(B(k)s(k))(B(k)S(k))T

mit
S — D) _ g9 ) g (D) Z v (2 ®),
Ein moglicher Startwert fir B® ist I. Dann stimmt der erste Schritt des BFGS-
Verfahrens mit dem ersten Schritt des Gradientenverfahrens iiberein.
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Man beachte, dass zur Berechnung von B® nur der Gradient V f(z) (und nicht die
Hesse-Matrix V2 f(z)) bendtigt wird.

Es lisst sich zeigen, dass alle Matrizen B®) symmetrisch und positiv definit bleiben, falls
B symmetrisch und positiv definit gewihlt wird und die Schrittweiten a1 die zweite
Bedingung nach Wolfe-Powell erfiillen. Das BFGS-Verfahren ist dann ein Abstiegsverfahren
und somit in einem geeigneten Sinn global konvergent.

Unter geeigneten Bedingungen lésst sich zeigen, dass das BFGS-Verfahren g-superlinear
konvergiert.

5.2 Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen

Wir diskutieren hier Optimierungsprobleme der folgenden allgemeinen Form: Gesucht ist
r* € R" mit

f(z%) = min f(z)

z€R?
unter den Nebenbedingungen
ci(x)=0, ielb ={1,...,m},
CZ(ZU)S()? iE]QZ{m1+1,...7m1+m2:m}'

5.2.1 Theoretische Grundlagen

Wir fithren die so genannte Lagrange-Funktion ein:
L(z,\) = f(z) + > _ Nici(x).
i=1

Die Variablen \; heiflen Lagrange-Multiplikatoren. Fiir den Gradienten und die Hesse-
Matrix von L(z, A) beziiglich = erhilt man:

V.L(x,\) =V f(x)+ f: \iVei(x),
V2L(z,\) = V2 f(z) + Z \iViei().

Zur Formulierung der notwendigen Bedingungen fiir ein lokales Minimum fiithren wir die
Menge
A(SE) = {’l < [1 U [21 CZ(.I') = O}

ein. Die Menge A(z) heifit die aktive Indexmenge im Punkt x.
Es gilt nun:
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Satz 5.5 (Notwendige Bedingungen fiir ein lokales Minimum) Seiz* € R™ ein lo-
kales Minimum von f. Falls f und ¢; fir alle © € Iy U Iy stetig partiell differenzierbar sind
und die Vektoren Ve;(x*), i € A(x*) linear unabhdngig sind, dann gilt: Es gibt Lagrange-
Multiplikatoren \* = (X}, ..., \5) " € R™ mit
V. L(x*,\*) =0,
ci(z*) =0 firallei€ I,

ci(x) <0, AT >0, N\ici(z*) =0 fir alle i € L.
Die Bedingungen dieses Satzes heiflen Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen, oder kurz KKT-
Bedingungen.

Aus den Bedingungen fiir die Ungleichungsnebenbedingungen erkennt man, dass ent-
weder eine Ungleichungsnebenbedingungen aktiv ist, d.h. ¢;(z*) = 0, oder aber der dazu-
gehorige Lagrange-Multiplikator verschwindet: A¥ = 0. Wiirde man die aktive Indexmenge
A* = A(z*) kennen, dann koénnte man die KKT-Bedingungungen, die urspriinglich ein
System von Gleichungen und Ungleichungen sind, auf ein Gleichungssystem reduzieren:

V.L(z*, \*) =0,
ci(x*) =0 fiir allei e A"
Das sind genau die KK'T-Bedingungen fiir das folgende Optimierungsproblem: Gesucht ist
x* € R™ mit

f(a*) = min f(z)
unter den Gleichungsnebenbedingungen
ci(x) =0, ieA".

Bedeutung der Lagrange-Multiplikatoren

Fiir eine vorgegebene Indexmenge A mit Iy C A C I} U I, fithren wir das folgende Opti-
mierungsproblem ein: Gesucht ist * € R” mit

F(a*) = min f(2)
unter den Gleichungsnebenbedingungen

ci(x) =&, €A
Die Parameter &;, i € A, beschreiben Stérungen der urspriinglichen Nebenbedingungen
¢i(x) = 0 auf der rechten Seite. Dann héngt auch die Losung der zugeordneten KKT-
Bedingungen von diesen Parametern ab, man erhélt Losungsfunktionen x*(£) und A*(§)
mit & = (&)iea. Es lasst sich zeigen, dass:

0
. — —\*(0).
5 (F@)| =X
Der Lagrange-Multiplikator \* = A\*(0) beschreibt also die Sensitivitit (Anderungsrate)

des Zielfunktionals f beziiglich Stérungen der Nebenbedingung ¢;(z) = 0 auf der rechten
Seite.

o-13



5.2.2 SQP-Verfahren

Die Idee des Newton-Verfahrens fiir nichtlineare Gleichungssysteme lésst sich auch auf die
KKT-Bedingungen anwenden: Man ersetzt V,L(x, \) und ¢;(x) durch die lineare Approxi-
mationen, die man durch Taylor-Entwicklung um die aktuellen Ndherungen z®*) und A
erhélt:

VoL(z,A) = Vf(z) + > X Vei()
=1
B () 1) Ay (T2
= VW) + Z Ai Vei (™)
=1
+ (V2 (a®) + A Ve (a®)) (2 — 2®) + 37 Ve (a®) (h = AP)
=1 =1

= VW) + V2 (™) (z — 2®) + i Xi Ve (z0).
=1

Durch diese Approximationen entstehen aus den urspriinglichen KKT-Bedingungen die
linearisierten KK'T-Bedingungen:

Vi @®) + V2 (@) (@ = 2®) + 3N Vei(2®) = 0,
=1

(") + Ve (™) - (z —2®) =0 fiir alle i € I,
ci(#®) + Ve (2™ - (z — 2W) <0,

i >0, Nlei(z®) + Ve (W) - (2 —2®)) =0 fiir alle i € L.

Fithrt man s = = — 2 ein, so erkennt man, dass die linearisierten KKT-Bedingungen
die KKT-Bedingungen des folgenden quadratischen Optimierungsproblem sind: Gesucht
ist s*) € R™ mit

My — mi
g,(s™) = min gi(s)

unter den Nebenbedingungen

aiTs =0b;, firalle: e I,

a:sgbi fir alle i € I

mit
1
Qk(s) _ [f(x(k)) +] Vf(x(k))'l's + §STV§L(:L.(k)’)\(k))S
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und
a; = Vei(z®), by = —ci(z®).

Ausgehend von den aktuellen Niherungen z®) und A® erhilt man fiir die néchsten

Néherungen des Newton-Verfahrens, das auch Wilson-Verfahren genannt wird:

2D Z ) 4 D) ) g A

wobei A#*+1) der zu s®) gehorige Lagrange-Multiplikator der linearisierten KKT-Bedingungen
ist.

Insgesamt erhélt man durch dieses Vorgehen eine Folge von Néherungen, die durch
Losen einer Folge von quadratischen Optimierungsproblemen entsteht (SQP-Verfahren)

Bemerkung 5.4 Quasi-Newton- Varianten von SQP-Verfahren erhdlt man durch Verwen-
dung von geeigneten Approzvimationen B*) in q,(z) anstelle der Hesse-Matriz V2 L(z® AR).

Es bleibt zu kldaren, wie man allgemeine quadratische Optimierungsprobleme 16st:

5.2.3 Quadratische Optimierungprobleme
Gegeben sei ein quadratisches Zielfunktional der Form

1
qz) =g 'z + éxTBx.

Gesucht ist die Losung z* € R™ des folgenden quadratischen Optimierungsproblems:

¢(2") = min g()
unter linearen Nebenbedingungen der Form

aj ©=">b; fiirallei € I,

aj x <b; fiirallei € I,

Die Lagrange-Funkion hat dann folgende Form
_ T 1 1 m'T_'_T 1 1 T(AT,.
L(z,\) =g x+2:1: Bx+Z)\l(aix b)) =g :1:—1—2:5' Br+ X (A'z—0b)
i=1

mit der Matrix A = (a1 as ... am) und dem Vektor b = (bl by ... bM)T. Fiir den
Gradienten der Lagrange-Funktion beziiglich x erhalt man

V.L(z,\) = g+ Bx + A\
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Wir diskutieren zunéchst den einfacheren Fall, dass nur Gleichungsnebenbedingungen
vorhanden sind: Iy = ). In diesem Fall lauten die KKT-Bedingungen

g+ Bx+ A\ =0,
ATz =0,

Die Berechnung der Losung eines quadratischen Optimierungsproblems mit Gleichungsne-
benbedingungen fiihrt also auf die Losung eines linearen Gleichungssystems der Form

(e ) (=)

Wesentlich schwieriger ist der Fall I, # (). Wiirde man die aktive Indexmenge A* =
A(z*) kennen, konnte man das quadratische Optimierungproblem auf den leichteren Fall ei-
nes quadradratischen Optimierungproblems mit Gleichungsnebenbedingungen zuriickfiihren.
Im Folgenden wird eine Strategie diskutiert, wie man iterativ diese aktive Indexmenge fin-
den kann:

Eine Aktive-Indexmengen-Strategie:

Sei £*) € R” eine Niherung von z* und sei A% C I U I, eine Niherung von A*. Wir
fordern, dass z(®) alle Gleichungs- und Ungleichungsnebenbedingungen des urspriinglichen
Optimierungsproblem erfiillt, also zuléssig ist, und dass

L c AP c A@®).

Aus dieser Bedingung folgt: a; ) = b; fiir alle 1 € A®).

Schritt 1: Bestimme eine Losung s*) € R” des folgenden Optimierungsproblems:

g(2™ + s¥) = min g(2") + 5)

unter der Nebenbedingung
a; (x4 5) =b; fiir alle i € AW,

Dieses quadradratische Optimierungsproblem hat nur Gleichungsnebenbedingungen. Die
Losung s*) mit den dazugehorigen Lagrange-Multiplikatoren )\ikﬂ), i € AP ldsst sich
durch Losen eines linearen Gleichungssystems berechnen, siehe oben. Fiir die restlichen
Lagrange-Multiplikatoren setzt man /\Ekﬂ) =0 fiir i ¢ A®,
Wegen
1
q(z® +5) = qz®) + g" s+ §STBS
und
a; (z® +5) = b =a] 2% —b;+a] s=a] s



lasst sich das obige Optimierungproblem kompakter schreiben: Bestimme eine Losung
s(F) € R" des folgenden Optimierungsproblems:

1 1
g s 4 §<S(k:))TBgT8(k) _ ﬁg&@ (QTS n §ST38>

unter der Nebenbedingung
a; s =0 fiir allei e A®.

Schritt 2:

a. Zunéchst iiberpriift man, ob die aktuelle Ndherung bereits das urspriingliche Opti-
mierungsprobme 16st: Das ist dann der Fall, wenn

s® =0 und A" >0 firallei € A® N1,

denn dann sind die urspriinglichen KKT-Bedingungen fiir z*+9 = 2®) 4+ s*) und
AEHD erfiillt. In diesem Fall wird der Algorithmus beendet.

b. Falls
s®) =0 aber )\gkﬂ) <0 fireinie A® NI,

dann setzt man
g® ) = g ®)und - AR = AR 5],

Der Algorithmus wird mit Schritt 1 fortgesetzt.

Begriindung: Wird statt der Gleichung a, x = b; die Ungleichung a,z < b;, also
a; x — b = & mit & < 0 vorgegeben, dann wird das Zielfunktional kleiner, da die
Anderungsrate des Zielfunktionals beziiglich einer Stérung & durch —)\gkﬂ) > 0
gegeben ist und sich daher das Zielfunktional um etwa Agkﬂ) & < 0 verdndert. Das
Zielfunktional wird aloa kleiner, wenn man den Index 7 aus der aktiven Indexmenge

entfernt.

c. Falls
s® 20 und 2® + s® Zulissig ist

(fiir das urspriingliche Optimierungproblem), dann setzt man
g® ) = 2 s®) ynd - AKTD = AR,
Der Algorithmus wird mit Schritt 1 fortgesetzt.

d. Falls
s® £0 und 2™ + s® nicht zulissig ist

(fiir das urspriingliche Optimierungproblem), dann wihlt man die maximale Schritt-
weite oD fiir die
2 4+ o* D %) Julissig bleibt.
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Dann gibt es einen Index i € I, \ A® mit
a; (z® 4 "Dk = p,.

Man setzt
20D — 2B L oB) ynd ARHD = AR {i}.

Der Algorithmus wird mit Schritt 1 fortgesetzt.

Bemerkung 5.5 Moderne Versionen der Aktiven-Indexmengen-Strategie erlauben einen
gleichzeitigen mehrfachen Indexwechsel.
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