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Die Ubungen sind grundsitzlich alleine zu machen ! Gruppenarbeit ist nicht erlaubt ! Die
Ausarbeitung muss sorgfiltig abgefasst werden. Wichtig ist, dass nicht nur die Lésung, son-
dern auch die Losungsidee (der Weg zur Losung) beschrieben wird. Programme sind in Form
von gut dokumentierten Programmlisten beizulegen. Testresultate sind durch Beilage {iber-
sichtlich gestalteter Original-inputs und Original-outputs zu belegen. Das Abgabeformat ist
DIN A4. Heften Sie alle Unterlagen zu einem Arbeitssblatt zusammen !

1 Simulation der Schwingungen einer fest eingespannten Saite
mittels Differenzenapproximationen (100 Punkte)
1.1 Programmierbeispiel

Die mathematische Modellierung von Schwingungen einer fest eingespannten Saite der Lénge
L fiithrt unter Annahme kleiner Auslenkungen auf die Anfangsrandwertaufgabe (ARWA)

oz 0 5 = fet), w€(0,1), t€(0.tp), (1)
AB: u(z,0) = ug(x), z€]|0,L],
%(m,()) = wui(x), x€]0,L],

RB: u(0,t) =u(L,t) =0, t € (0,tg].

Fiihren Sie eine Computersimulation dieses Schwingungsvorganges mit folgenden gegebenen
Daten durch:

1. mit inhomogener rechten Seite:
L=1,tgp=1a=1, f(z,t)=ksin(rz) V(z,t)eQ =(0,1) x(0,tg), (2)
up(z) = sin(2rz) Va €[0,1],
ui(z) =0 VYael0,1],

wobei k := letzte Ziffer der Matrikelnummer,



2. Zusatzaufgabe (25 Zusatzpunkte): mit verschwindender rechter Seite f (gezupfte
Saite):

L=mtg=2ma=1, f(.%‘,t):() V(w,t)EQ:(O,L)X(O,tE), (3)
ui(x)=0 Vaelo,L],

i,z el0,0] _ .
uo(z) = La , =15, b=,

Cm, T € [b, L]

wobel k := letzte Ziffer der Matrikelnummer.

Stellen Sie die Schwingungen graphisch dar, indem Sie die Auslenkungen u(z,t) der Saite zu
den diskreten Zeitpunkten t = j(tg/12), j = 0,1, ...,12 als linear interpolierte Funktion iiber
die Ortsgitterpunkte darstellen.

1.2 Explizites Zeitintegrationsschema (20 Punkte)

Wihlen Sie zur Orts— und Zeitdiskretisierung das in der Vorlesung (Kapitel 1) angegebe-
ne explizite Differenzenschema (8), schreiben Sie den dazugehérigen Algorithmus auf und
implementieren Sie dann den Algorithmus in einer von Thnen gewihlten Programmierspra-
che ! Fithren Sie die Computersimulation mit von Thnen geeignet gewahlten Ortsschrittweiten
h = Az und Zeitschrittweiten 7 = At durch ! Interpretieren Sie die erhaltenen Ergebnisse.

1.3 Implizite Zeitintegrationsschemata (20 Punkte)

Man l6se die Schwingungsprobleme mit dem rein impliziten Schema:

j+1 i -t G o g+l g4l
w; = 2u; + g e Ui q 2up - up _ fj+1 = f(xitjp1)
At2 Ax? ‘ SR

i=1n—-1,57=1,m—1,

RB:ué =u(0,t;) :== 0, u) =u(l,t;) =0, j=1,...,m,
AB :ud = ug(z;), i =0,1,...,n,

(3
’U/,}:U?‘i‘Atul(wz); i:l,...,n—l,

Waihlen Sie die Ortsschrittwerte Az und die Zeitschrittwerte At geeignet (vgl. Abschnitt 1.2).
In (4) ist auf jedem Zeitschritt zur Bestimmung der [uf“] ,—T5,—7 ein tridiagonales, lineares
Gleichungssystem zu losen. Benutzen Sie dazu den von Ihnen unter Punkt 1.5 zu program-

mierend Thomas-Algorithmus.

1.4 Approximationsuntersuchung (20 Punkte)

Untersuchen Sie die Genauigkeit der Approximationen

a) des Differentialausdrucks
0%u 0%u
2 @irty) = GQ@ (@i, t5)

durch den Differenzenausdruck

1

1
A2 (@i tien) = 2ul@i, ty) +ulzi tj-1)) — GQQ (u(@i-1,t5) = 2u(wi, t7) +u(zip1, t5)),



d.h. schitzen Sie den Approximationsfehler

9%u d%u
2 (ziyt5) — a2@ (zi,t5)

<7

[u(mi, tj+1) — 2u(:z:l-, tj) + U(CCZ‘, tj_l) 2 u(a:i_l, tj) — QU(IL'Z‘, tj) + U(:CZ'_H, tj)] ’
— —a
At? Ax?

fir alle ¢ € {1,2,...,n—1} und j € {1,2,...,m — 1} ab,
b) und der Anfangsbedingungen |u (z;,t1) — (uo(x;) + At - uy(z;))| < 7 (t1 = At)
mittels Taylorentwicklung !
1.5 Auflésung tridiagonaler Gleichungssysteme

1.5.1 Programmierbeispiel (20 Punkte)

Implementieren Sie den in der Vorlesung vorgestellten Thomas-Algorithmus zur Auflésung
tridiagonaler Gleichungssysteme (GS) Ku = f,

c1 by uy fi
az ¢ bo 0 U Jo
' = : (5)
@) (p—1 Cn—1 bn—1 Unp—1 fnfl
Qp  Cp Unp, fn

in einer von Thnen gewihlten Programmiersprache. Eingangsdaten (INPUT) sind die Dimen-
sion n und die Koeffizienten der Systemmatrix K und der rechten Seite f. Ausgangsdaten
(OUTPUT) sind die Komponenten des Losungsvektors u !

1.5.2 Testbeispiel (20 Punkte)

Analog zur Vorlesung (Abschnitt 2.2) betrachten wir jetzt das stationire, eindimensionale
Waérmeleitproblem

Gesucht ist u € C?(0,1) N C[0, 1] so, dass die Differentialgleichung
—u"(z) = f(z) := w?sin(krz) Yz € (a,b) :=(0,1) (6)
und die Randbedingungen
w(0) =¢gq:=0 und wu(l)=g,:=1 (7)

erfiillt werden,

wobei k = letzte Ziffer der Matrikelnummer € {0, 1,...,9}.
Die FE-Diskretisierung mit linearen Elementen auf gleichméfigem Gitter mit der Schrittweite



h = 1/n fiithrt auf das GS (iiberpriifen Sie das !)

2 -1 uy fi + 5 a
-1 2 -1 (0] U f2
- . . . : = : (8)
O -1 2 —1|] unos a2
-1 2 Un—1 Jo-1+ 70
Berechnen Sie die noch fehlenden Komponenten fi, t=1,...,n—1, analytisch oder mit Hilfe

der Mittelpunktsregel (Gau$ 1) !
Losen Sie das GS (8) fiir n = 100 und n = 1000, d.h. fiir h = (b —a)/n = 1/n = 1072 und
h = 1073. Stellen Sie die FE-N&herungslosung

n—1
up () = gaspo(x) + Y uipi(x) + gopn(x)
=1

mit p;(z) = /\ I (stiickweise lineare Ansatzfunktionen) grafisch dar, d.h.

Uy = Ga =

Un—1 Up =¢gp = 1
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z0=0 71 T2 Tn—1 x, =1
h=1/n



