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Einleitung

Die Darstellung der Analysis in dieser Lehrveranstaltung orientiert sich sehr stark an den
Biichern

e HARRO HEUSER, Lehrbuch der Analysis. Teil 1, 17. Auflage, Wiesbaden: View-
eg-+Teubner, 2009

e HARRO HEUSER, Lehrbuch der Analysis. Teil 2, 14. Auflage, Wiesbaden: View-
eg+Teubner, 2008

und an

e HEINZ ENGL, Skriptum Analysis, iiberarbeitet und ergénzt von Andreas Neubauer,
Institut fiir Industriemathematik, Johannes Kepler Universitiat Linz

In den Kapiteln 1 - 8 werden intuitiv einsichtige Argumentationen zugelassen, insbe-
sonders im Zusammenhang mit Winkelfunktionen und dem Begriff Grenzwert, auch wenn
sie noch nicht den iiblichen Anforderungen an mathematischer Strenge gentigen.

Beginnend mit Kapitel 9 werden formal strengere Anspriiche an die Beweisfithrungen
gestellt. Fine Ausnahme bildet der Grofiteil von Kapitel 13, in dem das kalkiilhafte An-
wenden der Transformationen im Vordergrund steht.



Kapitel 1

Reelle Funktionen

1.1 Die Menge der reellen Zahlen: R
e Operationen: z,y e Rix+y, x—y,z- -y, x:y = f7 falls y # 0.
Y

e Ordnungsrelationen: z <y, r <y, x >y, x > y.

e Betrag |z| und Abstand |z — y|.

Wichtige Teilmengen:

e Die Menge der natiirlichen Zahlen: N = {1,2,...}, Ng = {0,1,2,...}.
e Die Menge der ganzen Zahlen: Z = {...,—-2,-1,0,1,2,...}

e Die Menge der rationalen Zahlen: Q = {%: m € Z,n € N}

1.2 Der mathematische Funktionsbegriff

Jedem Element x € X wird genau ein Element y € Y zugeordnet. Schreibweise:

f: X — Y
r =  f(x)

oder in Form einer Funktionsgleichung
y=[f(z).
X Definitionsbereich, Y Wertebereich.

e XY C R:reelle Funktion. Meist ist X ein Intervall ( (a,b), [a, b), (a,b], [a, b], (—00, D),
(—o0,b], (a,00), [a,00), (—00,00) ) oder eine Vereinigung von Intervallen, und Y = R.



e Grafische Darstellung: Graph einer Funktion
e Bild einer Menge A C X, Urbild einer Menge B C Y:

fA)={f(z):x€ A}, [{(B)={xeX:f(z)e B}

1.3 Operationen fiir Funktionen

¢ 1 X —Y,g: X —Y, ceER f+g o f [g, gz
- - _ R 1C))
(F+9)(@) = f(z) +9(@), (- f)@) = - fl@), (f-9)(z) = f(z) - g(x), () = (D)

e Komposition, Hintereinanderausfithrung:
g: X —=Y 1Y —Z: fog: X — Zmit (fog)(x) = f(g(x)).

o f: X — Y heifit

— injektiv, wenn verschiedene Urbilder verschiedene Bilder haben:
11 # v2 => f(21) # f(22)
— surjektiv, wenn jedes Element y € Y Bild eines Elements x € X ist:
Y = f(X)
— bijektiv, wenn die Funktion injektiv und surjektiv ist.

Falls f: X — Y bijektiv ist, gibt es die Umkehrfunktion (inverse Funktion)
f~':Y — X mit der Funktionsgleichung

z = [(y).
Es gilt:
(flof)(x)=a firallex € X und (fof '(y)=y firalleyecY
e Jede Funktion f: X — Y ist surjektiv, wenn man als Bildbereich f(X) wéahlt. Die

Einschrankung einer Funktion f: X — Y auf eine Teilmenge A C X bezeichnet
man mit f } N



1.4 Beispiele einfacher Funktionen

e Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten:

Definition 1.1 (siche Abbildung 1.1 und Abbildung 1.2). Sein € N:

- flr)=x-z-...-x=2", X =R
I

- f(:p):x*":ﬁ,X:R\{O}.

Abbildung 1.1: Potenzfunktionen fiir positive ganzzahlige Exponenten

Rechenregeln:

Satz 1.1. Fir alle x,y € R und m,n € N gilt:

Bewers fiir die dritte Rechenregel. Fiir n € N gilt:
(@-y)"=@-y)-(@-y) ... -(x-y)
n;,nal
=x-x-... Y-y ....y=a"-y"

——— = —

n mal

n mal

Analog lassen sich die beiden anderen Rechenregeln zeigen.
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Abbildung 1.2: Potenzfunktionen fiir negative ganzzahlige Exponenten

Satz 1.2. Fir alle x,y € R\ {0} und m,n € Z\ {0} gilt:

und, falls zusdtzlich m +n # 0:

Beweis fiir die zweite Rechenregel. Fiir n € N gilt:

( ) 1 1 1 1 R,
xZ - y = = = — — =27 . y
(@-y)»  am-yr a2 yn
Analog lassen sich die beiden anderen Rechenregeln zeigen. O

Ublicherweise vereinbart man: z° = 1 fiir # # 0. Dann gelten die Rechenregeln aus
Satz 1.2 fiir alle m,n € Z.

Warnung;:
(r+y)" # 2" +y" im Allgemeinen,

sondern



Satz 1.3 (Binomischer Lehrsatz). Firn € N gilt

(z+y)" = i (ZL) "y

1=0

Dabei bezeichnet (") den Binomialkoeffizient:

i

i abnehmende Faktoren
o\

<n) no(n—1)-...-(n—i+1)

i) 1-2-.. . -4
—_—

i zunehmende Faktoren

Wurzelfunktion: Umkehrfunktionen von Potenzfunktionen:
Definition 1.2.

— f(x) = /x ist die Umkehrfunktion von g: [0,00) — [0, 00), g(z) = z*.
— Sein € N. f(z) = /z = xn ist die Umkehrfunktion von g: [0,00) — [0, 0c),
g(x) = a".

Man beachte:

Vazr =z und ({/z)" =
Rechenregeln:

Satz 1.4. Fir alle z,y € [0,00) und n € Z \ {0} gilt:

1
1 n 1 1.1

und

1 n 1 1
(I‘~y)n:,"/aj~ :\/E-C/g:xn-yn

Beweis der zweiten Rechenregel. Es gilt
(V- /)" = (Va)" - ()" = -y
Analog lésst sich die erste Rechenregel zeigen. U

Potenzfunktionen mit rationalen und reellen Exponenten:

Definition 1.3. Seiq € Q, also g =" mit m € Z und n € N.

f(x) =21 = Yam  fiir z € (0,00).



Aus den obigen Rechenregeln erhélt man leicht:

Satz 1.5. Fiir alle x,y € (0,00) und p,q € Q gilt:

‘xp ol — xp+q‘ (7)1 = g (z-y)? =27yt

m

Bewezs fiir die dritte Rechenregel. Fiir ¢ =™ mit m € Z und n € N gilt:

(z-y)T = /(- y)m = Yoy = am -y =at -yt
Analog zeigt man die beiden anderen Rechenregeln.

r € R lasst sich beliebig genau durch rationale Zahlen annéhern:

limg =1r
q—>7’ q

qeQ
Dann lésst sich fiir jeden Exponenten r € R eine Potenzfunktion definieren:

Definition 1.4 (siche Abbildung 1.3).

f(x) = lima? = a”

q€Q

Es folgen leicht die Rechenregeln:

Satz 1.6. Fir alle x,y € (0,00) und alle r,s € R gilt:

T

ZL‘T . ZL‘S — xr-ﬁ-s

(xT’)S:l,T"S (xy)T‘:xT’y

e Exponentialfunktion:

Definition 1.5 (siehe Abbildung 1.4). f(x) = a® mit a > 0 (Basis) und x € R.

Wichtige Spezialfille:
n—o0

1 n
a=10, a=e= lim <1+—) ~ 2,7T1828..., a=2.
n

Rechenregeln:

Satz 1.7. Sei a € (0,00). Dann gilt fir alle x,y € R:

‘a”y =a” - ay‘ und | (a”)? = a™"

e Logarithmusfunktionen:



Abbildung 1.3: Potenzfunktionen fiir reelle Exponenten

Definition 1.6 (siehe Abbildung 1.5). f(x) = log, x (x > 0) ist die Umkehrfunktion
der Ezponentialfunktion a®.

Spezialfille: log,, x = lgz, log, x = ld x, log, x = Inx.

Man beachte
a®® =z, log,a” = .

Rechenregeln

Satz 1.8. Seia € (0,00). Fiir alle z,y € (0,00) gilt:

loga(x : y) = loga T+ loga ) und lOga(fL'y) =Y~ loga €

Beweis fiir die erste Rechenregel. Es gilt

aloga z+log, vy — alogax . alogay =z-y
Der Beweis der zweiten Rechenregel erfolgt analog. U

Trigonometrische Funktionen (Winkelfunktionen):

Definition 1.7 (siehe Abbildung 1.6).
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Abbildung 1.4: Exponentialfunktionen

— sinx, cosx: geometrische Definition mit Hilfe des Finheitskreises

sinx 1 _ coszx
, cotr = = ==
cosx tanx sinx

— tanx =

Wichtige Eigenschaften:

— cosx = sin (x+ %), sin x = cos (x— g)

— Periodische Funktionen:
sin(z + 27) = sinz, cos(x + 27) = cosx
tan(x 4+ m) = tanx, cot(x + m) = cot x.

— Ungerade Funktionen:
sin(—x) = —sinz, tan(—z) = — tanx, cot(—x) = —cot x
Gerade Funktion:
cos(—x) = cosw

— Nullstellen von sin: k -« fiir k € Z.
Nullstellen von cos: § + k - 7 fiir k € Z.
Nullstellen von tan: k-« fir k € Z.
Pole von tan: § + k- 7 fiir k € Z.
Nullstellen von cot: § + k - 7 fiir k € Z.
Pole von cot: k- 7 fiur k € Z.



T T T T T T T —
i logg 1 X = -logqg X -------
lii logqex=-Inx ——
3 iy logg s X =-logy X ————
!
logy X -------
2k In x
logig X ———-
l —
0
g [ TS
2 b
3
4 | | | | | 1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 1.5: Logarithmusfunktionen

Spezielle Werte:

m_l_viogm_ 1 V2T V3
2 92 2

sin — = — =
6 2

Rechenregeln:

Satz 1.9. Fir alle x,y € R gilt:

‘sin2x+coszx:1

und (Additionstheoreme):

sin(z +y) = sinz - cosy + cosx - siny

cos(z +y) = cosx - cosy —sinz - siny

geometrische Beweise.

e Arkusfunktionen: Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktion:

Hauptwerte:

Definition 1.8 (siehe Abbildung 1.7).

10



— arcsin: [—1,1] — [=2, 2] ist die Umkehrfunktion von
1

sin: [-Z,2] — [-1,
1

— arccos: [—1,1] — [0, 7] ist die Umkehrfunktion von
cos: [0,7] — [—1,1].
— arctan: (—oo,00) — (=%, %) ist die Umkehrfunktion von

tan: (—%2,%) — (—oo,oo;.
)
cot: (0,m) — (—00,00).

e Hyperbelfunktionen: sinh, cosh, tanh, coth.

Definition 1.9 (siche Abbildung 1.8).

1 1
sinhx:§(ex—e m), coshxzé(em—l—e’m),
h h 1
tanh x = S :1:’ cothz = C?S -
cosh x sinhz  tanhz

Rechenregel:

11
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Abbildung 1.7: Arcusfunktionen

Satz 1.10. Fiir alle x,y € R gilt:

und (Additionstheoreme):

cosh?x —sinh?z =1

sinh(z + y) = sinh x - cosh y + cosh x - sinh y
cosh(z +y) = cosh x - coshy + sinh x - sinh y

e Areafunktionen: Umkehrfunktionen von Hyperbelfunktionen

Definition 1.10 (siche Abbildung 1.9).

— arsinh: R — R st die Umkehrfunktion von

sinh: R — R.

— arcosh: [1,00) — [0, 00) ist die Umkehrfunktion von
cosh: [0, 00) — [1, 00).

— artanh: (—1,1) — R ist die Umkehrfunktion von

tanh: R — (—1,1).

arcsin x
arccos X
arctan x

arccot x

— arcoth: (—oo,—1) U (1,00) — R st die Umkehrfunktion von
coth: R — (—o0, —1) U (1, 00).

12




Abbildung 1.8: Hyperbelfunktionen

Rechenregeln

Satz 1.11. Im jeweiligen Definitionsbereich gilt:

arsinhz = In (x +Va? 4+ 1) und |arcoshz = In (x +Va? — 1>

und

1 1 1 1

artanhz = = In T und |arcothx = = In T

2 11—z 2 z—1

Beweis. Funktionsgleichung von sinh:
1 xT —X
Y= 3 (e —e )

Funktionsgleichung der Umkehrfunktion:

xr = (ey — e_y)

DO | =

Also gilt:
(e¥)” — 22 (e¥) — 1

Il
o
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arsinh x
: : : arcosh x
3 T S T s S A artanh x -------
' | 3 arcoth x -------
T . 4 =
it
o Ot O OO ORUG OO NSRS L . -
O H
i e g e e e -
R - ]
i’l H
23 o i ]
-4 j j i j j j
-4 3 2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 1.9: Areafunktionen

Daher folgt:
e =+ vVrz+1

Also
y=1In <:c + m)

Ahnlich beweist man die anderen Rechenregeln.

1.5 Beispiele zusammengesetzter Funktionen

e Polynomfunktionen:
f(x) =ao+a1r +ax® + ...+ a,a™ = Zakﬂfk
k=0

a, # 0: n Grad

e Rationale Funktionen:

f(z) = == mit Polynomfunktionen p(z),q(x)

14



f(x) = Acos(wz — ).
f(l‘) — % = (elnm)aC _ eabln(x)'

1.6 Stetige Funktionen

Definition 1.11. Sei xg € X ein nicht-isolierter Punkt. Dann heifit f: X — Y stetig im
Punkt xq, wenn

lim f(z) = f(zo).

T—T0

f: X — Y heifst stetig auf X, wenn f in jedem Punkt von X stetig ist.
Satz 1.12. f, g stetig: f+g,c-f, [ g, J (in Punkten mit g(z) #0), f o g stetig.
9

Satz 1.13. Die Potenzfunktionen, FExponentialfunktionen, Winkelfunktionen, Arkusfunk-

tionen, Hyperbelfunktionen, Areafunktionen sind auf dem jeweils geeigneten Definitionsbe-
reich stetig.
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Kapitel 2

Differentialrechnung in R

2.1 Ableitung

Definition 2.1. Sei f: X — R eine reelle Funktion und xo € X ein nicht-isolierter
Punkt. Dann heifst f im Punkt xo differenzierbar, falls der Grenzwert

o T = f)
T—T0 T — Xg

existiert. In diesem Fall wird der Grenzwert mit f'(xo) bezeichnet und heifft Ableitung von

f in xo.
f: X — R heifit differenzierbar in X, wenn f in jedem Punkt von X differenzierbar
ist. Die reelle Funktion f': X — R, x +— f'(z) heifit Ableitung von f.

e Schreibweisen: f'(xy) = %(xo). Wenn die Funktion von der Zeit ¢t abhingt, also

t — f(t), dann wird die Ableitung in einem Punkt ¢ auch mit f (to) bezeichnet.
e Der Ausdruck %ﬂ)x(’) heifit Differenzenquotient.

e Alternative Schreibweise: Mit x = x + h erhilt man

f(@) = f(zo)  flwo+h)— f(xo) / . flwo+h) = f(zo)
und  f'(xp) = lim . .

T — T h h—0

e Fir
r(h) = f(xo+h) — f(xo) — f'(x0) - h
gilt offensichtlich:
f(wo+h) = f(xo) + f'(w0) - h+7(h)

mit "
lim m = lim
h—0 h h—0

— ['(0) =0

fwo +h) = flxo)
h

16



Die Funktion x +— f(zo + h) = f(x) unterscheidet sich also von der Funktion =
f(xo) + f'(xo)h = f(xo) + f'(x0)(x — x0) in einer Umgebung von zy nur um einen
Term r(h) (Restglied), der schneller klein wird als & klein wird.

Der Graph der (linearen) Funktion x — f(z¢)+ f'(x0)(z —x0), also alle Punkte (z, y)
mit

y = f(xo) + f'(z0)(x — 20),
ist die Tangente an den Graphen von f im Punkt (xg, o) mit yo = f (o).

e Physikalische Interpretation: Geschwindigkeit.
Es gilt

Satz 2.1. Fine Funktion f: X — R ist genau dann im Punkt xqo € X differenzierbar,
wenn es eine Zahl a € R gibt, sodass

flxo+h) = f(xo) +a-h+r(h) mit }ILILT(I)L}?) = 0. (2.1)

In diesem Fall gilt: a = f'(xq).

Beweis. Wenn f im Punkt z( differenzier ist, gilt (2.1) mit a = f’(z), wie vorhin gezeigt.
Umgekehrt, wenn (2.1), dann folgt

ozhm@:hm f(xo+h)— f(xo) —a-h — lim f(xo+h) — f(xo) L
h—0 h h—0 h heo0 3
d.h.
lim f<x0 + h) — f<x0> _
h—0 h
Also existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten und a = /(). 0

2.2 Differentiationsregeln

Satz 2.2 (Summen-, Produkt- und Quotientenregel). Seien f: X — R, g: X — R
reelle Funktionen und o € X ein nicht-isolierter Punkt. Angenommen, f und g sind in x
differenzierbar. Dann gilt: f + g und f- g sind ebenfalls 1m Punkt xy differenzierbar und es
qgilt:

(f +9)(x0) = f'(20) + ¢ (20)

(f - 9)(w0) = f'(w0) - g(20) + f(20) - g'(w0)

Falls zusdatzlich g(zo) # 0, dann ist auch % im Punkt xq differenzierbar und es gilt:

([)/ (20) = J'(xo) - (o) — [ (o) - g'(w0)

g 9(x0)?

17



Beweis der Produktregel.
(f - 9)(xo+ h) — (f - 9)(xo)

_ flaot Z) g(ao + h) — f(zo) - g(x0)
_ flao+h) - g(zo +hh) — [(zo + h) - g(x0) + f(z0 + h) - 9(0) = f(20) - g(0)
Pl by I h}i —9(x0) f(fco}zr h})L = @) )
Also
(F - 9)'(a0) = lim (f - 9) (o + hf)L — (- 9)(x)
 Jim o + 1) iy g(zo+h) — g(afo)f}% f (o + h})l - f(xo)J o(0)

-~ -~ -~

f (o) g (o) f'(xo)

Im Beweis wurde offensichtlich folgende Aussage verwendet:

Satz 2.3. Sei f: X — R in einem nicht-isolierten Punkt xo € X differenzierbar. Dann
st f in xq stetig.

Beweis. Zu zeigen:

lim f(x) = f(zo), d.h. f(z)— f(xg) =0 fir z— z.

T—T0

Es gilt fiir « # xq:

f(x)—f(ﬂfo)zM-(w—xo)%f’(azo)-o:o

T — X
0

Satz 2.4 (Kettenregel). Seien g: X — R und f: Y — R reelle Funktionen mit g(X) C
Y. Seien xg € X und g(zo) € Y nicht-isolierte Punkte. Angenommen, g ist in xo und f
ist in g(xq) differenzierbar. Dann gilt: f o g ist im Punkt xq differenzierbar und es gilt:

(f 0 g)(z0) = f(g(x0)) - ¢ (20).
Beweis.

(fog)(xo+h)—(fog)(xo)
h
flg(zo+h)) — flg(xo))  flg(wo) + k) — flg(w0))

h h
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mit k = ¢'(x) - h +r4(h).
Es gilt
f(g(xo) + k) = f(g(x0)) + f'(g(x0)) - k + 1y (k).
Also

mit

Daher folgt:

o) i 990+ h) = (f 0 9)(w0)
(£ ) (o) = lim .

= lim (f"(g(x0)) + ps (k) - (9'(z0) + py(h))

= lim (//(g(0)) + ps(K)) - Tim (g'(20) + py () = ['(g(0) - o' (w0).

O

Satz 2.5 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f: X — Y eine bijektive reelle Funktion,
xo € X ein nicht-isolierter Punkt. Angenommen, f ist in xq differenzierbar, f'(xq) # 0 und
[~V ist im Punkt yy = f(xo) stetig. Dann folgt: =1 ist im Punkt yo = f(xo) differenzierbar
und es gilt:

1 1 1
f_l / ’y = = = .
V) = ) = PO ) (o D)
Beweis. . )
-1
Y= o L
mit y = f(z). Falls y — yo folgt © = f~*(y) — [~ (yo) = w0 wegen der Stetigkeit von f~!.
Daher gilt:
i d W) = M wo) 1 _ 1
Yy—=Yo Y =% lim, ., %ﬁ;émo) f'(x0)
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2.3 Die Ableitung spezieller Funktionen

e Exponentialfunktionen: f(z) = e”

Es gilt (geometrisch einsichtig, Beweis spéter):

Daraus folgt:

e*>1+x firallezeR

e">14+2x und e *>1—x firallexz >0,

woraus man folgende Abschétzung erhélt:

Wegen

folgt daraus:

Somit gilt:

1 =lime ™ < lim €

also

Daher folgt:

Exponentialfunktionen: f(x) = a” =

Mit der Kettenregel folgt:

r -1
1§€ < e* firalle z > 0.
X
Il 1
e
fir h >0
~h| ur
e M —1 el —1
-~ — i fiir h < 0
—|hl Al
h_
el < €=

h—0

h—0

. el —1
im =
h—0 h

< limel =1,
h—0

(a*) | = "™ -In(a) = Ina - a”]

e Logarithmusfunktionen: log, * = f~(x) mit f(x) = a®.

Daher folgt:

(log, )’

1

"~ Ina-a°s.”

20
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e Potenzfunktionen: 2" = e

e Winkelfunktionen

sin(xg + h) — sin(xg)

rinx

(ZL‘T), — 6r~1na: X z

Ny

h

Es gilt (geometrischer Beweis) fiir = € [0, 7):

Also

Daraus folgt:

und daher

Weiters gilt:

Daher

(cosz)’

Wegen

_ sin(x0+%+%) —sin(azo+%
h
B 2 cos (xo + %) - sin (%)
n h
h sin (&
= COS <xo+—) : h(Q)
2 h
2
1 . T 1
—sinrcosr < — < — tanx
2 2 2
sin 1
cosr < — <
T cos T
lim sinz lim sin || .
x—0 z—0 |{L‘|

(sinz)" = cosx

. ™
COS X = s1n (Jf + 5)

folgt aus der Quotientenregel:

(tanx)

cosx - cosT —sinz - (—sinx)

cos?x
1 cos?z + sin®x 5
= | = 5 =1+tan"x
cos? x cos? x
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Analog erhalt man

1

— = —1—cot’x
sin” x

(cotz) = —

Arkusfunktionen: arcsin z ist die Umkehrfunktion von sin z. Also:
1

. ! .
(arcsinz)’ = cos(arcsin x)

Nun gilt fiir y = arcsinx € [—g, %}

cosy =1/l —sin’y =1 — a2

Also
1
(arcsinz) = ——
V1—a?
Analog zeigt man:
(arccos z)" = N (arctan )" = ! (arccot z)" = !
V1= 1+ T 1442
Hyperbelfunktionen: sinhz = £ (e” — e™")
Also ]
(sinhz)'|= 3 (" +e %) =

Analog zeigt man:

1
(coshz) =sinhz| |(tanhz) = — =1—tanh’x
cosh” x
und
1
(cothz) = —— =1 —coth’z
sinh® 2

Areafunktionen: arsinh(x) ist die Umkehrfunktion von sinh(z). Also

1
(arsinh )" = cosh(arsinh z)
Nun gilt fiir y = arsinh x
coshy = /1 4+ sinh?y = V1+ 22
Also .
(arsinh x)" = Ve

22




Analog zeigt man

1

(arcoshz) = —— firz > 1

2 —1

und

fir |z <1| und |(arcothz) = ——

5 fiir o] > 1

tanhz) = ——
(artanh x) o I

2.4 Minima und Maxima
Sei I C R ein Intervall und f: I — R.
Definition 2.2. Ein Punkt xo € I heifit ein lokales Maximum von f, wenn
f(zo) > f(x) fir alle x € I in einer Umgebung von x.
Ein Punkt xq € I heif$t ein lokales Minimum von f, wenn
f(zo) < f(x) fir alle z € I in einer Umgebung von x.

Unter einem lokalen Extremum versteht man ein lokales Minimum oder ein lokales Maxi-
mum.

Satz 2.6. Sei I C R ein Intervall und f: I — R. Sei xg ein innerer Punkt von I und f
ist in diesem Punkt differenzierbar. Dann gilt: Falls xq ein lokales Extremum ist, folgt

f/<.l’0) = O

Beweis. Beweis fiir den Fall, dass z( ein lokales Maximum ist. Fiir hinreichend kleine Werte
h > 0 gilt:
f(@o—h) < f(zo) und  f(zo) = f(zo + h).

Daher folgt:

f'(xo) = lim. flz h})l — ) o
und ,
f/<.l’0> _ hli%,gr f(l‘o - _)h_ f(xo) >0
Also: f'(zg) = 0. O
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2.5 Hohere Ableitungen

e 2. Ableitung: Ableitung der Ableitung

2 .

Schreibweise: f”(zq) = %(wo), f(to),

Interpretation: Kriimmung, Beschleunigung

3. Ableitung: " (x¢) = ds—f(xo)

dx3

n-te Ableitung: £ (z0) = %L (z)

T dxm

2.6 Taylor-Polynom, Taylor-Reihe

Sei I C R ein Intervall, xg € I sei ein innerer Punkt von I, und sei f: I — R eine reelle
Funktion, die im Punkt z( differenzierbar ist. Dann gilt

r(h)

f(x) = f(xo) + I (o) (x — o) +7(x — o) mit flllir(l] = 0.
Tlvsc)

Offensichtlich gilt:
Ti(xo) = f(xo) und Ti(zo) = f'(xo).
Das Polynom 7)(x) vom Grad 1 besitzt also an der Stelle zy den gleichen Funktionswert

und die gleiche Ableitung wie f(z).
Sei f 2-mal differenzierbar. Wir bestimmen nun jenes Polynom 7T5(z) vom Grad 2, also

TQ(J?) = ap + al(x — SL’Q) + CLQ(SL’ — .To)Q,
das zusétzlich an der Stelle xy auch die gleiche zweite Ableitung wie f(x) besitzt. Es gilt:
TQ(I‘O) = Qop, Té(l‘o) = aq, TQH(ZL'Q) = 2(12.

Also muss gelten:
ap = f(xo), a1 = f'(w), 2ay = f"(x0)

und wir erhalten

Ty(x) = flao) + (0) (o — 20) + T (0 — 2

Sei f 3-mal differenzierbar. Wir bestimmen nun jenes Polynom 7T3(z) vom Grad 3, also
T3<SL’) = ag + CL1<SL’ — .To) + CLQ(Jf — 1’0)2 + CL3(37 — 1’0)3,
das zusétzlich an der Stelle xg auch die gleiche dritte Ableitung wie f(z) besitzt. Es gilt:

Tg(l‘o) = Qop, Té(l‘o) = aq, Tél(l‘o) = 2&2, Téﬂ(l‘o) =2-3- as.
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Die Bedingungen an ag, a; und ay sind unverdndert. Zusétzlich muss gelten:
2-3- as = fI”(SL’Q)

und wir erhalten

f// (xo)
2

f,”<x(])
2-3

Ts(z) = f(zo) + f'(z0)(x — m0) + (z — z0)* + (z — 0)”.
Setzt man diese Uberlegungen fort, so erhilt man fiir jenes Polynom T, () vom Grad n, das
an der Stelle xg den gleichen Funktionswert und die gleichen Ableitungen bis zur Ordnung

n wie f(x) besitzt:

Tu(x) = f(zo) + f'(w0)(x — o) + f”éi!b“o) (x —20)” + f”’éfo) (z = x0)°
(4) o . (n) Zo . n () Zo .
+f 4(! )( —x9)" +- +f n(! )(:E—xo) = / Z(' )(x—xo),

wobei | die Faktorielle bezeichnet, also
00l=1 und k'=1-2-...-k fuirk>1.
T, (z) heiBt das n-te Taylor-Polynom.

Satz 2.7 (Taylor-Formel). Seien I C R ein Intervall, xo € I ein innerer Punkt von I und
f: 1 — R (n+ 1)-mal stetig differenzierbar in I. Dann gibt es zu jedem x € I eine Zahl
6 € (0,1), sodass:

"L O (2 O (g T — T )
R I = e (RO
) Tn‘(,x) ’ RT:E‘W)

Beweis. n = 0:
f(x) = f(zo) + f'(wo + 0(x — 20))(z — 70)

Wir betrachten
r—t

F(t) = [f(z) = f)] = [f () = [ ()]

Es gilt: F(zg) = F(xr) = 0. I ist eine stetige Funktion. Sie besitzt daher ein lokales
Extremum an einer Stelle £ = x¢+ 0(x — ) zwischen xy und x. F' ist in £ differenzierbar.
Daher

r — 2o

Nun gilt:




Also
1

r — Tg

—f'(€) +

Lf(z) = f(20)] =0

Daraus folgt:
f(@) = f(@o) = /(&) — zo).

Im allgemeinen Fall geht man dhnlich vor: Wir betrachten
~ fO(t) i (=™
_Z il (z—1) _(x_xonﬂ Z _ :c—:z:o
1=0 =0
Es gilt: F(z9) = F(x) = 0. F ist eine stetige Funktion. Sie besitzt daher ein lokales

Extremum an einer Stelle £ = o + 0(x — x¢) zwischen zy und x. F ist in & differenzierbar.
Daher

(&) =0
Nun gilt:
n (i+1) (4)
R L M e
n r—t)" "L FO (g
<<:_1)i~o)n+? [f EENE ‘W]
Es gilt
n (i+1) ) () ]
r0-Y [ e - e
10~ [ fe-0-r0] - |Gl - Bl - o)
D (¢ . fM(t _—
(n+1)
LG
Also
(n+1) nt )z — n ) (5,
e e [f<x>— = ><x—xo>]
Aus F'(£) = 0 folgt
FE (it Da—g) ")
g a2 [f<x>— > )<x—xo>]
und daraus sofort die Behauptung. O
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Der Ausdruck
JO ) (o + 0(x — x0))

(n+1)!
heiflt die Lagrangesche Form des Restgliedes.

(:L’ o xo)nJrl

Monotonie von Funktionen

Definition 2.3. Sei [ C R ein Intervall und f: I — R.

f heiffit monoton wachsend < Fir alle x,y € I mit x <y gilt: f(x) < f(y).
f heifit monoton fallend < Fir alle x,y € I mit x <y gilt: f(x) > f(y).
f heifst streng monoton wachsend <= Fir alle x,y € I mit x <y gilt: f(x) < f(y).
f heifst streng monoton fallend < Fir alle x,y € I mit x <y gilt: f(x) > f(y).

Satz 2.8. Sei f: (a,b) — R stetig differenzierbar. Dann gilt

o f ist genau dann monoton wachsend (fallend), wenn f'(x) > 0 (f'(z) < 0) fir alle
x € (a,b).

o Fulls f'(x) >0 (f'(x) <0) fir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton wachsend
(fallend).

Beweis. Angenommen f ist monoton wachsend. Dann gilt fiir A > 0:

f(+h) = f(z).

Also )
o) — i L@ 1) = @)

h—0 h

> 0.

Angenommen, f'(x) > 0. Fiir x < y folgt dann:

J)=fo) + @40y o) y—2)>0

Also ist f monoton wachsend. Falls f'(x) > 0, folgt mit dem selben Argument, dass f
streng monoton wachsend ist. O

Lokale Extrema

Satz 2.9. Sei I C R ein Intervall, f: I — R sei 2 mal stetig differenzierbar. Sei xy ein
innerer Punkt von I mit

(o) =0 wund f"(xy) > 0(<0).

Dann ist xg ein lokales Minimum (Maximum,).
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Beweis. Da f" stetig ist und f”(zq) > 0, gibt es ein Intervall um zg, in dem f” positiv ist.
Sei x ein Punkt aus dieser Umgebung von zy. Dann gilt:

f(z) = f(xo) + f'(x0)(x — o) + J" (2o + Z'(x — )
S—— !

=0 ZVO

(z — 20)* = f(x0).

J/

Approximation einer Funktion durch Taylor-Polynome

Mit Hilfe von Taylor-Polynomen lassen sich (komplizierte) Funktionen durch einfache po-
lynomiale Funktionen approximieren.

e Beispiel: Das Taylor-Polynom 7T5(z) von f(x) = sinz an der Stelle zp = 0 und
Restgliedabschitzung.

—sin0
X =X
2!

Ty(z) =sin0+ cos0 -z +

Also
sinx =z + Ry(x)

mit dem Restglied

cos(0x)
Ry(z) = — a3 23
Abschatzung des Restgliedes:
1
Bafa)] < 3 - Jof?

e Beispiel: Das Taylor-Polynom T3(z) von f(z) = cosz an der Stelle zp = 0 und
Restgliedabschitzung.

—cosO0 4  sin0 x

T3(x) = cos0 —sin0 -z + ot 30 5

Also
22
cost =1— 5 + Rs3(z)

mit dem Restglied

cos(0x)
R3(z) = o 't
Abschatzung des Restgliedes:
1
< — .zt
Rs(a)] < oz -
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e Beispiel: Das Taylor-Polynom T;(z) von f(z) = y/z an der Stelle zp = 1 und Rest-

gliedabschéatzung.
1 1\1 _s 1 1
/ _ -1 1 (Y- - _ =
f(‘L)72‘L 27 f (L) ( 2) 2‘L 2 41,\/5
Also 1 1
Vi=1l+-(z—1)——=(x -1 mité=1+0(z—1)
2 8EVE
—_———
Ty(x) Ry(z)

Abschatzung des Restgliedes:

Ry (2)] < s(z—1)? fir z > 1
= 81,1\/5(1' —1)? fir z <1

Taylor-Reihen

Die Folge der Taylor-Polynome nennt man Taylor-Reihe. Schreibweise:

"0 (2 | 0 (2 |
() £

=0

Falls lim,, o, R,,(x) = 0, dann folgt

nof@) (g ,
f(z) = lim T,(x) = nh—{EOZ /o 0)(33 — Zp)".
i=0
Schreibweise fiir den Grenzwert:

@) , . F@) ,
nlggoz f Z<'x0> (.T o SL’Q)Z _ Z f (x(]) (.T o x0>l-
i=0 ' i=0

In diesem Sinne:

l

< £ (7 |
f@) =3 T o o)

e Beispiel: Die Taylor-Reihe fiir f(x) = €* an der Stelle 2y = 0 und Untersuchung des
Restgliedes fiir n — oo.

() = e
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Taylor-Reihe:

=1 1, 1.,
Zax:1+x+—x + —z°+ ...
i=0

2! 3!
Restglied:
0-x

R, (x) = (n€+ 1)!:6"” — 0 fiir n — oo.

folgt leicht aus der Ungleichung:
n!>n:

Also:

T __ = 1 i 1 2 1 3

e —Z;ﬂ:c —1+x+§x +§:c + ...

Beispiel: Die Taylor-Reihe fiir sin z und cosz an der Stelle 2y = 0 und Untersuchung
des Restgliedes fiir n — oo.

sin x fir i =4y
. () CoS T firie =45 +1
sin'®(z) = . -
—sinz  firi=45+2
—cosx fliri=4j+3
Taylor-Reihe:
Log, 15 7 _00(1)2 2i+1
TR TR Tat T T @it
1=0
Restglied:
in™ (g -
R, (z) = wx"” — 0 firn — oo.
(n+1)!
Also

N Gt ) KT 7S R (N R g

Analog zeigt man:

(23)! 2! 47 6l
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e Beispiel: Die Taylor-Reihe fiir f(z) = 1= an der Stelle 2o = 0 und Untersuchung des
Restgliedes fiir n — oc.

Fiir i > 1 gilt:

Taylor-Reihe:

@.

if(j_ iﬁi i.ﬂ l+ax+224+2°+.

i=0 ’ i=0 i=0

Es gilt (endliche geometrische Reihe) fiir « # 1:
1— !
Z v 11—z

und daher

R,(x) = — = . -— 0 falls |z| < 1.

11—z 1—

Also gilt fiir |z| < 1 (geometrische Reihe):

1 = f
= E =14+ +22+24+ ...
—x
i=0

e Beispiel: Die Taylor-Reihe fiir f(z) = In(1 + z) an der Stelle 2y = 0.
Fiir ¢ > 1 gilt: ‘ ‘ '
f2) = (1) i = DA +2) "
Taylor-Reihe:

Oof(z) 00 11_1_00

1 1 1
:x—§x2+§x3—zx4+...

Fiir z € (—1, 1] lasst sich zeigen, dass das Restglied gegen 0 konvergiert.
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Kapitel 3

Integralrechnung in R

3.1 Stammfunktion

Definition 3.1. Sei I C R ein Intervall und seien f: I — R und F: I — R reelle Funk-
tionen. F heifft Stammfunktion (unbestimmtes Integral) von f <= F st differenzierbar
und F' = f.

e Falls F' eine Stammfunktion von f ist, dann ist F' + C' mit einer Konstanten C' € R
ebenfalls eine Stammfunktion und es gibt keine weiteren Stammfunktionen. C' nennt
man Integrationskonstante.

e Schreibweise: [ f(z) dz = F(z)+ C.

(/s dx)' — ().

Falls f differenzierbar ist, gilt offensichtlich, dass f Stammfunktion von f’ ist:

e Mit dieser Schreibweise gilt:

/f’(x) de = f(z)+ C.

3.2 Stammfunktionen spezieller Funktionen

e Potenzfunktionen: es gilt (") = r-2"~!, also (%T)/ = 2"~ ! fiir r # 0. Mit der Setzung
a = r — 1 erhalten wir also fiir o # —1:

xa—i—l
/:C“d:c: +C
a+1

Spezialfall « = 0: [1 dez =2+ C.
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Spezialfall « = —1: es gilt (In|z])’ = 1. Also:

1
/—dx:ln|x|+0
x

a®

e Exponentialfunktionen: es gilt (a®) = Ina - a®, also (—)/ = a”. Fiir a # 1 erhalten

Ina
wir also:
a{L’
/ a® dx = +C

Ina

Spezialfall: a = e: [e* dv ="+ C.

e Logarithmusfunktionen: es gilt (z - In|z| — z)" = In|z|. Also

/ln|x| de =z -Injz| —z+C

lo x .
Wegen e l#l = |z| = gl8al*l = (elne) Balel — elnaiog, Jo| folgt: log, = £ und daher:

1
/loga\x| de = —(z-In|z| —2)+ C
Ina

e Winkelfunktionen: Es gilt (sinz) = cosz und (cosx) = —sinz, also (—cosx)
sinz. Daher:

/sin:c dr = —cosx +C| und /cosa: dr =sinx +C

1
cos T

Es gilt: (In|cosz|) = - (—sinz) = —tanx. Also

/tanx dx = —1In|cosx| + C

Analog folgt:

/cotx dr =In|sinz| + C

Es gilt: (tanz)' = —4— und (cot z)’ = —=—%—. Also

cos? x sin?

1 1
/ dr =tanz 4+ C| und / dr = —cotx +C

cos? x sin® x
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e Hyperbelfunktionen: Analog zu den Winkelfunktionen erhélt man:

und

und

/sinhx dr = coshx +C

und

/tanh:c dx =1In|coshz| + C

1
/m dx:tanthrC

und

und

/COShZE dr =sinhx + C

/coth:c dxr = In|sinhz| + C

1
/7dx:—cothx+0

sinh? z

e Aus den Differentiationsregeln fiir die Arkusfunktionen folgt sofort:

=

dr = arcsinz + Cy = —arccosx + Cy  fir |z| < 1

mit CQ = Cl +g und

1+ 22

1
/ dx = arctanz + C; = — arccot z + Cy

e Aus den Differentiationsregeln fiir die Areafunktionen folgt sofort:

und

und

und

V1+ 22

1
/ dx:arsinhx+C’:1n(:E+\/x2+1>+C’

2

1
/71 dx:arcoshx+C:1n(a:+\/:c2—1)—|—C firx > 1
T

1 — a2

1
/ dr = artanhz + C =

1 1
ln( +£)+C fur |z| <1
2 T

1 —

2 —1

1

1 1
/ d:C:—zaurcoth:v—i—C:—5111(‘76+ )—l—C fiir [z > 1
x

—1
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3.3 Integrationsregeln

Satz 3.1. Sei I C R ein Intervall.

1. Seien f: I — R und g: I — R reelle Funktionen mit Stammfunktionen F und G.
Dann ist F + G eine Stammfunktion von f + g:

[+ @) o= [ ) drt [ o) da
2. Sei c € R. Dann ist ¢c- F' eine Stammfunktion von c- f:

/ - f(2)] do =ec- / [ (@) da.

Beweis.
(F+G)'(z) = F'(z) + G'(z) = f(x) + g(x).
(¢ F)(z)=c-F(z) =c- f(x).
O

Satz 3.2 (Partielle Integration). Seien f: I — R und g: I — R differenzierbare reelle
Funktionen und ¢ = f - ¢’ besitze eine Stammfunktion ®. Dann ist f - g — ® eine Stamm-
funktion von f’-g:

/f’(sc) -g(x) dv = f(z) - g(z) —/f(a:) g (z) da.
Beweis.

(f-9—®)(z) = f(x) g(x) + f(z) - g'(x) — ¥ ()

Satz 3.3 (Substitutionsregel). Seien I,J C R Intervalle. Seien f: J — R eine reelle
Funktion mit Stammfunktion F, g: I — R eine differenzierbare Funktion mit g(I) C J.
Dann ist F o g eine Stammfunktion von (fogq)-g'.

L/ﬂ@dxsz@®%d@wﬁ7Mtx=g®
Beweis. Mit der Kettenregel gilt:

(Fog)(t)=F'(g(t))-g'(t) = f(g(t)) - g'(1).
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3.4 Beispiele

e Beispiel: Stammfunktionen von z - e*

Partielle Integration:

/x-egﬁdx:/(ex)'-xdx:x-egﬁ—/exdx:x-ex—egﬁJrC

e Beispiel: Stammfunktionen von sin® z

Partielle Integration:
/sin2:€ dr = /(— cosz) -sinx dv = —cosz -sinx — /(—cosx) cosz dx
= —cosz-sinx + /COSQZL‘ dz
= —cosx-sinx + /(1 —sin*z) dx
= —cosz-sinx +x — /sian dz

Also
) - .
2/sm rdr=x —sinx-cosx

und somit .
/SiHQZC dx = i(x —sinz - cosx) + C

e Beispiel: Stammfunktionen von /1 — x2

Substitutionsregel:

/\/1—3:2 dr fir |z| <1

Mit z =sint = g(¢) fiir t € [-3, Z] folgt:

1
/\/1—582 dxz/\/l—sithcost dt:/COSQt dtzi(t+sint-cost)+0
1
:§<arcsinx+x-\/1—x2)+0
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e Beispiel: Stammfunktionen von 2 + 1
Substitutionsregel: Mit x = sinht = g(t) fiir ¢ € R folgt:

1
/Mdm:/\/ﬁcosht dt:/costh dt:ﬁ(t+Sinht-Cosht)+C
1
=3 (arsinhw+ X - m) +C

e Beispiel: Stammfunktionen von V2 + x + 1.

Substitutionsregel:

/\/$2+I+1dIL'

Es gilt:

+z+1 P I . 2+3 EY I 2+1
Xz xr = X X — - = €x — - = — — N

44 2) 4 4[\v3 VB
Also

V3 2 1
\/x2+x+1dx:—/\/ az+b0)?+1dr mit a=— und b= —
/ 2 ( ) V3 V3

Es gilt allgemein: Falls F' eine Stammfunktion von f ist, dann gilt:

/ flax +b) F(ax +b)
Beweis. Substitutionsregel mit t = a z 4+ b oder durch direkte Uberpriifung. O
Daher folgt:
3 v3 1
/\/x2+x+1 dx = g : g '3 <arsinh(ax+b)+(ax+b)- (ax+b)2+1> +C
1/3 2 1 2 1
= — (| = - arsinh T + T N2+ +1)+C
~2\4 V3 2
e Beispiel: Stammfunktionen von £28L
sinz”

Mit der Substitution

y=sinz =g(z) und ¢'(z)=cosx
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folgt

[t a- | 9/((9“”) o= [ flata) (@) do= [ f0) v tir s) =3

sin g(x)

Also

/COSZE dz =Inly|+C =In|sinz| +C

sinx
Spezialfall der allgemeinen Formel
g'(x)

/m dr =1In|g(x)| + C

3.4.1 Stammfunktionen von rationalen Funktionen:
Partialbruchzerlegung:

Sei f eine rationale Funktion, also
f(x) = == mit Polynomen p(x), q(zx).

Polynomdivision:
p(z) = s(z) - q(x) + r(x) mit Polynomen r(z), s(z), degr(x) < degq(x)

Faktorisierung von ¢(z):

q(a:) = c(:L’ — xl)rl . (:L’ _ x2)r2 .o (:U _ xm)Tm
(@4 @) (@ par ) (2 e+ )
mit r;, s, € N und z;,p;,¢; € R, p? < 4g;.
Ansatz:
r(z) . aj L& bijx + cij
f(z) =s(x) + —= =s(z) + — 4 : L
9(z) ; ; (@ — i) ; = (@ +pir+ )
Die Zahlen a;;, b;; und ¢;; lassen sich durch Koeffizientenvergleich bestimmen.
3
e Beispiel: Partialbruchzerlegung von f(x) = iQ + %
Polynomdivision
2
P 42=a2-(2* —1)+2+2 also f(z) =2+ I2+ .
x4 —
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Faktorisierung
?—1=(x+1)-(x—1)

Partialbruchzerlegung:
T+ 2 aq as
2 - +
-1 x4+1 x-1

Multiplikation mit z? — 1:

r4+2=a-(r—1)+ay-(x+1)=(a;+az) -z —a;+ as

Koeffizientenvergleich
1 3
ap+a=1 und —a;+a=2 — al:_§’ a2:§
Daher | | |
f(x):x_é'x+1+§‘x—1
Beispiel: Partialbruchzerlegung von f(x) = m
Partialbruchzerlegung:
1 ap  ay br+c

2241 z 22 2241
Multiplikation mit z?(z* + 1):

l=a; -2(@*+ 1) +ag- (2* + 1)+ (bx +c) - 2*
= (a1 +b)-2° 4+ (ag +¢) - 2> +a; - v + as.

Koeffizientenvergleich:
a=1, a1 =0, c=—-ay=-1, b=—a; =0.

Daher
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Integration:

" T 1
b;; _d i - d
+ZZ{ j/($2+pi$+%)J x+cj/($2+l9i$+qz‘)] ’

i=1 j=1
[ ]
1 . In|z — xz; firj =1
[b e fuapra it
($ —I’Z‘)] _.EW fur ] > 1
[ ]
T 1 2x + p; Di 1
(@2 +pr+q) 2 @P+pr+q) 2 (@+pz+q)
[ ]
2 + p; g'(x) In |g(z)| fir j =1
5 - dr = [ —= dx = L o
(.’L‘ + pir + QZ)J g(ZI;)] T i—1g@)iT fiir 7> 1
mit g(z) = 2° + pix + ¢;. Also
/ 22 4 p; d In|z® + px + il fir j =1
y x = .o .
(.T2 + pir + qz)] —ﬁm fiir 7> 1
[ ]
\ 2 2
:L’z—l—pi:c—l—qi:(:c—l—%) +d? mit d; = ql-—%
Also
1 B 1 1 1
2 A o ) 2 -2 \ 2
P G AR ()
Daher
1 1 1
/ - dr = —= / - dx
(22 + pix + ¢;)) d;’ ) 1\ 2 !
Mit )
t:d_i$+2pc;,~ alsox:di-t—%:g(t)

folgt mit der Substitutionsregel

1 1 1 1 d;
/ 2 = 2"/ = 2“/ 2 ‘
(22 + piz + ;)7 d:’ {( o )2—1—1}] 4> (t2 + 1)



Spezialfall j = 1:

1
/t2+1 dt = arctant + C

Fiir j > 1 gilt:

1 t 22
dt = (=) | ——— dt
/(t2+1)] (t2~|»1)1 ( ])/(t2+1)]+1
t 12

- 49—
iy

t [ tPF1-1
S (2 + 1) +2‘7/ (2 + 1)1 dt

—Lm‘/#dt 2‘/;&
B CCES A A (ERE)Y T ] @i

Also
t 1

. 1 .
4 | G = g O [

Somit

g/ L g= ! +2j_1/ L
(12 4+ 1)3+0 7 2512 +1)7 25 (t* 4 1)/
Jj— 73— 1:Fir j > 2 gilt:

1 B t 2j — 3 1
| e -0 ) meoe

Spezialfall j = 2;

/ ! dt ! + ! / ! dt ! + ! tant 4+ C
———— dt= ———~ + - | 5—— dt = ——— + - arctan
(12 +1)2 22 +1) 2) 241 2(t2+1) 2
3
e Beispiel: Stammfunktionen von f(z) = §2 i_?

Partialbruchzerlegung:

f()_x3+2_ 1 1 . 1
Ve e T Ty r—1
Stammfunktion
341 1 1 3 1
T dr = | © dx — — - do + — - dx
2 —1 2 r+1 2 r—1
72

1 3
:?—5111\:L'+1\—0—§ln|w—1|+0
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e Beispiel: Stammfunktionen von f(x) = 1

v (2® + 1)
Partialbruchzerlegung
1 1 1
1) x2(z? + 1) T2 2241
Stammfunktion
1 1 1
 de= | = e dr
/12(12+1> x /[L’Z x /ZL2+1 X
1

= —— —arctanxz + C
"

Stammfunktion von Funktionen der Form f(z) = r(sinz, cosx)

Substitution
x =2 arctant = g(t)
Es gilt:
gt) = 2 sin:z::i cossL’zl_t2
2 +1 1+t% 1+t
Also

2t 1-—1¢2 2
dr = . dt
/f<x) ‘ /T(1+t2’1+t2) ?+1

Ist 7(u, v) eine rationale Funktion in « und in v, dann ist nach der Substitution der Inte-
grand eine rationale Funktion in ¢.

e Beispiel: Stammfunktionen von 1
sin

1 1+t 2 1
dr = | —— ——dt= [ —dt =In|t| +C =1r
/sin:L' ‘ / 2t 2 +1 /t nlel+ "

X
" —‘ C
a112 +

3.5 Das Riemann-Integral
Sei f: [a,b] — R eine reelle Funktion. Wir zerlegen das Intervall in n Teilintervalle
a=rg< 11 <...<Tp_1 <xy,=0>0
o Zerlegung Z = {xg,x1,...,2,}.
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e Linge des Teilintervalls [zy_1, x1]: Axp = xp — 21 1.
e Feinheit der Zerlegung h = max{Azy: k =1,2,...,n}.
e Zwischenpunkte: £ = (£1,&,...,&,) mit & € [1x_1, 2.

Riemann-Summe

S(,2,6) =Y [ (&) - Aux
k=1

Definition 3.2. Fine Funktion f: [a,b] — R heifit genau dann Riemann-integrierbar (kurz
R-integrierbar), wenn der Grenzwert

n b
i S(7.2:6) = fiy 3 1(60) A~ / f(@) do

existiert. Wir definieren zusdtzlich

/baf(a:) dz = —/abf(:c) dz.

Man nennt fab f(z)dx ein bestimmtes Integral. Alternative Schreibweise fiir a < b:

b
/ f(x) dz = f(x) du.
a [a,b]

Es gilt (ohne Beweis):
Satz 3.4. Wenn f: [a,b] — R stetig ist, dann ist f R-integrierbar.

Das so genannte Lebesguesche Integrabilitdtskriterium gibt genaue Auskunft, unter
welchen Bedingungen eine Funktion R-integrierbar ist. Dazu benétigen wir zunéchst die
folgenden Begriffe:

Definition 3.3. 1. Eine Menge N C R heifit eine (Lebesgue-)Nullmenge, falls es zu
jedem € > 0 Intervalle I,, n € N gibt mit

N C GI" und i|_fn| <e.
n=1 n=1

|I,,| bezeichnet die Linge des Intervalls I, .

2. FEine Funktion f: [a,b] — R heifit genau dann fast diberall stetig auf [a,b], wenn f
auf [a,b] \ N stetig ist, wobei N eine Nullmenge ist.

Das Lebesguesche Integrabilitdtskriterium lautet nun (ohne Beweis):

43



Satz 3.5. f: [a,b] — R ist genau dann R-integrierbar ist, wenn f beschrinkt ist und wenn
[ auf [a,b] fast iberall stetig ist.

Es gelten folgende wichtigen Aussagen fiir das bestimmte Integral:
Satz 3.6. Seien [: [a,b] = R und g: [a,b] — R R-integrierbar und ¢ € R. Dann gilt:

1. f+g undc- f sind R-integrierbar mit

[ o) = [ s@ ars [ o ar
[e s ar=c [ 1) @

2. Fir alle ¢ € (a,b) sind f’[a g und f’[c . R-integrierbar und es gilt:

/:f@:) d:c+/cbf(a:) d:c:/abf(:c) da

3. Falls f(x) < g(x) fir alle x € |a,b], dann

/abf@) dz < /abg(x) dz.

4. |f| ist R-integrierbar und es gilt

b
0) ds| < [ 17@)] do < 6= ) supf|f()]: o a8

5. 12, g> und f - g sind R-integrierbar und es gilt (Cauchy-Schwarz-Ungleichung):

< \/ [ repar \/ [ ot a

Beweis. Die Existenz der Integrale folgt fiir stetige Funktionen aus dem obigen Satz, im
allgemeinen Fall mit Hilfe des Lebesgueschen Integrabilitatskriteriums. Die behaupteten
Identitéiten oder Ungleichungen zeigt man zuerst fiir Riemann-Summen und fithrt anschlie-
Bend den Grenzwertiibergang durch, z.B.:

x) dx

n

> (&) + 9(&)] Axk—ngk A:cwzgfk )+ Ay,

: —>/f d:c+/()d
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3.6 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz 3.7. Seien a,b € R mit a < b. Dann gilt:
1. Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist F': [a,b] — R mit

differenzierbar und es gilt F' = f:

(lxﬂﬂd0,=f@)

F ist also eine Stammfunktion.

2. Sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt:

b
/ N@dw=ﬂ®—fw)

Beweis. Zu 1.: Fiir zg, z € [a,b] mit z > x( gilt:

F(;_fo(fo_x_xo [/f dt—/ f(t dt]

:x_xo U 7(0) dt+/x0 ) dt—/amof(t) dt} =x_1x0 /;f@) dt

Also
5ﬁ%§£@Q—fww:xjx0qu@-f@@mﬁ
und daher
ﬂ%%gﬁLﬁﬁﬁSwmvw—ﬂwwtﬂmﬂyﬁomrx%%_

Der Beweis fiir < z( verlauft vollig analog.
Zu 2.: Sowohl f(z) also auch [ f'(t)dt sind Stammfunktionen von f'(x). Also gibt es
eine Konstante C' mit

= /m f(t)dt + C.
Fiir x = a folgt daher: f(a) = C, also :
+ / ) f(t)dt
Daraus erhélt man die Behauptung fiir x = b. O
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Ahnlich wie den zweiten Teil des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
zeigt man die folgenden beiden Sitze:

Satz 3.8 (Partielle Integration). Seien f: I — R und g: I — R stetig differenzierbare
reelle Funktionen. Dann gilt

[ @ gte) o= f0)-90) ~ @) 9(0) - [ @) 5'(0) do

Beweis. Aus dem entsprechenden Satz fiir unbestimmte Integrale (Stammfunktionen) und
dem Hauptsatz folgt sofort, dass es eine Konstante C' gibt, sodass:

/; F1(t) - gt) dt = / F(6)- g (t) dt +C.

Fiir z = a folgt: 0 = f(a) - g(a) + C, also

/x f'(t)-g(t) dt = f(z) - g(z) = f(a) - ga) — /x f(t) - g'(t) dt

Daraus erhélt man die Behauptung fiir x = b. O

Satz 3.9 (Substitutionsregel). Seien f: [c,d] — R eine stetige Funktion, g: [a,b] — R
eine stetig differenzierbare Funktion mit g([a,b]) C [e¢,d]. Dann gilt:

g(b) b
z) dr = "(t) d
[ / Fla(t) - g'(t) dt

Beweis. Aus dem entsprechenden Satz fiir unbestimmte Integrale (Stammfunktionen) und
dem Hauptsatz folgt sofort, dass es eine Konstante C' gibt, sodass:

9(y)
f(x dx—/f t) dt + C fiir alle y € [a, b].

/ " ) di =

Fiir y = a folgt:

also
g(y
/ ) dx — / f(z) de = / f(g
9(y
= f(z) dx
9(a)
Daraus erhélt man die Behauptung fiir y = b. O
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3.7 Uneigentliche Integrale

Integrale unbeschriankter Funktionen auf beschrankten Intervallen und Integrale auf unbe-
schrankten Intervallen als Grenzwerte von Riemann-Integralen.

e Beispiel: Das Riemann-Integral der unbeschrénkten Funktion
L firt#0
f() = Vi i
0 firt=0

auf dem Intervall [—1, 1] existiert nicht. Das uneigentliche Integral

1 T 1
f(t) dt = lim / f(t) dt + lim / f(t) dt.
1 z—0— 1 z—0+ z
existiert fiir die obige Funktion: f(¢) besitzt die Stammfunktion F'(¢) mit

P(t) = {—2\/ﬂ fiir £ < 0,

+24/1t| fir ¢ > 0.

Fiir x < 0 gilt:

/ F@) dt = —2/[a] 42— 2 fiir 7 — 0.

-1
Fir z > 0 gilt:

1
/ ft) dt =2 —2+/|x| = 2
Also

/_llf(t) it — 4.

e Warnbeispiel: Fiir die Funktion

auf dem Intervall [—1, 1] gilt fiir £ > 0:

—€ 1
/ f(t)dt—i—/f(t)dtzln\e\—lnl—i-lnl—ln\e\:()
-1 €

Dabher existiert natiirlich auch der Grenzwert fiir € — 0:

lim Ujf(t) dt+/:f(t) dt} — 0.

47



Diesen Grenzwert nennt man den Cauchyschen Hauptwert. Das uneigentliche Integral
existiert nicht, da die einzelnen Grenzwerte nicht in R existieren:

e 1
/ f(t) dt - —o0 fire—0 und / f(t) dt = +oo fiir e — 0.
1 €

e Beispiel:

/ et dt = lim e tdt = lim [—e’m + 1] dt = 1.
0 T—00

0 T—00

e Warnbeispiel

2km

. . . 2km
lim sinz de = lim [—cosz]| =-1+1=0.
keN, k—oo ) kEN, k—ro0 0

Trotzdem existiert das uneigentliche Integral fooo sinzx dx nicht!
2km+m

. . . 2km+4m
lim sinz de = lim [—cosx] =0+1=1.
keN, k—oo [, kEN, k—oo 0

Alle Rechenregeln gelten auch fiir uneigentliche Integrale, vorausgesetzt alle auftretenden
uneigentlichen Integrale existieren.

e Beispiel Gamma-Funktion: Fir z € R\ {0, -1, -2,...}:

/ et dt.
0
Es gilt (siche Ubung):

/ the”t dt = —t"e| ) +n / " e " dt
0 0

——

=0

()

Also: I'(n+ 1) = n - I'(n). Daraus folgt: I'(n + 1) = n!l. (Beachte I'(1) = 1.)

e Substitutionsregel:

/ L 3() gy = 2 / ) gy
—oo OV 2T oV2m Ju
2 *1 1 > 1 1
= a\/i/ —t 2t dt = —/ t72e7 dt = —T —) =1,
oV 2w 0o 2 VT Jo 2

N

™

(3 (%)2 =t, dh: z = p+ 0v2t ) weil man zeigen kann: I' () = /7.
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Kapitel 4

Differentialgleichungen in R

4.1 Grundbegriffe

e Ordnung einer Differentialgleichung: Ordnung der héchsten Ableitung der gesuchten

Funktion

e explizite Differentialgleichungen
1. Ordnung  3/'(z) = f(z,y(x))
2. Ordnung
n-ter Ordnung
implizite Differentialgleichungen
1. Ordnung  F(x,y(z),y' (z)) =
2. Ordnung  F(z,y(z),y' (x),y"(z)) =0
n-ter Ordnung  F(z,y(z),...,y" V(x),y™(z)) =0
e lineare Differentialgleichungen
L. Ordnung - ay(2)y'(x) + ao(x)y(x) = f(2)
2. Ordnung  ax(2)y”"(x) + a1 (2)y'(2) + ao(2)y(x) = f(2)
n-ter Ordnung  a,(z)y™ (x) + ... + a1 (2)y' () + ao(2)y(x) = f(x)
lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
1. Ordnung  a1y'(z) + apy(x) = f(z)
2. Ordnung  azy”(2) + a1y/(x) + aoy(z) = f(2)
n-ter Ordnung  a,y™(z) + ... + a1/ (z) + agy(x) = f(z)
homogene lineare Differentialgleichungen: f(z) = 0.

an(2)y™ (2) + ... + ar(2)y'(2) + ao(a)y(z) = 0
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o Kurzschreibweise: F(z,y,...,y" D, y™) =0

4.2 Einfache Beispiele

1.
y'(z) = f(z)
Losungen
) = [ fa) da
2.
y'(z) = f(z)
Losungen
y(x) = /F(az) der mit F(x)= /f(:z:) dx
3.
y'(x) =y(x)
Losungen
y(z) =C-e"
4.
y'(x) = y(z)
Losungen
y(x)=Cy-e"+Cy- e =Cf -sinhx + Ch - coshx
5.
y'(x) = —y(x)
Losungen

y(x) =Cy -sinx + Cy - cosx

4.3 Separable Differentialgleichungen

Differentialgleichung:
y'(x) = fz) - g(y(x))
Kurzschreibweise
v =) 9
Trennung der Variablen: /
VO~ fa)




Durch Integration erhélt man:

/ﬁ dz:/f(:c) dr mit z=y(x)

e Beispiel: Losungen der Differentialgleichung
y(z) + 2 y(2)* =0

Trennung der Variablen

/
Y (w)z .,
y(z)
Integration:
L lpio a o) =2
= —x also x) =
y(z) ’ x? 4

4.4 Differentialgleichungen 1. Ordnung mit rechter
Seite der Form f (%)

Differentialgleichung:

Ansatz y(x) =z - v(z):

Also

Anschlieend Trennung der Variablen

e Beispiel: Losungen der Differentialgleichung = - y/(x) = 2y(z) + =.

2
r-y(r) =2y(x)+x also y(x)= ye) + =142 y(z)
x x
Ansatz: y(x) = x - v(x):
!
, - V') 1
x-v'(x)+v(x) =2v(x)+1 also @+l z

Integration:
Injv(z)+ 1] =In|z|+C also v(z)=C"-z-1

Losung: y(z) = C' - 2? — x.
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4.5 Lineare Differentialgleichungen

Allgemeine Eigenschaften linearer Differentialgleichungen:

Satz 4.1. 1. (Superpositionsprinzip) Wenn yi(x) und ys(x) Léisungen der homogenen
Differentialgleichung (4.2) sind, dann ist auch ¢y - y1(x) + ¢2 - yo(x) eine Losung der
homogenen Differentialgleichung (4.2).

2. Wenn y,(x) eine Lisung der inhomogenen Differentialgleichung (4.1) und ypom(x)
eine Lisung der homogenen Differentialgleichung (4.2) sind, dann ist y,(x) + Ynom ()
eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (4.1).

3. Wenn yi(x) und yo(x) Lisungen der inhomogenen Differentialgleichung (4.1) sind,
dann ist yo(x) — y1(x) eine Losung der homogenen Differentialgleichung (4.2).

4. Jede Lisung yin(x) der inhomogenen Differentialgleichung lisst sich als Summe ei-
ner partikuldren Losung y,(x) der inhomogenen Differentialgleichung (4.1) und einer
Lésung yYpom(x) der homogonen Differentialgleichung (4.2) darstellen.

4.5.1 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

In expliziter Form:

y'(z) + a(z)y(x) = f(z)
e Homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

y(z)+a-y(x)=0

Setzt man den Ansatz y(z) = e** in die Differentialgleichung ein, erhiilt man die

Bedingung A = —a und daher die Losung:

y@)=ce

e Homogene Differentialgleichung mit variablen Koeffizienten: separable Differential-
gleichung

y/(2) = —alx) - y(z) also

Integration

nlyt) = [a) de € also [y(a) = 70

e Bestimmung einer partikuldren Losung der inhomogenen Differentialgleichung durch
Ansatz: Fiir spezielle Funktionen f(z), wie z.B. f(z) = p(z) - ¢(x) mit p(z) = 2™ und
q(z) € {e** sin(fx),cos(fx)} und Linearkombinationen solcher Funktionen, ldsst
sich oft eine partikulidre Losung der selben Form finden:
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— Beispiel: Berechnung einer partikuldren Losung der Differentialgleichung
y'(x) —ylx) =e

durch einen geeigneten Ansatz und Berechnung der allgemeinen Losung der
Differentialgleichung.

Mit dem Ansatz
h(a) =1 -

erhélt man die Bedingungen

1

—2c1—c =1 also yp(;y) = _g 6*233

Allgemeine Losung:
1
y(x) = -3 e % 4 e
Warnung: Ansatz funktioniert nicht fiir die rechte Seite f(z) = e*.

e Variation der Konstanten: Allgemeine Strategie, um eine partikuldre Losung zu fin-
den.

Ansatz:
y(a) = cz) - e ol @
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhélt man:
d(z) e Jo@ dr o o(g) . emJol@) (o)) 4 a(x) - e(x) e T = f(g)

J/

—0
Also
() = fla) - e )
und daher
c(r) = /f(x) el al@) de gy
Losung:

y(a:) = (/ f(gj) . ef“(x) dx dSC) . e*fa(m) dz

— Beispiel: Berechnung einer partikuldren Losung der Differentialgleichung

Y(@) = y(a) = 7

durch Variation der Konstanten und Berechnung der allgemeinen Losung der
Differentialgleichung.
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also

4.5.2 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung
e Homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten:
y'(z)+a-y(z) +b-y(x) =0

Exponentialansatz:
Az

yla) =e
Durch Einsetzen in die Differentialgleichungen erhilt man die Bedingung:
NM+a-A+b=0
Drei Fille:

— (4.3) besitzt zwei verschiedene reelle Nullstellen A; und A:

a a? a a?
)\1——§+\/Z—b und )\2——5— Z—b

Dann erhélt man die Losungen

_6)\190 Ao x

y(r) =1 +cy-e

— (4.3) besitzt genau eine reelle Nullstelle A (mit Vielfachheit 2):

a2

T —b=0 und )\:—g

Dann erhélt man die Losungen

Az

y(x) =(c1+co-x) €
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Beweis. Fiir y(z) = z - e** folgt
Y (r) = (L+Az)e*™ und y"(z) = (2X 4+ N2)et”
und daher

y'(@)+a-y(@)+b-yx) =22+ Nz +a-(1+Az)+b-z]e”
=[2A+a+ (N +a-A+bz] e’ =0

— (4.3) besitzt keine reellen Nullstellen. Dann erhélt man die Losungen

y(x) = e - (c1 - cos(fx) + cq - sin(fx))

2
a:—g und (= b—az

e Inhomogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten:
y'(@) +a-y'(x) +b-y(z) = f(z)

Wie im Fall linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung lésst sich oft fiir spezielle
Funktionen f(z), wie z.B. f(z) = p(z)-q(z) mit p(x) = 2" und ¢(z) € {e**,sin(S x),
cos(f x)} und Linearkombinationen solcher Funktionen, eine partikulire Losung der
selben Form finden.

— Beispiel: Berechnung einer partikulédren Losung der Differentialgleichung

y'(x) =y (x) - 2y(2) = 42"

durch einen geeigneten Ansatz und Berechnung der allgemeinen Losung der
Differentialgleichung.

2

Durch Einsetzen erhélt man die Bedingung:
209 — 2097 — a1 — 2a91% — 2417 — 2ay = 42>
Koeffizientenvergleich:
—2a0 =4, —2a9 —2a7 =0, 2ay—a; —2a9=0.
Daraus erhélt man:

ay=-2, ay=2, ag=-3, also y,(z)=—-21"+22-3
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Losung der homogenen Differentialgleichung:
M—-XA—=2=0, also A\ =2, \p=—1
Allgemeine Losung;:

y(r) = 20 +20 -3 +ci-e* +cy-e

Allgemeine Technik: Variation der Konstanten

Man wahlt den Ansatz:

Yp(x) = c1(x) - y1 () + calz) - ya(2),

wobei y; (x) und ys(x) zwei (unabhéngige) Losungen der homogenen Differentialglei-
chung sind, und erhalt

Yp(x) = () -y () + i (@) - yi () + (@) - ya(a) + ca(@) - yo(a)

Wir fordern nun, dass
(@) - yi(x) + h(@) - y2(x) =0
Dann folgt
Yp(z) = c1(x) - yy(2) + ca(@) - y3(2)

und

Yp(@) = ci(@) - g1 (@) + e1(@) -y (2) + (@) - ya(x) + ca(@) - 45 (@)
Also

Yp() + a-y(x) + - yp(x) = c1(2) - 91 (2) + () - ()
ta@) - @) +a-p@) +bp@)]+e(r) - (@) +a-ys(x) + bya(v)]

/

-~ -~

Somit geniigt es, ¢;(z) und cy(z) so zu wahlen, dass
i(x) -y (@) + () - ya() = 0
() -y (x) + () - yo() = f(2)

— Beispiel: Berechnung einer partikuldren Losung der Differentialgleichung

y'(w) =y (z) — 2y(2) = 42"

durch Variation der Konstanten und Berechnung der allgemeinen Losung der
Differentialgleichung.
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2x —T
)

yi(x) = e, ya(x) =e

Bedingungen an c¢;(x) und cy(z):

ci(z)-e* +cy(z)-e =0
2¢, (z) - €2 — dy(x) - e = 4a?
Durch Addition folgt:
4 : 4
di(x) = 51’26_236 und  dy(z) = —c(2)e¥ = —gxze‘r

Also (partielle Integration):

1 4
ca(zr) = —§(2x2 + 2z + 1)e ™, cy(z) = —g(xz —2x 4 2)e”

und somit

1 4
yp(z) = —§(2x2 + 22 + 1)e 2%e® — g(xQ — 27 4 2)e"e " = —22% + 2z — 3.

4.6 Zusatzbedingungen

Wir haben an Beispielen gesehen: Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung der
Ordnung n besitzt n frei wihlbare Parameter. In Anwendungen werden diese Parameter
durch Zusatzbedingungen festgelegt:

e Anfangsbedingungen: Anfangswertproblem

— Beispiel:
2'(t) = f(t,z(t)) fiir alle t > 0,
z(0) = xo
Beispiel:
2(t) = f(t,z(t),2'(t)) fiir alle t > 0,
z(0) = xo,
2'(0) = vg

e Randbedingungen: Randwertproblem

— Beispiel:
y'(x) = f(x,y(x),y (x)) fiir alle x € (a,b),
y(a) = Ya,
y(b) =y
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4.7 Einige Anwendungen
e Beispiel: Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit v:

() =v
:L'(t)—/vdt—xo—l—v't

e Beispiel: Bewegung mit konstanter Beschleunigung a:

'(t)=a

x'(t):/vdt:vo+a-t

w(t)_/(UO‘i‘CL't) dt:$0+yo.t+gt2

e Beispiel: Ungeddmpfter harmonischer Oszillator:
ma” (t) = —kx(t).
Also

k
,.//t —2(t) =0
2'(t) + )

Charakteristische Gleichung

k k [k
Nt —=0, d=——<0, a=0, f=+/|d= = wo.

m m

Lésungen
x(t) = c1 cos(wpt) + o sin(wgt)

Fiir die Anfangsbedingungen:
2(0) =29 und 2'(0) =y
erhélt man:

1 =Ty, Wo-Cy =1, also x(t)=xg cos(wot)+ o sin(wp t).
Wo
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e Beispiel: Ungedampfter harmonischer Oszillator mit periodischer Anregung;:
ma"(t) = —kx(t) + Fycos(wt).

Partikuldare Losung: Ansatz
xp(t) = A cos(wt)

Durch Einsetzen erhilt man:
m [—Aw?® cos(wt)] + k A cos(wt) = Fy cos(wt)

Koeffizientenvergleich:
—mw? A+ kA=F,.

Also, falls w? # £ = w2,

m

Allgemeine Losung:
x(t) = ¢y cos(wyt) + co sin(wo t) +

Fiir die Anfangsbedingungen:
z(0)=0 und 2'(0)=0

erhalt man:
Fy

x(t) = ey ) [cos(wt) — cos(wy t)]

2F, o (w—wy o (w4 wo
= ——F————sin| ———1% | sin t
m (w? — wd) 2 2

Im Fall w = wy erhélt man eine partikuldre Losung durch Variation der Konstanten:

xp(t) = c1(t) cos(wot) + ca(t) sin(wo t)
mit
¢y (t) cos(wot) + y(t) sin(wot) =0
—wy ¢} (t) sin(wo t) + wo c5(t) cos(wyt) = % cos(wo t)

Daraus folgt

Fi
(1) = ——2 cos(wot)sin(wet) und (1) = —2 cos?(wy t
)= 1 cosfen fsnent) wnd eh6) = o)
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Also

E E
c(t) = Wi}g cos’(wpt) und cy(t) = Wowg [wot + sin(wg t) cos(wyt)]
und daher -
z,(t) = WZ}% [wo t sin(wgt) + cos(wy t)]

Fiir die Anfangsbedingungen:
z(0)=0 und 2/(0)=0

erhalt man:

x(t) = t sin(wp t)
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Kapitel 5

Komplexe Zahlen

e Die Menge der komplexen Zahlen: C = {(x,y): z,y € R}.
Sei z = (z,y) eine komplexe Zahl.
— x heifit Realteil von z, y heifit Imaginérteil von z. Schreibweise: * = Rez,
y=Imz.

— Grafische Darstellung als Punkt in der ,komplexen* Ebene. Die z-Achse heif3t
die reelle Achse, die y-Achse heifit die imagindre Achse.

— Alternative Schreibweisen einer komplexen Zahl z = (z,y): z = z + iy, z =
T+yl,z=x+1-Yy, z2=x+Y" L.

— Fiir x € R unterscheiden wir nicht zwischen x und z + 0 - 7, also nicht zwischen
der reellen Zahl x und (z,0) € C. In diesem Sinne gilt: R C C.

e Operationen: Addition und Multiplikation von zwei komplexen Zahlen z; = (z1,y1)
und 2z = (22, y2):

2+ 2 = (T1 + 22, Y1 + Y2)

2120 = (21 T2 — Y1 - Y2, %1 - Yo + T2 Y1)

Motivation: Bei Verwendung der alternativen Schreibweise z; = x1 +y; -7 und 2z, =
To + Yo - 7 wiirde man fiir die Addition und Multiplikation erwarten, wenn man die
iiblichen Rechenregeln unterstellt:

atz=(21+y i)+ (@242 1) = (@1 +22) + (41 +y2) -0
und, wenn man die zusitzliche Regel i?> = i - i = —1 vereinbart:

2oz = (o Fyr-i)- (T typ-i) =21 Doy -Yo-it+ (21 Yo+ To Y1) -
= (w1 2o —y1-y2) +(v1- Y2+ 22 91) 0

e Man iiberpriift leicht, dass die Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen
die selben Rechenregeln erfiillen wie die Addition und Multiplikation reeller Zahlen.
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e Um die Subtraktion und die Division zweier komplexer Zahlen einfiihren zu koénnen,
muss man nur vereinbaren, was man unter —z und % versteht. Wir erwarten natiirlich

1
24+ (—2)=0 und =z--=1.
z

Wie man leicht nachrechnet, gelten diese Eigenschaften fiir jede Zahl z = (z, y) mit

1 x —y
—z=(—x,— d fi 0: —-=
z=(—z,—y) und fiir z # . (:1:2 i +y2)

1

Subtraktion: z; — 25 = 21 + (—22). Multiplikation A=z

e Mit den getroffenen Vereinbarungen gilt natiirlich:
und
i =i-i=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1

e Zwei weitere wichtige Operationen fiir eine komplexe Zahl z = (z,y) =z +y - i

z=(x,—y)=xz—y-i und |z] =+/22%+y?

Z heifit die zu z konjugiert komplexe Zahl, |z| heifit der Betrag von z. Man sieht

sofort: | _
_ . z z

Z-z=|z> undsomit - =-"-=_"

z .

und

1 1
Rez = 5(2—1—2), Imz = Z(z — Z).

5.1 Quadratische Gleichungen in C

Seien p,q € R mit d = ; — q < 0. Dann besitzt die Gleichung
Z4pz+q=0
keine reelle Losung.

e Spezialfall: p =0, ¢ =1, also
Z+1=0
Mit z = (x,y) erhilt man
(2* =y, 20y) +1=0
Also
=y +1=0 und 22y=0

Losungen:
r=0 und y==+1 also z=4i.
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e Allgemeiner Fall (p,q € R)
P24p-z2+qg=0

2 2
2 p p
. 2 B —
25 +p z+4+q 1
2 2
p) p
z R —
(:43) +a-5
2
z+E
=] +1=0
-5
_'_p
z =
Z_ =4
2
¢-7
—
2
a= Ly q—p—.
2 4

5.2 Erweiterung der Exponentialfunktion auf C

Wir betrachten die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion fiir x € R:

[e.e]

1
PBE
n=0
Fiir x = iy, dann erhélt man
i 1 on N Y%+ i g2 = i ka Y Z (=" 2kt
n! 2k +1 k)! (2k +1)!
n=0 k=0 k:O k=0

Das motiviert die folgende Erweiterung der Exponentialfunktion

Definition 5.1. 1. Flir rein imagindre Zahlen:

e =cosy+1siny

2. Fiir komplexe Zahlen z = x + iy € C:

" =e" e =e"-(cosy+isiny).
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Es gelten analoge Rechenregeln wie im reellen Fall, z.B.:

z1+22 21 22

e =" . e fiir alle 21,20 € C|. (5.1)

Das folgt leicht aus der entsprechenden Eigenschaft der reellen Exponentialfunktion und
der Additionstheoreme der Winkelfunktionen.
Weitere Rechenregeln:

o Fiir x € R gilt:

‘e”‘ =1

o Fiir x € R gilt:

% (e””Jre_”C) und |sinz = QLZ (e”—e_”)

Die Hyperbelfunktionen wurden mit Hilfe der Exponentialfunktion eingefiihrt. Daher
lassen sie sich ebenfalls auf C erweitern. Die obige Darstellung der Winkelfunktionen mit
Hilfe der Exponentialfunktion erlaubt es auch, die Winkelfunktionen auf C zu erweitern.

Definition 5.2.

cosh z = (ez + e_z) , sinhz = (ez — e_z) fir =z e C.

DO | =
DO | =

cosz = (einre_iz), sinz:%(e”—e_”) fir zeC.

7

DO | —

5.3 Polarform

Satz 5.1. Jede komplexe Zahl z = x 4+ iy # 0 ldsst sich folgendermaflen darstellen:

z=r-¢%=7r-(cosp+isiny) (5.2)
mat
(arctan (%) fiir x >0,
arctan (%) +7 firx <0, y >0,
r=lz| = a2+ y? und ¢=arg(z) = { arctan (¥) — 7 firx <0, y <0,

SIE

firx =0, y>0,
firx=0, y<0

[SIE]

\

Die Darstellung ist im folgenden Sinne eindeutig: Falls fir ein z € C die Darstellung (5.2)
firr >0 und p € R gilt, dann folgt

r=lz| wund ¢ =arg(z)+2kr mitk€Z.
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Beweis. Untersuchung von Losungen r € (0,00) und ¢ € (—m, 7] der Gleichungen
r-cosp=x, T-sinp=y

fiir gegebene Werte z,y € R mit (x,y) # 0.
Bestimmung von 7:

? +y? =12 (cos’ g +sin’p) =17 also =22+ y?=|z].
Bestimmung von ¢ € (—m, 7|: Sei 2 # 0. Notwendige Bedingung:
)

t ==z, 5.3

ang = (5.3)
Dafiir gibt es folgende Losungen in (—m, 7

arctany S <—I z)
x

und zusétzlich

arctan J_ mE (—7?, —g) falls Y > 0. arctan Y + 7€ <g,7r] falls <0,

T T T

SEES

Aus (5.3) folgt:

1 x? tan? ¢ y?

— 12 = = .
1 +tan®e a2+ y?’ Sy 1+tan?p 22 4 3?2

cos? p =

Also
rlcosp| = x|, r|sing|= |yl

Bis auf das Vorzeichen sind also die Gleichungen erfiillt. Welche der 3 Kandidaten fiir ¢
die richtigen Vorzeichen ergeben, ist einfach zu {iberpriifen. Der Sonderfall x = 0 ldsst sich
leicht iiberpriifen. O

Beispiel: Einheitswurzeln. Mit Hilfe der Polarform lassen sich leicht die Losungen der
Gleichung
=1

fiir n € N bestimmen. Mit 2z = r - €' erhalten wir aus (5.1)
rtein? = 1.

Also

2k
r"=1 und ne=2kr. dh. r=1 und <p:—7T.
n

Losungen

2k 2k 2k
zk:ez%:cos <—W)+isin(—ﬂ) fir k=0,1,...,n— 1.
n n
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20:]_

21 o 2 —1+iv/3
z1=co8| — | +rsm| — | = ———
3 3 2

A7 L 47 —1—i\/§
— —_— 1 —_— e —
Z9 = COS 3 4+ 7 sIn 3 = 5

5.4 Erweiterung der Ableitung

Der Begriff der Ableitung lasst sich auf Funktionen f: X — C mit X C R erweitern:

Definition 5.3. Sei f: X — C eine Funktion und xo € X ein nicht-isolierter Punkt.
Dann heifst f im Punkt xo differenzierbar, falls der Grenzwert

o T@) = f)

T—T0 T — "L’O
existiert. In diesem Fall wird der Grenzwert mit f'(xo) bezeichnet und heiffit Ableitung von
f in xo.

Es gelten die analogen Rechenregeln: Additionsregel, Produktregel, ...
Folgerung: Die Ableitung von f: X — C mit X C R und f(x) = g(z) + i h(z) mit
g: X >R, h: X — R ist durch

f'(a) = g'(z) + il (z).
gegeben.
Beispiel: Fiir die Ableitung der Funktion y(z) = e** mit A = a +i 3 € C gilt:
y'(z) = [e*" - (cos(Bx) +i sin(Bx))]
= (™" cos(Bx)) +i (e sin(Bx))
ae” cos(ﬁ x)— Pe*® sin(fx)+i[ae*™ -sin(fx)+ Fe*™ - cos(f )]
=(a+if)-e** - (cos(fx)+1isin(fx)) = Ay(zx).
Also gilt auch fir A € C:

(6)\:1:)/ — )\_6)\1

5.5 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung: Nach-
trag

Durch Exponentialansatz: y(x) = e** mit A € C fiihrt (wie im reellen Fall) zu Losungen,
falls A eine Losung der charakteristischen Gleichung

Mita-A+b=0
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ist. Fiir den Fall b > % erhalten wir ein Paar konjugiert komplexer Losungen:

A = %+i b—L und A=A = —
~~

=« =3 =« =3

Nach dem Superpositionsprinzip erhalten wir damit Losungen der Form

i

y(x) = e M 4 ey

Im Speziellen erhélt man die Lésungen:

1 1 . A 1, . .
_(6)\1J1 + 6)\290) _ 5(e(oz—l—zﬁ)a: + e(a—zﬁ)x) — eax _(ezﬁaz + 6—@61‘) — Q% COS(ﬁl‘) — Re (6)\1 a:)

2 2
1 1 - 4 1 . 4
?(6)\13: o eAz:v) _ g(e(mﬂﬁ)x o e(afzﬁ)m) — o 5(6261 _ efzﬁm) — 0 sin(ﬁx) —Im (eh m)
7 7 7

und damit auch alle Linearkombinationen als Losungen:

y(x) = e** (¢, cos(fx)+ ¢ sin(Bx))
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Kapitel 6

Mehrdimensionale
Differentialrechnung

6.1 Der Vektorraum R"

Vereinbarung = € R" ist ein Spaltenvektor.
R = {x = (21,29, ..., 2,)" : 21, 20,...,2, € R}
Operationen:

e Addition und skalare Multiplikation:

(x17x27”'7xn)T+(y17y27"'7yn)T: (x1+y17x2+y27"’7xn+yn)T

c(xy,29,...,2,)" = (cay,ca9,...,can)”

e Skalarprodukt:
Ty=myr+t T2yt ...+ Ty, €R

e Vektorprodukt in R3:
T2Ys — T3Y2
rXy=|T3Yy1 —T1Y3 e R3
T1Y2 — 21

e Norm:

loll = \/a3 + a3+ ... + a2
Es gelten folgende Eigenschaften der Norm:

L. ||z|| > 0 und ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.

2. Homogenitat
lex]l = lef [|l]
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3. Dreiecksungleichung
lz +yll < =]l + 1yl

e R"™*": Die Menge der reellen m x n-Matrizen. R® = R"*!,

e Vereinbarung: Der Definitionsbereich X ist eine offene Menge, d.h. zu jedem Element
von X gibt es eine Umgebung, die ebenfalls noch in X liegt. (Jedes Element von X
ist ein innerer Punkt.)

Funktionen f: X — R™ mit Definitionsbereich X C R™.
= (21, %9, xn)" = (f1(x), folx), ..., fm(x))". f;(z) Komponentenfunktionen.

Vereinbarung zur Schreibweise f(z1,zg, ..., 2,).
e Graphische Darstellung von mehrdimensionalen Funktionen.

1. f: R? — R: Graph, Niveaulinien in R2.
Beispiel: f(z,y) = 2 + y2.

2. f: R?® — R: Niveaufliichen in R3.
Beispiel: f(z,y,2) = 2* + y* + 2%

3. f: R — R? (Graph,) Bildmenge als parametrisierte Kurve in R
Beispiel: f(t) = (cost,sint)”

4. f: R — R3: Bildmenge als parametrisierte Kurve in R?.
Beispiel: f(t) = (cost,sint, t)”

5. f: R? — R3: Bildmenge als parametrisierte Oberfliche in R? oder Gitterlinien-
bild der Bildmenge in R3.
Beispiel: f(z,y) = (z,y, /22 +y2)T.

6. f: R? - R? und f: R® — R3: Richtungsfeld

—

Beispiel: f(Z) = -G Z-i2 &

[ER

6.2 Ableitungsbegriffe

Eine direkte Ubertragung des Begriffes Differenzenquotient ist nur im Spezialfall n = 1
moglich. Sei I ein Intervall in R.

Definition 6.1. Fine Funktion f: I — R™ heifit im Punkt xo € I differenzierbar, falls
der Grenzwert

F(w0) = limy 3 (f(ao + ) = (z0)) € R”

existiert. f'(xo) heifit die Ableitung von f im Punkt xg.
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Geometrische Interpretation fiir m = 2 und m = 3: Tangentialvektor der parametri-
sierten Kurve im Punkt ;.

Fiir n > 1 ist diese Definition der Ableitung nicht méglich, da keine verniinftige Division
von Vektoren zur Verfiigung steht.

Definition 6.2. Eine Funktion f: X — R™ heifst im Punkt xo € X differenzierbar, falls
es eine Matriz f'(xy) € R™*" gibt, sodass

f@o+h) = f(xo) + f'(xo) h +7r(h)

mat )
r
lim —= = 0.
N T
f'(xo) ist durch diese Definition eindeutig bestimmt und heifit die Ableitung von f in
Zg-
Alternative Begriffe und Schreibweisen: totale Ableitung, Fréchet-Ableitung, D f(x).
Geometrische Interpretation fiir n = 2 und m = 1: Der Graph der Funktion z
f(zo) + f'(xo)(x — x0) ist die Tangentialebene an den Graphen der Funktion f(z) im
Punkt x;.

Definition 6.3. Eine Funktion f: X — R™ heifst im Punkt x € X partiell nach z;
differenzierbar, falls der Grenzwert

of

a[L‘Z‘ (xlal‘Qa o 7'1771)
= g% ;(f(ffl, s T, T A G Ty ) — [T T, T T, T))

existiert. g—mfi(x) € R™ heifit die partielle Ableitung von f nach x; in x.
Alternative Schreibweise: f,. (x).

Definition 6.4. Richtungsableitung: Sei v € R™ mit v # 0.

Alternative Schreibweisen: D, f(x), f,(x).
Wie man leicht sieht, lassen sich Ableitungen komponentenweise berechnen:

f
f{(l‘) ov (l‘)
/ T ofs .
flx) = f2§ ) und %(m) _ av.( )
m(®) o6 (1)
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Satz 6.1. Fualls f: X — R™ im Punkt xq € X differenzierbar ist, dann existieren alle
Richtungsableitungen und es gilt:

of
ov

Beweis. Wenn f im Punkt x, differenzierbar ist, dann gilt (h = tv)

(z0) = f'(20) v.

fxo +twv) = f(xo) +t f'(wo)v +r(tv)

und somit

1
iy | (a0 -+ £0) = fan)) = an)o] = tim "6 — iy S L oy o

t—0 t—0

Damit erhélt man im Speziellen (Jacobi-Matrix):

9 9 9
a—ﬁ(%) 3—2(900) e an;(xo)
of of of

f/(llfo) _ a—xi.(%) a—xz(%) ﬁ.(%) c R™*n
9 m' 9 m' 9 m'

und daher auch:

Fiir m = 1 erhalt man:
(o) = (g_gl(xo) 2 (g) ... %(;po)) e RX"

Satz 6.2. Fulls alle partiellen Ableitungen von f: X — R™ in einer Umgebung von o € X
existieren und im Punkt xq stetig sind, dann ist f im Punkt xo differenzierbar.

Definition 6.5. 1. Fir f: X — R mit X C R" definiert man den Gradienten durch:

0
72 (z)

)

grad f(z) = Vf(z) = | 7 eR”

2. Fir f: X — R™ mit X C R" definiert man die Divergenz durch:

- > dfy dfs Ofy
divf(x):V-f(:L’):8—3‘];(3:)+a—i(:c)+...+a§n(x)ER
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3. Fir f: X — R3 mit X C R? definiert man die Rotation durch:

0 9
o (x) — 52(x)

rot f(z) = V x f(z) = g—g(x)—g—ﬁ(x) € R?

d d
ot (z) — 52 ()

Es gilt offensichtlich:

grad f(z) = f'(z)" und %(w) = v - grad f(z).
und — —/ — —/ —/
div f(z) = Spur f (z), Q(rot f(z)) = f (z) = f ()"
mit
0 —Us (%)
Spur(M) =mq; +mog + ...+ my, und Q@) = [ v; 0 -u
—UV9 U1 0

fiir eine n x n-Matrix M = (m;;) und einen Vektor v = (v;) € R>.

6.3 Differentiationsregeln

Fiir differenzierbare Funktionen gelten die analogen Rechenregeln wie im Eindimensiona-
len.
Linearitét (folgt unmittelbar aus der Definition):

Satz 6.3. Seien f: X = R™ und g: X — R™ differenzierbar und C' € RP*™. Dann gilt:

—

(flz) + G@) = [ (2) + (@)
'=C

/(x
_»/
/(@)
Fiir die Spezialfille

C=cI, C=¢", C=Q(@

mit ¢ € R und ¢ € R™ erhalt man damit

—

(cfw) =cf(x), @ flw) =¢"f'(2), @x[@) =90 [ ()
Produktregeln:
Satz 6.4. Seien f: X - R

—

X
(f(2) g(x))" = g(z) f'(x) + f(x) §'(x)
(Fl@) - g@)) = g@)" ['(2) + [@)" §'(x)
(Fl@) x §@)) = =0(F(@)) F (@) + (@) §'(2) = AG@)" F (@) + AU f(2)) §' (=)



Satz 6.5 (Kettenregel). Seien g: X — R™ mit X C R" und f: Y — RP mit g(X) C
Y C R™ differenzierbar. Dann gilt: f o g ist differenzierbar und es gilt:

(fog)(z) = f(9(x)) ¢'(x).

Komponentenweise:

6.4 Ableitungen hoherer Ordnung und der Satz von
Taylor

e Partielle Ableitungen 2. Ordnung fiir f: X — R mit X C R%:

Of _ 0 (of\ & _0 (0N  &f 9 (0N O 9 (0f
ox2  Ox \ox )’ oy oy \dy) Oxdy 0Oz \dy) Oyoxr Oy \Ox
Alternative Schreibweise: fo., fyy, fyzs foy-

0 f 0 f

und

0x0y Oyox

Nicht in allen Féllen stimmen iiberein. Es gilt allerdings:

73



of

Satz 6.6 (Schwarz). Falls fiir f: X — R mit X C R? die partiellen Ableitungen 3’
x

0 0* 0
8_3]; und &Eafy existieren und axéfy im Punkt (xo,y0) stetig ist, dann existiert auch
0 f

50t (o, Y0) und es gilt

T1 (w0r) = 2L (a0, 0)
8y8x o, Yo) = axﬁy Lo, Yo

Hesse-Matrix:

82f 82f
90z (@y) 5 o (z,y)
Hf('r7 y) = an 82f

x —=(z
8@/833( ,Y) 8y2( ,Y)
Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes ist Hf(x,y) eine symmetrische Matrix.

Analoge Erweiterung fiir Funktionen f: X — R mit X C R".

0 f 0 f 0 f
6—1’%(:6) 011014 S 0110x,, (@
o*f *f 0 f
H(z) = | 0v0m, 7) 8—x§<x) T Oxy0xy, (@
o*f o*f 0 f
aron D Goon @ o gz

Laplace-Operator fiir Funktionen f: X — R mit X C R™:

0? 0?
Afla) = S () + 55 (@) oo+ S )

Es gilt
Af(z) =divgrad f(z) = V-V f(z) und Af(x)= Spur H(z).

Erweiterung auf Funktionen f: X — R™ mit X C R" durch komponentenweise
Anwendung.

Der Satz von Taylor fiir f: X — R mit X C R?: Fiir
p(t) = f(xo+th)

folgt:
)
(n+1)!

" k)
o= 0
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Nun gilt:
e(1) = f(zo+h), »(0) = f(zo),

of
8361

und

#(0) = F'(zo + th)h = o

und

©"(t)

2 62
(a Z(Jﬁo —+ th) hl + 61’25];1 (.To + f}h) hg) hl

P Ff R f
+ (61’161’2< 0—|—th) hl +— 8:52 (.T()"—th) hg) h
2 82 82

aé(x0+th)h2+28 1fx2(azo+th)h1h2+8f(x0+th)h2
T

Analog erhalt man

»Pf
oz}

3
3 >f
($0+th)h +3a 28,1‘2

" (t) = (2o + th)h? hs

+ 3 an (l‘o -+ th) hl h2 3f (l‘o + th) h3
01023 2t o3

u.S.W.

Allgemein gilt:

k oF
Z( ) pR=rwl (20 + th) RE~ihL

und daher
k k k k
1 oFf L 1 0" f i
(o) hy~"hy = 1 s (o) hithy
=X e 2=, @ oy 1
i1+i2=

Satz 6.7. Sei f: X — R mit X C R? (n+1)-mal stetig differenzierbar und xq, h € R?
mit xo +th € X fir alle t € [0,1]. Dann gibt es zu x = xo + h eine Zahl § € (0,1),
sodass:

ok o
Z Z (7 1 &chafw( o) hi'hy

1

k=0 i1,i2€Np
i1+ia=k
1 ot .
+ (w0 + 0h) hi'hy
il;NO (Zl)( ) &rla ] s
i1+10=n+1

1)



Multi-Index-Schreibweise:

ol f B ol f

oxt O’} ok

i = (i1,i9), |i| =i +1a, ,il=1dliyl, h'=h{hE,

Taylor-Formel:

Erweiterung fiir mehr als 2 Unbekannte: vollig analog.

6.5 Lokale Extrema

e Geometrische Bedeutung von grad f(z):

0
O (2) = grad f(2) -0
Also gilt fiir v mit [jv] = 1:
L )] < a1
und of .
8—%(1’) = ||grad f(x)| fiir vy = Tarad F @)l grad f(z).

grad f(x) ist also die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion f im Punkt x.
e Notwendige Bedingung fiir ein Extremum:

Satz 6.8. Sei X C R" eine offene Menge und f: X — R. Sei xyg € X und f ist in
diesem Punkt differenzierbar. Dann gilt: Falls xo ein lokales Extremum ist, folgt

grad f(zo) = 0
Beweis. Wie in R folgt:
of

8—(x0) =0 fiir alle Richtungen v € R"
v
Aus o
%(Jfo) = grad f(zo) - v
folgt die Behauptung. O
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Definition 6.6. Sei M € R™™" eine symmetrische Matriz. Dann heifit M positiv
(negativ) definit, wenn

o' Mz >0 (<0) fir alle x € R mit x # 0.

Wir diskutieren positiv definite Matrizen.

Fall n = 1:
MITT?,H, xTM:L’:mnxf>0<:>m11 > 0.

Fall n = 2:

my; Mag .
M = mit mo1 = M.
Mma1 M2

mi1 M2 T

2T Mz = (1 29 = My 2 4 2mys T2 + Mg T2

1 2
™Mo1 1Moo i)

Fiir 29 = 0 muss z; # 0 gelten und man erhélt die Bedingung
mi :L’f >0, also mqy; > 0.

Fiir 25 # 0 erhilt man nach Division durch z3 die Bedingung

z1\° T
miy ($_2> + 2mqg (x_g) + magy > 0
Das ist genau dann der Fall, wenn die quadratische Gleichung
miy 22+ 2myp 2 + Mgy > 0
keine reelle Nullstelle besitzt, also wenn
4mf2 —4mq1maes <0, also mqimag — Mmoymqs > 0.

M ist also genau dann positiv definit, wenn

my; >0 und M1 Mo — Mo1Mig > 0
Vollig analog folgt: M ist also genau dann negativ definit, wenn

my; <0 und M11Mag — MayMia > 0
Hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum:

Satz 6.9. Sei X C R" eine offene Menge, f: X — R sei 2 mal stetig differenzier-
bar. Sei xg € X mit

grad f(zo) =0 wund Hy(xo) ist positiv (negativ) definit.

Dann ist xg ein lokales Minimum (Maximum,).
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Beweis. Wir fithren der Einfachheit halber den Beweis nur fiir n = 2 und fiir H ()
positiv definit. (Der allgemeine Fall wird vollig analog bewiesen.) Aus dem Satz von
Taylor erhélt man

_ of aof
f(zo+h) = f(xo) + 6—561(%) hy + 8—332(%) h
1[5 sy O o f ,

= f(a0) + V(o) - bt 5 W Hy (o + 0 1)

Da f 2-mal stetig differenzierbar ist und Hy(zo) positiv definit ist, ist auch Hy(x) in
einer Umgebung von x positiv definit. Dann gilt fiir x # 2y aus dieser Umgebung:

—_—— 2 < -~ _
=0 >0
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Kapitel 7

Mehrdimensionale Integralrechnung

7.1 Einfachintegrale

Der Begriff Stammfunktion macht zunéchst nur fiir n = 1 Sinn:

Definition 7.1. Sei I C R ein Intervall und seien f: I — R™ und F': I — R™ Funktionen.
F heifit Stammfunktion (unbestimmtes Integral) von f <= F' ist differenzierbar und F' =

3
e Schreibweise: [ f(z) dx = F(z)+ C.

e Man sieht sofort:

/f(x) dzx = (/fl(x) dl‘,/fg([[’) dx,...,/fm(x) d:p)T

Analog lésst sich das bestimmtes Integral fiir n = 1 iiber Riemann-Summen einfiihren
und komponentenweise berechnen.

[ swrae= ([ nw s [ gy [ g as)

7.1.1 Kurven in R”

Definition 7.2. Eine stetige Funktion +: [a,b] — R™ heifst Parameterdarstellung einer
Kurve in R™ mit Anfangspunkt v(a) und Endpunkt v(b).

Andere Bezeichnungen fiir Parameterdarstellung einer Kurve: parametrisierte Kurve,
Weg. Die Bildmenge {7(t) : t € [a,b]} wird gelegentlich auch Bogen genannt.

Ist ~ differenzierbar und gilt 7/(¢) # 0, dann lésst sich /(t) € R" als Tangentenvektor
der Bildmenge im Punkt v(¢) € R™ interpretieren.
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Definition 7.3. Fir v;: [a,b] — R"™ und ~,: [c,d] — R" gelte:

Y2(8) = 11 (o(s))  fir alle s € [¢,d]

mit einer stetigen und streng monoton wachsenden Funktion ¢: [c,d] — [a,b] mit ¢(c) = a
und ¢(d) = b. Dann heiffen v, und o dquivalente Parameterdarstellungen.

Mathematisch formal: Eine Aquivalenzklasse von parametrisierten Kurven heifit eine
Kurve. Das bedeutet: Eine Kurve in R besteht aus einer Teilmenge aus R", der Bildmenge
einer konkreten Parameterdarstellung (von vielen moglichen dquivalenten Parameterdar-
stellungen) und einem Durchlaufsinn, ausgedriickt durch eine konkrete Parameterdarstel-
lung (von vielen moglichen dquivalenten Parameterdarstellungen).

Eine Kurve heifit eine Jordan-Kurve, falls es eine Parameterdarstellung 7: [a, b] —
R™ gibt, sodass v auf [a,b) injektiv ist.

Eine Kurve heifit stetig differenzierbar, wenn es eine Parameterdarstellung
v: [a,b] — R™ gibt, die stetig differenzierbar ist.

Stimmt der Anfangspunkt mit dem Endpunkt iiberein, spricht man von einer ge-
schlossenen Kurve.

Sei C' eine Kurve. Dann bezeichnet —C' die Kurve mit entgegengesetztem Durch-
laufsinn: Wenn v: [a,b] — R™ eine Parameterdarstellung der Kurve C' ist, dann ist
7: [a,b] — R™ mit

7(t) =(b+a—1)

eine Parameterdarstellung der Kurve —C'.

Stimmt der Endpunkt der Kurve C] mit dem Anfangspunkt der Kurve C5 zusammen,
so ldsst sich in natiirlicher Weise die Kurve C; + Cy bilden. Wenn vy : [a,b] — R"
bzw. v [¢,d] — R™ Parameterdarstellungen der Kurven C} bzw. Cy sind, dann ist
v:la,b+d—c] — R" mit

B Y1 (t) fir ¢ € [a, b
v(t) = {WQ(t—lwc) fiir t € [b,b+d — (]

eine Parameterdarstellung der Kurve C7 + Cs. Falls C eine geschlossene Kurve ist
schreibt man fiir C' 4+ C kurz 2C. Analog wird nC' fiir n € N eingefiihrt.

Eine Kurve C' heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn sie sich als endliche
Summe von stetig differenzierbaren Kurven darstellen l&sst.

Beispiele:

Beispiel: Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1:
v: [0,27] — R?, ¢+ (cost,sint)”
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e Beispiel: Graph der Funktion f: [-1,1] — R, z — z?*: quadratische Parabel
v [-1,1] = R 6= (¢, 3T

e Beispiel: Graph der Funktion f: [-1,1] — R, 2 — 2°, gespiegelt um die erste Me-
diane:

v [-1,1] = R 6= (12,0)T.

e Rand des Quadrates [0, 1] x [0, 1]:

C = Oy + Oy + C3 + Cy mit den Parameterdarstellungen v, : [0, 1] — R?, ¢ — (¢,0)7,
21 [0,1] — R2 ¢ — (1,H)T, 43: [0,1] — R ¢t — (1 — ¢, )T, ~4: [0,1] — R?,
— (0,1 —¢)T.

7.1.2 Kurvenintegrale

Seien v: [a, b] — R" stetig differenzierbar und f: X — R™ mit X C R™ eine Funktion mit
7(la, b]) € X.

e Wir zerlegen das Intervall [a,b] in K Teilintervalle
a=to <t <...<tg_1 <tg=h
e Linge des Teilintervalls [ty,_1, tx]: Aty =t — tp_1.
e Zwischenpunkte: £ = (£1,&, ..., &k) mit & € [ty_1, tx], hier wihlen wir & = ¢;._1.

e Riemann-Summe:

Z FOy(t-2)) [v(E) — vt

~ Y FO ) 1Y () (B = )| —Zf (1)) 17 (tk-2) | Aty

k=1 k=1

Der letzte Ausdruck ist eine Riemann-Summe der reellen Funktion (f o) |7/||. Das moti-
viert die folgende Definition:

Definition 7.4. Seivy: [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung einer
Kurve C in R™ und f: X — R™ mit y([a,b]) C X CR™ auf vy([a,b]) stetig. Dann heifst

/f %—/f DI )] dt

das Kurvenintegral (Linienintegral) von f entlang der Kurve C.
Erweiterung auf stickweise stetig differenzierbare Kurven C' = Zle C

Lﬂ@wzgﬁjmw
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Alternative Schreibweise fiir geschlossene Kurven:

%Cfds

Unabhingigkeit von der Parametrisierung
Fiir 71 : [a,b] — R™ und 72: [, d] — R™ gelte:
Y2(s) = y1(@(s)) fiir alle s € [¢, d]

mit einer differenzierbaren und streng monoton wachsenden Funktion ¢: [¢,d] — [a, b] mit

¢(c) = a und ¢(d) = b. Dann gilt:
o(d)

L/ﬂmmmwwmz( FOon () 10 de

/f% N CACONELE m—/f% ) I7(6(5)) 6(5)]] ds

:/fm@wwmws

e Linge einer Kurve, Bogenlédnge einer Jordan-Kurve:

b
cl= [ 1as= [y a

— Beispiel: Umfang des Kreises

2 2
|C| = / 17/ ()] dt —/ 1dt =2m
0 0

— Beispiel: Linge des Parabelbogens der quadratischen Parabel y = 22, x €
[—1,1].

1 1 1 2 2
\C|—/ 17 ()|l dt—/ V1 + 412 dt——/ V14 u? du—/ V1+u? du

1 1

Q(aI‘SHIhU—i—uVl—i—u)’ :§<arsm}12+2\/_> 2111(2+\/_)+\/_
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e Komponentenweise Berechnung:

[ s = ([ 5o as, [ i) s [ g ds)T

Seien v: [a, b] — R" stetig differenzierbar und f: X — R"™ mit X C R" eine vektorwer-
tige Funktion mit v([a, b]) C X.
Mit den Bezeichnungen von vorhin bilden wir folgende Riemann-Summe:

~ Y FOrten)) - (3 () (te = 1)) = D F(V(te)) -7 (1) Aty

Der letzte Ausdruck ist eine Riemann-Summe der reellen Funktion (fo)-+’. Das motiviert
die folgende Definition:

Definition 7.5. Seivy: [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung einer
Kurve C in R™ und f: X — R™ mit y([a,b]) C X C R™ auf y([a,b]) stetig. Dann heifst

[ w-ae= [ g6y a

das Kurvenintegral (Linienintegral) von f entlang der Kurve C.
Erweiterung auf stickweise stetig differenzierbare Kurven C' = Zle C;:

/Cf(:c)~d:c:g/&f(x)-dx.

Alternative Schreibweise:

/(f1 dry + fo dee + ...+ fndzy,)
c

Alternative Schreibweisen fiir geschlossene Kurven:
%f~d:v oder %(fl dxy + fo deeg + ... + fndxy,)
c c

e Wie vorhin folgt die Unabhéingigkeit des Integrals von der Parametrisierung.

Verrichtete Arbeit entlang eines Weges

83



— Beispiel: Gravitationskraft, die eine Punktmasse mit Masse m; im Ursprung auf
eine Punktmasse mit Masse ms im Punkt # austibt:

myme T i .
S— — mitr = I1Z]|
,

F(z) = -G

r

Die Punktmasse mit Masse my wird entlang der Kurve C 7: [0,27] — R3,
t — (cost,sint, t)T bewegt. Die dazu notwendige Arbeit W ist durch

W:—/ﬁ@yﬁ
C

gegeben. Berechnung von W:

R T VPN Rl (0 Rl
W= LFUci_béfw@)W@ﬁ_Glgé dt

(@
- /27r " P 1 /47r2+1 1 ;
=Gmm —— Al =G myms = — du
Tl @) ) wn

4m2 41
=—-Gmmy —

NG

1
= —Gmlmg <7,47T27+1 — 1)

1

Die Rechenregeln der eindimensionalen Integralrechnung lassen sich auf Kurvenintegra-
le leicht iibertragen.

Satz 7.1. Sei C' eine stickweise stetig differenzierbare Kurve in R™. Seien Cy und Co
stiickweise stetig differenzierbare Kurven, der Endpunkt von Cy sei der Anfangspunkt von
Cs. Dann gilt fiir alle ¢ € R und alle Funktionen f und g, die auf den jeweiligen Kurven
stetig sind:

@ o) as= [ @) ds+ [ gta) is

/C (c f(x)) ds = c /C f(x) ds
[ s@ds= [ f@ast [ pw s
C1+C2 C1 Ca

/ ey ds = / f(x) ds
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und

[ @+ a@)-do= [ s@)-dot [ go)-as

/C(Cf(ff))'dHC:C/Cf(x)-dx
/ fx)-de= [ f(zx)-de+ | f(x)-dz
C1+C2 o)

[J@»mz—lﬂwdxCQ

’/Cf(:c) ds
[ 1@

7.1.3 Wegunabhingigkeit

Definition 7.6. Fine vektorwertige Funktion (Vektorfeld) f: X — R™ mit X C R™ heifst
ein Gradientenfeld (Potentialfeld), falls es eine skalare Funktion ¢: X — R gibt, sodass
f =grad ¢. ¢ heifst Stammfunktion von f, —¢ heifit das Potential von f.

und

< max{|[f(z)]| : x € C}|C]

< max{|[f(2)[| : 2 € C}[C]

e Beispiel: Gravitationsfeld

T2 it r = ||
.

F(Z) = -G

r2

Es gilt fiir 7 # 0 und r = ||z]| = /23 + 23 + ... + 22

1 1
gradr = —7 und daher grad—=-—7
r r r
Also e m
F(Z) = —gradU(Z) mit U(7) = -G ——
r

Satz 7.2. Sei f: X — R" mit X C R" ein Gradientenfeld mit einer stetig differenzierbaren
Stammfunktion ¢: X — R. Dann gilt fir jede stickweise stetig differenzierbare Kurve C
in X mit Anfangspunkt v, und Endpunkt ~y:

/C F(x) - dr = d(m) — d()
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Beweis. Es geniigt, den Beweis fiir stetig differenzierbare Kurven zu fiihren:
| 1@ o= [ s di= [“eadonw o a = [ saoroa
= [ 6@ dt = 660) ~ or(@) = d(n) ~ 9(2.)

a

e Formulierung als Integralsatz:

/C arad ¢(z) - dz = $(1) — H(7a)

Das rechtfertigt den Namen Stammfunktion.

e Beispiel: Die Punktmasse mit Masse my wird entlang der Kurve C' : [0, 27] — R3,
t — (cost,sint, t)T im Gravitationsfeld bewegt. Berechnung der dazu erforderlichen
Arbeit mit Hilfe des Potentials:

g /C Fz) - di = /C erad U(7) - dif = U(5(2)) — U(5(0))

1
= -G mimsy <74 = - 1)
Var

Definition 7.7. Fine Menge M C R"™ heifit ein Gebiet, wenn
1. sie offen und

2. sie im folgenden Sinn zusammenhdngend ist: Je zwei beliebige Punkte aus M lassen
sich durch eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in M verbinden.

Definition 7.8. Sei X C R" ein Gebiet und f: X — R™ stetig. Dann heifit f konservativ,
wenn fir alle Punkte v,, v € X und fiir alle stickweise stetig differenzierbare Kurven Cy
und Cy mit Anfangspunkt v, und Endpunkt ~, gilt:

R
Cq Ca

e Alternative Schreibweise fiir das Kurvenintegral, falls f konservativ ist:

Lf(x)-dx:L:bf(x)~dx.
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e Man sieht sofort, dass f genau dann konservativ ist, wenn

if(x)d:cz()

fiir alle geschlossenen stiickweise stetigen Kurven C'in X.
Satz 7.3. Sei X ein Gebiet und f: X — R" stetig. Dann gilt:
1. Wenn f ein Gradientenfeld ist, dann ist f konservativ.

2. Wenn f konservativ ist, dann ist f ein Gradientenfeld mit der Stammfunktion

o) = [ 1) -da,

wobei a € X ein beliebiger aber fester Punkt ist.

Beweis. Der erste Teil folgt aus dem letzten Satz.
Zum zweiten Teil: Seien y € X und h € R", sodass die Gerade C' mit der Parameter-
darstellung ~(t) = y + th fiir alle ¢ € [0, 1] in X liegt. Dann gilt

oy +h) =oy)+ f(y)"h+r(h)

mit

Also:

r(h)] = < max{[|f(y +th) — f(y)l[: t € [0, 1]} [[A]].

/C (f(2) - f()) - du

Wegen der Stetigkeit von f folgt

ﬁ r(h)| < max{[|f(y + th) — f(W)|[: t € 0,1} -0 fix h — 0.

Das bedeutet: f(y)T = ¢'(y), also grad ¢(y) = f(y). O

Definition 7.9.

FEine Menge M heifit sternformig, falls es einen Punkt a € M gibt, sodass a+t(z—a) € M
fiir alle x € M und alle t € [0,1].

Satz 7.4. Sei X C R" ein Gebiet und sei f: X — R" stetig differenzierbar. Dann gilt:
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1. Ist f ein Gradientenfeld, dann gilt fir die Komponentenfunktionen f;:

df; df;
oz, (z) = oz, (z)

(7.1)

fir allei,j =1,2,...,n.

2. Ist X zusdtzlich sternformig und gilt (7.1), dann ist f ein Gradientenfeld.

- 2 (%) - 2 (22) t0- 2o

Zu 2.: Sei a € X fest und sei C), die Gerade zwischen a und x mit der Parameterdar-
stellung 7, : [0, 1] — R™ mit 7, (t) = a + t(z — a).
Wir zeigen, dass

Beweis. Zu 1.:

o) = fwwdy:/‘ﬂa+ax—@>«x—@dt
Cy 0

eine Stammfunktion von f ist:
1
grad ¢(z) = grad (/ fla+t(x—a)) - (xr—a) dt)
0

= /0 grad (f(a +t(x —a)) - (z - a)) dt

grad (f(a+t(:zc —a)) - (x—a)) = [(f(a+t(x—a)))/}T(x—a) +1 fla+t(x—a))
flattle—a) + [fla+ 1t —a) ()] (= —a)

= fla+t(x—a))+tfla+tlx—a)(z—a)
Flatte —a)) +1a+ o — @)@ - a) = (1 fla+ tx - )

Also

e Die Bedingung (7.1) nennt man Integrabilitdtsbedingung.
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e Dieser Satz bietet ein einfach zu {iberpriifendes Kriterium, um zu iiberpriifen, ob ein
Vektorfeld konservativ bzw. ein Gradientenfeld ist.

e (7.1) & f'(x) ist symmetrisch.
e Fiirn=3:(71) & rot f(z) =0.

e Sei der Einfachheit halber n = 2: Fiir ein konservatives Vektorfeld kann man jeden
Weg zwischen 7, = (ay,a2)” und 7y, = (by,by)T withlen, z.B. auch einen stiickweise
geraden Weg parallel zu den Koordinatenachsen, sofern man den Definitionsbereich
X nicht verliisst: C = O + Cy mit v;: [0,1] — R2, v4(t) = (ay + t(by — a1),a2)” und
Yo: [0,1] = R2, 45(t) = (b1, as + t(by — az))’. Dann erhilt man:

/y f(@) - do

= /1 f1<CL1 -+ t(bl — al),aQ)(bl — CL1) dt -+ /1 f2(b1,a2 + t(bg — a2))(b2 — CL2) dt
0 0

bl b2
= fl(x17a2) dzq + f2(bl,$€2) dxsy

al az

e Die Aussagen des letzten Satzes lassen sich auf so genannte einfach zusammenhén-
gende Gebiete erweitern. Ein Gebiet X heifit einfach zusammenhéngend, wenn sich
jede geschlossene Kurve in X auf einen Punkt zusammenziehen lasst.

7.2 Mehrfachintegrale

Sei f: I — R eine Funktion auf dem Intervall I = [ay, by] X [ag, by] C R%

e Durch Zerlegungen 7, = {xg, 1, ...,z } von [ay,b1] und Zs = {yo,y1,...,yn} von
lag, bo] wird das Intervall I in Teilintervalle Iy, unterteilt.

7 = 71 X Zy hei3t Zerlegung von 1.

e Linge der Teilintervalle [zy_1, zx] und [y;_1, yi]: Az = 25 — 21 und Ay, =y —y-1.
Flidche der Teilintervalle Ip;: Az Ay,

e Feinheit der Zerlegungen hy = max{Axy: k =1,2,..., M} und hy = max{Ay;: | =
1,2,...,N}.

Feinheit der Zerlegung Z: h = max(hq, ho)
o Zwischenpunkte: ¢ = (Cu)i=1,...m=1,....5 Wit G = (&1, M) € Lt

e Riemann-Summe:

S(f,2,¢) = F(Gu) Az Ay
k,l

89



Definition 7.10. Fine Funktion f: I — R heifit genau dann Riemann-integrierbar (kurz
R-integrierbar), wenn der Grenzwert

flliir(l]S(f, Z,C) = flzg% kZJf(Ckl>Axk Ay, = /f(:c,y) d(z,y)

I
existiert.

e Vollig analog definiert man

[ﬂmmmm%@

und allgemein
/f(xl,xQ,...,xn) d(x1,x9,....x,) oder kurz /f(:c) dx
I I

e Erweiterung auf Funktionen f: B — R fiir allgemeinere beschrankte Definitionsbe-
reiche B C R™ Sei I C R" ein Intervall mit B C I. Sei fg: I — R die triviale
Erweiterung von f auf I:

) f(=) fir x € B,
fB(x)_{o fiir € I\ B.

Falls fp Riemann-integrierbar ist, definiert man:

Aﬂ@@=[@@ﬂx

Das Integral |’ 5 f(z) dr héngt nicht von der speziellen Wahl von I ab.
e Sei B C R™ beschriankt. Die charakteristische Funktion ig: R™ — R ist durch

) 1 fiir x € B,
ip(z) =

0 firzeR"\B.

gegeben. Falls ip R-integrierbar ist, heiffit B Jordan-messbar. Dann ist

|B|:/i3dx:/1dx
B B

wohldefiniert und heifit Jordan-Mafl von B. Im Speziellen erhélt man fiir n = 2 den
Flacheninhalt von B und fiir n = 3 das Volumen von B.

e Erweiterung auf unbeschrénkte Funktionen und/oder unbeschriankte Definitionsbe-
reiche durch Grenzwert: uneigentliche Integrale

Die Satze 3.4 und 3.5 gelten auch analog fiir Mehrfachintegrale.
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7.2.1 Der Satz von Fubini

Satz 7.5 (Satz von Fubini). Seien I,.J C R beschrinkte abgeschlossene Intervalle und sei
f:IxJ— R R-integrierbar.

1. Falls f(.,y): I — R, x — f(x,y) fir alle y € J R-integrierbar ist, dann ist die
Abbildung y — f] x,y) dxr R-integrierbar und es gilt:

[t dte) = [ ( [ 1) daz) .

2. Falls f(x,.): J = R, y — f(z,y) fir alle x € I R-integrierbar ist, dann ist die
Abbzldung x fJ x,y) dy R-integrierbar und es gilt:

| 1 da) /(/fa:ydy)d:c

Beweis. Es gilt

S, Z,6) =D f(Cu) Awk Ay = <Z f(Gu) Axk) Ay =Y <Z f(Gu) Ayl> Axy,.

l k l

Durch Grenziibergang folgt dann die Behauptung. O

/J(/zﬂx’y) dx) dy und /I(/Jf(x,y) dy) dx

heiflen iterierte Integrale. Die Existenz der iterierten Integrale reicht nicht aus. Zu-
sitzlich muss f R-integrierbar sein. Hinreichend: f ist stetig.

e Die Integrale

e Die Aussagen des Satzes von Fubini gelten analog fiir Jordan-messbare Integrations-
bereiche X und sie lassen sich auf beliebige Mehrfachintegrale erweitern.

e Beispiel: Flicheninhalt eines Kreises B = {(z,y)T € R?: 22 + y*> < R?}.

Die charakteristische Funktion von B ist fast {iberall stetig, daher ist sie R-integrier-
bar. Wegen B = {(z,y)T € R*: —R<xz <R, —VR?—12? <y <VR?— 2%} folgt

aus dem Satz von Fubini:
R VRZ_z2 R
|B\—/1d(:1;,y)—/ / 1 dy dw—/ 2V R? — 22 dx
B -R —V/R2—22 -R

= R’x

1 1
- 2R2/ VI— £ dt = R? (arcsint T t2>
1 -1
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e Beispiel: Volumen eines Kegels B = {(z,y,2)" € R*: 2 >0, £ + ¥ x;ﬂﬂ <1}.
Es gilt: B={(z,y,2)T e R*: 0< 2 < H, (z,y)" € B.} mit

2
B, = {(m,y)TeRQ: 2 +y° <R <1— %) }

7.2.2 Einfache Anwendungen von Mehrfachintegralen

Neben dem Fléacheninhalt und dem Volumen gibt es weitere wichtige Gréflen, die durch
Mehrfachintegrale dargestellt werden kénnen:

Sei B C R? oder B C R? eine beschriinkte und Jordan-messbare Menge. Sei p(z) die
(Massen-)Dichte an einer Stelle z € B.

e Die Gesamtmasse M von B:

M = /B p(z) da.

e Schwerpunkt s von B:

1
§ = —— z plx) dx.
MB/B p(z)

e Sei B C R? eine beschriinkte und Jordan-messbare Menge.

Trigheitsmoment von B bei Drehung um eine vorgegebene Achse:

7= [ 1@ pta) ds,

wobei r(z) der Normalabstand von x zur Drehachse ist.

e Trigheitsmomente bei Drehung um die x;-Achse, xo-Achse und z3-Achse:

T = [ (@) plo) do. = [ (@40 ple) do, o= [ (0 4 3) pla) e
B B B

Zusétzlich fithrt man fiir ¢ # j die folgenden Groflen ein:
Jij = —/ xiz; p(z) do
B
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Die (symmetrische) 3 x 3 Matrix

Jii Jiz Jis
J=|Ja Jn Jo
J31 Jza Js3

heift Trégheitstensor.

7.2.3 Substitutionsregel

Zur Formulierung der Substitutionsregel benotigt man den Begriff der Determinante einer
Matrix A. Wir beschrianken uns auf den Fall A € R™" mit n € {1, 2, 3}:

Definition 7.11. 1. Fir A=ay; € R:
det A = ay
2. Fir A = (a;j) € R¥*?:
det A = aj1a99 — a91a19.
3. Fir A= (a;;) € R¥3:
det A = aj1aa33 + a12023a31 + a13021032 — A31022013 — (32023011 — (33021012

Wichtige Rechenregel:
det(AB) = det Adet B.

Geometrische Bedeutung:

1. Fiir n = 2: | det A| ist die Fléche des Parallelogramms, das durch die beiden Spalten-
vektoren von A aufgespannt wird.

2. Fir n = 3: |det A| ist das Volumen des Parallelepipeds, das durch die drei Spalten-
vektoren von A aufgespannt wird.

Satz 7.6 (Substitutionsregel). Sei X C R™ eine offene Menge. Sei g: X — R™ injektiv,
stetig differenzierbar und det ¢'(x) # 0 fir allex € X. Sei f: Y — R mit g(X) CY C R”
stetig. Dann gilt: [ ist auf g(X) R-integrierbar und es gilt:

[ swdy= [ stotendetgo) av
9(X) X

Beweisskizze. 1. Fiir n = 1: Wir betrachten den Fall X = I = (a,b).

Wegen ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a, b) konnen nur zwei Fille auftreten:
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(a) ¢'(z) > 0 fiir alle z € (a,b). Dann ist g streng monoton wachsend und es gilt

[ty = /(g(a) ) dy = / e
=/a Flg(@) g d:v—/f )) | det /()] d.

(b) ¢'(x) <0 fiir alle x € (a,b). Dann ist ¢ streng monoton fallend und es gilt

g(a) g(b)
/ 1y dy—/ W= [ @ ay== [ s
(g(b),g g(a)

/f d:c—/f )| det ¢/(z)| dz.

(a) Wir betrachten den Fall X = I = (a,b) x (¢, d) und diskutieren den Spezialfall:

2. Fiir n = 2.

Dann erhilt man

091 () 091y 1
d@ = (B E) wa dergo) = 2

Wir betrachten nur den Fall det ¢'(z) > 0, also ¢;(x) ist streng monoton wach-
send in z1. Dann gilt (siehe n = 1):

1(byy2)
/ f dy—/ / y1,y2 dy, dys
g1(a,y2)

I/ / f(gl(fb’laf@)a@)g—gi(fc) dxy dxy
/ / Flg(x)) |det ¢/ (2)] day day — /f ) [det ¢/ (2)| dz.

Vollig analog diskutiert man den Spezialfall:

() = (g;&)) '

o) = (1),
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Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall, dass die Abbildung
G(l‘) _ <91<x))

X2

injektiv ist. Dann gilt

und daher (siehe (a)):

dy = dy = H(w))|det H (w)| du
/goof(y) ! /H<G<x>) fodv /G(X)f( ()l det H'(u)]
= [ SHG@)] et H G det ) de

:/ f(H(G(x)mdet(g—]/(G(fE))G,(x)Jﬂd;p,
X N——

~~

= g(w) = ¢'(z)

Wichtige Variablentransformationen

e Polarkoordinaten in R?: Jeder Punkt (z,y)” € R? lisst sich in der Form

T =T CoSp

y=rsing

mit r € [0,00), ¢ € (—m, ] darstellen.
Die Abbildung g: [0,00) X (=7, 7] — R? ist durch

<r) = (r cos cp)

© 7 sin

gegeben. g ist auf D = (0,00) x (—m, ) injektiv mit g(D) = R?\ {(z,0)7: = €
(—o0, 0]}, stetig differenzierbar mit

p _ [cosp —rsingp
g<r’(‘0)_(sincp rcosgo)

und es gilt
det ¢'(r,p) = rcos® o +rsinp =r > 0.
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— Beispiel: Flicheninhalt eines Kreises B = {(z,y)T € R?: 22 + ¢* < R?}.

Es gilt
|B\=/1d<x,y>=/ 1d<x,y>:/rd<r,¢>
B g(4) A

fir A = (0, R) x (—m, 7). Man beachte, dass sich B und g(A) zwar unterscheiden,
aber nur um eine Menge vom Jordan-Mafl 0. Mit dem Satz von Fubini erhalt

man:
T R s RZ

\BI—/T d('f',w)—/ (/ T‘dr) dtp—/ —- dp = R’
A - 0 - 2

Beispiel: Berechnung von

Einerseits gilt:

/ e d(w,y) :/ e d(w,y) :/Q_TQT d(r, o)
R2 g(A) A

mit A = (0,00) X (—m,).

Mit dem Satz von Fubini erhélt man:

/er27’ d(r, @):/ (/ e dr) de
A -7 0

o 1 [ 1
/ e " dr = —/ e du=——-e"
0 2 /o 2 0

™
/ e d(a,y) :/ Sdp=m
- 2

Andererseits erhilt man mit dem Satz von Fubini (ohne Koordinatentransformation):

/ e~ (@ +v?) d(z,y) :/ </ e~ (@ +y?) dx) dy :/ eV’ (/ e d:p) dy
R2 — 00 — 0 —o0 —00
00 o 00 o, o8] o 2
:</e$daz)</eydy):</e$da:)

/ e~ dr = /7.

(e 9]

Es gilt
<1

Also

Also folgt:
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e Zylinderkoordination in R?: Jeder Punkt (x,y, z) € R? ldsst sich in der Form

T =T Cosp
y=rsing

zZ =2z

mit 7 € [0,00), ¢ € (=7, 7], z € R darstellen.
Die Abbildung g: [0,00) x (=7, 7] x R — R3 ist durch

r T COS
p| = | rsne
z z

gegeben. g ist auf D = (0,00) x (=7, 7) x R injektiv mit g(D) = R3\ {(,0,2)T: z €
(—00,0], z € R}, stetig differenzierbar mit

cosp —rsing 0

g (r,p,2)=|sing rcosp 0],
0 0 1

und es gilt
det g'(r, 0, 2) = rcos® ¢ +rsin®p = r > 0.

— Beispiel: Volumen des Kegels B = {(z,y,2)" € R®: 2 > 0,

\B|=/1d<x,y,z>:/ 1d<x,y,z>=/rd<r,¢,z>
B g(A) A

mit A= {(r,p,2)": p € (—m,7), r >0, 2>0, £+ % < 1}. Mit dem Satz von
Fubini erhdlt man:

H [ R(1—z/H)
/T' d(r, ap,z)—/ / / rdr| dp| dz
A 0 = \Jo

H 2
2 Z) T 52
= 1—— | m7dz=—-R°H.
/0 R( A 3R

— Beispiel: Schwerpunkt des Kegels B = {(z,y,2)" € R?: 2 >0, £+~ a:;—i—yZ <1}
mit konstanter Massendichte p.
Offensichtlich gilt: s, = s, =0. M = p|B|.

i), i),
s, =— [ zpd(x,y,2) = — [ zd(x,y,z
i Jy N =1 )
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Wir benotigen also das Integral

/ s d(zy,2) = / 2 d(r,y,2) = / o d(r . 2).
B g(A) A

Mit dem Satz von Fubini erhilt man:

H - R(1—z/H)
/Z'r' d(r,gp,z)—/ / / zrdr | dp | dz
A 0 - \Jo

H 2 2 23 4

z z z 4

= R? <17—> dz=R?r [ = - 2 4+ 2
7T/O - g) TS T3 T am

e Kugelkoordinaten in R?: Jeder Punkt (z,y, z) € R? lisst sich in der Form

x =1 sinfcosp
y=rsinfsing

z=r7rcosf

mit 7 € [0,00), 0 € [0, 7], ¢ € (—m, 7] darstellen.

Die Abbildung g: (0,00) x (0,7) x (=7, 7) — R3\ {(x,0,2)T: 2z € (—0,0], z € R},
gegeben durch

r r sin 6 cos ¢
@ |+ | rsinfsing |,
z rcos 6

ist injektiv, stetig differenzierbar mit

und es gilt

sinfcosy rcosfcosp —rsinfsing
g (r,0,0) = | sinfsinp rcosfsing rsinfcosyp
cos —rsinf 0

det ¢'(r,0, 0) = r? cos? @ sin 0 cos® ¢ + r? sin® f sin? ¢

+ 72 cos® fsin @ sin® ¢ + r?sin® § cos® ¢ = r*sinf > 0.

— Beispiel: Volumen der Kugel B = {(z,y, 2)T € R®: 2% + y? + 2? < R?}.

|B\:/1d(x,y,z):/ 1d(x,y,z):/r281n9 d(r,0,p)
B g(A) A
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7.3

mit A = (0, R) x (0,7) x (—m,m). Mit dem Satz von Fubini erhélt man:

T ™ R
|B| = / (/ (/ 72 sin 0 dr) d(p) do
0 - 0

3 ™ ™ 2 3 ™ 4 3
_ T (/ sin 0 dgp) g9 = 2™ / sing do — 2T
3 )y \J_. 3/, 3

— Beispiel: Trigheitsmoment der Kugel B = {(z,y, 2)T € R?: 2% + y? + 22 < R?}
mit konstanter Massendichte p bei Drehung um die z-Achse.

J, = / (2* +y*)pd(z,y,2) = / (22 +yHpd(z,y,2) = p/ rtsin® 0 d(r, 0, ¢).
B 9(4) A

Mit dem Satz von Fubini erhilt man:

™ T R
/ rtsin® 0 d(r, 0, p) = / (/ (/ r*sin® 0 d’r‘) dgp) do
A 0 —7 \Jo

5 ™ ™ 2 5 T
— i / sin® 0 de | df = rh / sin® 0 do
5 0 -7 b 0

™

/sin39d9:/ (1 —cos?0)sinf df = — cos 6
0 0

+/ cos” 0(—sin 6) df
0 0
-1

2+/1 2 g 2+“3 o 2_14
= u u = e = _—— = —,
L 3 3 3
Also 4971 R° ATR3 2 2
T R° T
J, = p= = “R*=_-MR?
P35 ~ P35 5

Der Greensche Integralsatz

Wir nehmen zunéchst an, dass sich eine Menge B C R? folgendermaflen darstellen lisst:

B = {(x1,22)" € R*: a1 € [a,b], p1(21) < 2 < pa(a1)},

wobei 1 : [a,b] — R und @9 [a, b] — R stiickweise stetig differenzierbare Funktionen sind.
Man nennt B einen Normalbereich (beziiglich der z-Achse).

Der Rand 0B der Menge B lésst sich als Bildmenge einer Kurve C' = C; +Cy+ (—C3) +
(—C}) darstellen. Dabei sind
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(' die Summe von stetig differenzierbaren Kurven C; mit Parameterdarstellungen
Y [y, ] 5 R, e (e ()T
firi=1,....Mund a =ty <t; <... <ty =bist,

Cy durch T
Y@ [0,1] = Rt (b i (b) + t(pa(b) — 01(D)))

gegeben ist,

(3 die Summe von stetig differenzierbaren Kurven C5; mit Parameterdarstellungen
B [Eoy, 6] = Rt (8, 0a(t)T

firi=1,..., Nunda=1ty, <t <...<ty =0bist und

Cy durch
T

YW 0,1 = R% b (0, 01(a) + tHpa(a) — ¢1(a)))
gegeben.

C' ist offensichtlich eine geschlossene Kurve. Man beachte, dass der Rand 0B durch diese
Parametrisierungen im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird. Bewegt man sich entlang der
Kurve C entsprechend dem Durchlaufsinn, so befinden sich die Punkte von B immer links
von der Randkurve. Man spricht von einer positiv orientierten Randkurve.

Sei f: X — R eine stetig differenzierbare Funktion mit B C X. Dann folgt mit dem

Satz von Fubini:

of B b e2(21) 9 f
; a—xQ(:p) d(xy,z2) —/a ([al(ml) 8—@(1‘) dzy | dry

- / F(an o) — F(r (@) diy = / F(t, a(t)) dt — / F(t (1)) dt

_ f} / @1 Flt () dt — i / Fti(t) di
:i/ 5 (o) ‘“‘i/f ) ()

LY e [ () e [ () [ ()
I : : -

FOY - ar= [P0 ()

I
o



und

/04 (f(ox)) - da = /01 (f(v(?))(t))) , <<p2(a) 2 (pl(a)) dt =0

erhalt man schlie3lich: of @)
f(x

— dr = — - dx.

famea== (1)

Wir nehmen nun an, dass sich B folgendermaflen darstellen lésst:

B={(z,y)" eR*: yele.d], vi(y) <z < ho(y)},

wobei 91 : [¢,d] — R und ¢ [¢, d] — R stiickweise stetig differenzierbare Funktionen sind.
Man nennt B einen Normalbereich (beziiglich der y-Achse).
Dann erhélt man vollig analog:

fam@ e == () 2= [ (s0) o=

Satz 7.7 (Greenscher Integralsatz). Sei B ein Normalbereich sowohl beziiglich der x-Achse
also auch beziiglich der y-Achse und sei f: X — R? eine stetig differenzierbare Funktion
mit B C X. Dann gilt:

L(g—ﬁ@—%@) d(x17x2):Lf($)-dx.
Beweis.

/B (g—ﬁ@) - g—;g(‘”)) d(z1,22) = /B g—ﬁ@) d(xy,22) — /B g—g@) d(zy, x2)

087 e ) - ) - L0

Folgerung

Ersetzt man f; durch —f; und fy durch f; erhélt man:

L(g—ﬁ<x>+§—ﬁ<x>) d(xl,xg):/C@{zg)) .
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C lisst sich als endliche Summe von stetig differenzierbaren Kurven C® mit der Parame-
trisierung 4@ : [0, 1] — R? darstellen. Also

L) dx_z/ ()
(L GER) (65) +- 2L 65) (S50
_Z/f IRQICRICTEED Sy ILE

:/Cf(x) n(x

YR S A0
o) ||<w>>'<t>||< <1>'<t>>'

Geometrische Bedeutung: n(zx) ist jener Einheitsvektor, der im Punkt x € B normal zur
Tangentenrichtung der Randkurve liegt und nach auflen zeigt.
Es gilt also (GauBscher Integralsatz in R?):

/ (§£j< ”g—ﬁ( >) d(@1,22) = /C f(x) - n(x) ds

Ubliche Schreibweise der Integralsitze mit /. op anstelle von J o

Erweiterung auf allgemeinere Gebiete

e Der Greensche Satz gilt auch fiir Gebiete, die durch Drehung eines Normalbereiches
entstehen. (Beweis mit Hilfe einer Koordinatentransformation und der Substitutions-
regel)

e Der Greensche Satz gilt auch fiir Gebiete, die sich aus (gedrehten oder ungedrehten)
Normalbereichen zusammensetzen lassen: Randkurven im Inneren werden entgegen-
gesetzt durchlaufen und liefern daher keinen Beitrag.

Anwendungen

Aus dem Greenschen bzw. dem Gauflschen Integralsatz erhélt man:

]. —,I’Q 1
B =L de— 2 (Cayd d
B 2/%(3:1) ; 2/@3( o diy + 71 ds)
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e [lachenformel:



— Beispiel: Flicheninhalt der Ellipse B = {z € R?: 2—; + %—j <1}
Parameterdarstellung der Randkurve: 7: [0,27) — R? v(t) = (acost, bsint)’.

1 [*™ [—bsint —asint
’3‘5/0 (acost>'<bcost>dtabﬂ'
e Partielle Integration:

| @ata) o= [ g g@nta) ds— [ ) 5

e 1. Greensche Identitat:

9@) Af() + V(@) V(@) de = | g() 2L (@) as
/B< ) / on

mit (0f/0n)(x) = n(x) -V f(x)

e 2. Greensche Identitét:
[ (s0) 85 - 1) 8g(a))ao = [ <g<x> % ) - fia) 8_n<x)) s

7.4 Oberflachenintegrale

Formulierung des Greenschen Integralsatzes in R3: Mit

e der Fliche S = B x {0} C R? und dem Einheitsnormalvektor n(z) = (0,0,1)T auf
S,

e der positiv orientierten Randkurve 95 von S in R? und
e dem Vektorfeld f: X — R? X offen und S € X C R?, gegeben durch
fi(xr, 22)

f(iUl, T2, 373) = f2($1, !EQ)
0

erhélt der Greensche Satz folgendes Aussehen:

/rot f(x) -n(zx) do = f(x) - dx
S 0S

mit dem Oberflachenintegral, gegeben durch

/S rot f(z) - n(z) do = /B rot f(z) - n(x) d(z1, z2).

Wir werden nun den Integralsatz fiir allgemeinere Flachen formulieren. Dazu brauchen wir
zunéchst die Definition des Oberflichenintegrals.
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