
Einschrittverfahren

Definition 2.25 (τmax . . . fixe maximale Zeitschrittweite)

• Ein Zeitschrittverfahren für (10) der Form

u0 gegeben

uj+1 = uj + τj φ(tj, uj, τj)

mit φ : [0, T ]× Rn × [0, τmax]→ Rn heißt Einschrittverfahren.

• Globaler Fehler: eτ(tj) = u(tj)− uj
• Lokaler Fehler: dτ(tj+1) = u(tj+1)−

[
u(tj) + τj φ(tj, u(tj), τj)

]
• Konsistenzfehler: ψ0 = u(t0)− u0 = 0

ψj+1 = ψτ(u)(tj+1) = 1
τj
dτ(tj+1)

“Störungs-Eigenschaft”:

u(tj+1) = u(tj) + τj
[
φ(tj, u(tj), τj) + ψj+1

]
• Ein Einschrittverfahren heißt konsistent mit (10) falls

‖ψτ(u)‖Yτ → 0 für τ → 0

• Ein Einschrittverfahren heißt stabil falls für jede Störung yτ ∈ Xτ :

‖uτ − vτ‖Xτ
≤ C ‖yτ‖Yτ

(Stabilitätskonst. C unabh. von τ ) wobei uτ , vτ ∈ Xτ definiert durch

u0 gegeben uj+1 = uj + τj φ(tj, uj, τj)

v0 = u0 + y0 vj+1 = vj + τj
[
φ(tj, uj, τj) + yj+1

]
• Ein Einschrittverfahren heißt konvergent falls

‖eτ(u)‖Xτ
→ 0 für τ → 0

Offensichtlich gilt wieder: Stabilität + Konsistenz =⇒ Konvergenz

Lemma 2.26. Für ein Einschrittverfahren sei die Bedingung

(17) ∃Λ > 0 : ‖φ(t, v, τ )− φ(t, w, τ )‖ ≤ Λ ‖v − w‖
∀t ∈ [0, T ] ∀v, w ∈ Rn ∀τ ∈ [0, τmax]

erfüllt. Dann gilt für j = 1, . . . ,m:

‖uj − vj‖ ≤ e(tj−t0)Λ [
‖y0‖+ τ0‖y1‖+ · · ·+ τj−1‖yj‖

]
Insbesondere ist das Einschrittverfahren stabil mit Stabilitätskonstante eTΛ.
Beweis: analog zu Lemma 2.19 �


