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Kapitel 1

Reelle Funktionen

1.1 Die Menge der reellen Zahlen: R
e Operationen: z,y e Ri x4+ vy, x -y, x — vy, %, falls y #£ 0.
e Ordnungsrelationen: =z <y, z <y, x >y, x > .
e Betrag |z| und Abstand |z — y|.
Wichtige Teilmengen:
e Die Menge der natiirlichen Zahlen: N = {1,2,...}, Ny ={0,1,2,...}.
e Die Menge der ganzen Zahlen: Z = {...,—2,-1,0,1,2,...}

e Die Menge der rationalen Zahlen: Q = {™: m € Z,n € N}

1.2 Der mathematische Funktionsbegriff

Jedem Element xz € A wird genau ein Element y € B zugeordnet. Schreibweise:

fiA — B
z = f(z)

oder in Form einer Funktionsgleichung
y=[f(z).
A Definitionsbereich, B Wertebereich.

e A, B C R: reelle Funktion. Meist ist A ein Intervall ( (a, b), [a, b), (a,b], [a,b], (—o0,b),
(—o0,b], (a,00), [a,00), (—o0,00) ) oder eine Vereinigung von Intervallen, und B = R.

e Grafische Darstellung: Graph einer Funktion



1.3 Operationen fiir Funktionen
e f:A— B gcA— B aceR: f+g,a-f, f-g

(f +9)(x) = f(x) +9(z), (a-f)x) =a-fz), (f-9)(x) = f(x)-g(z).

e Komposition, Hintereinanderausfithrung:
fiA— B, g: B— Cigof: A— Cmit (go f)(z) = g(f(x)).

e f: A — B heifit bijektiv, wenn jedes Element y € B Bild genau eines Elements
z € A ist. Dann gibt es die Umkehrfunktion (inverse Funktion) f~': B — A mit
der Funktionsgleichung

z = f(y).
Es gilt:

(flof)(z)=2 firallex € A und (fof ')(z)=2 firallexrc B

1.4 Beispiele einfacher Funktionen

e Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten:
Definition 1.1. Sein € N:

- fley)=g-z-...-x=2", A=R
e

n mal

- fla)=27"= 5, A=R\{0}.
Rechenregeln:

Satz 1.1. Firn € Z, n # 0 gilt:

(x-y)" =a"y" (1.1)

Beweis. Fiir n € N gilt:
(@-y)' =@y @y (xy
n;al
=z T-... Yy yYy-....y=xa"-y"

n mal n mal

und
1 1 1 o m



Ublicherweise vereinbart man: 2° = 1 fiir # # 0. Dann gilt (1.1) auch fiir n = 0, falls
x # 0 und y # 0.

Analog lésst sich die folgende Rechenregel zeigen:

Satz 1.2.
Warnung;:

(x+y)" # 2" +y" im Allgemeinen,
sondern

Satz 1.3 (Binomischer Lehrsatz). Firn € N gilt

(z+y)" = i (7;) Z" 7y

=0

Daber bezeichnet (”) den Binomialkoeffizient:

%

i abnehmende Faktoren
% N

(n) nn—1)-...-(n—i+1)

i) 1-2-...-4
—_—

i zunehmende Faktoren

Wurzelfunktion: Umkehrfunktionen von Potenzfunktionen:
Definition 1.2.
— f(z) = V/z ist die Umkehrfunktion von g: A — B, g(z) = 2%, A= B = [0, 00).
— Sein € N. f(x) = /T = xw ist die Umkehrfunktion von g: A — B, g(z) = 2™,
A=DB=10,00).
Man beachte:
Var =z und ({2)" = .
Rechenregel:

Satz 1.4.

1 N 11
(m.y)n:\’fyr:\/g-w:xn-yn

Beweis. Es gilt
r=u" mitu= <z und y=0" mitv= Yy

Dann folgt

ooy = Vur-on = (u-v)t =u-v = Y Yy



Analog lésst sich zeigen:

Satz 1.5.

I
8
3=
S|

Potenzfunktionen mit rationalen und reellen Exponenten:

Definition 1.3. Seiq € Q, also ¢ =" mit m € Z und n € N.
f(z) =2%= am™ firz € (0,00).

Aus den obigen Rechenregeln erhélt man leicht:

Satz 1.6. Fiir alle p,q € Q gilt:

(x-y)?=2a7 y? und (zP)? = xP?

Beweis. Fiir ¢ = mit m € Z und n € N gilt:

(z-y) = /(@ y)m = Yz ym = Yam - Yy =3yl
Analog zeigt man die zweite Formel.

r € R lasst sich beliebig genau durch rationale Zahlen annihern:

lim ¢g=r
q—r, q€Q

Dann lésst sich fiir jeden Exponenten r € R eine Potenzfunktion definieren:
Definition 1.4.

z)= lim 29=2"
f(z) o

Es folgen leicht die Rechenregeln:

Satz 1.7. Fiir alle z,y € (0,00) und alle r,s € R gilt:

(x-y) =2y | und |(z")"=2a""|

Exponentialfunktion:

Definition 1.5. f(z) = a® mit a > 0 (Basis) und x € R.



Wichtige Spezialfille:

1 n
a=10, a=-e= lim <1+—> ~ 2,71828..., a=2.
n

Rechenregeln:

Satz 1.8.

’aﬂy =a”- ay‘ und | (a®)’ = a""?

Logarithmusfunktionen:

Definition 1.6. f(z) =log,z (v > 0) ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunk-
tion a®.
Spezialfille: log,,x = lgz, log,x = ld z, log, x = Inx.

Man beachte
a8 =g, log,a® = x.

Rechenregeln

Satz 1.9.

\b&@4ﬂzb&$+b&ﬂ wm\b&@%zyl%ﬂﬁ

Beweis. Es gilt
r=a" mitu=1log,z und y=a" mitov=log,y.
Dann folgt
log,(z - y) = log,(a" - a”) = log,(a""") = u + v = log, = + log, y.
Der Beweis der zweiten Rechenregel erfolgt analog. O
Trigonometrische Funktionen (Winkelfunktionen):

Definition 1.7.

— sinx, cosx: geometrische Definition mit Hilfe des Finheitskreises

sinx cotr = 1 __ cosT

cosz’ tanz ~ sinz”

— tanx =

Wichtige Eigenschaften:

— Graphische Darstellung

— cosx = sin (x—i—%), sinx = cos (;1:— %)

bt



— Periodische Funktionen:
sin(z + 27) = sinz, cos(z + 27) = cosx
tan(z + 7) = tanz, cot(x + m) = cot x.

— Nullstellen von sin: k- 7 fiir & € Z.
Nullstellen von cos: § + k- 7 fiir k € Z.
Nullstellen von tan: k - 7 fiir k € Z.
Pole von tan: § + k- fiir k € Z.
Nullstellen von cot: § + k- 7 fiir k € Z.
Pole von cot: k- 7 fiur k € Z.

Spezielle Werte:

sin — =

6

=—, sin—=—x=

2 42 2 3

N | —

Rechenregeln:

Satz 1.10.

’sin2m+0082x: 1‘

und (Additionstheoreme):

sin(z +y) = sinz - cosy + cosx - siny

cos(x +y) = cosx - cosy —sinz - siny

geometrische Beweise.

Vi 1 V2 or

Sl — =

V3

2

o Arkusfunktionen: Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktion:

Hauptwerte:

Definition 1.8.

— arcsin: [—1,1] — [=%, 2] ist die Umkehrfunktion von
sin: [—%,2] — [-1,1].
— arccos: [—1,1] — [0, 7] ist die Umkehrfunktion von

cos: [0,7] — [—1,1].

— arctan: ( 00, 00) — (—g, %) ist die Umkehrfunktion von
tan: ( o g) — (—00,00).

— arccot: (—00,00) — ( ,7T) ist die Umkehrfunktion von
cot: (0,m) — (—00,00).

e Hyperbelfunktionen: sinh, cosh, tanh, coth.



Definition 1.9.

1 1
smhxzé(ex—ex), coshav—i(ex—i—ex),
inh h 1
tanhz = Sl x, cothz = C_OS T
cosh x sinhx  tanhz

Rechenregel:

Satz 1.11.

cosh?z — sinh®x = 1|,

Areafunktionen: Umkehrfunktionen von Hyperbelfunktionen
Definition 1.10.

— arsinh: R — R ist die Umkehrfunktion von
sinh: R — R.

— arcosh: [1,00) — [0, 00) ist die Umkehrfunktion von
cosh: [0, 00) — [1, 00).

— artanh: (—1,1) — R ist die Umkehrfunktion von
tanh: R — (—1,1).

— arcoth: (—oo,—1) U (1,00) — R st die Umkehrfunktion von
coth: R — (—o0, —1) U (1, 00).

Rechenregeln

Satz 1.12.

arsinhz = In (x + V2 + 1) und |arcoshz = In (x + Va2 — 1>

und

2 1—=x r—1

artanh z = 1ln (1 —|—x) und |arcothz = %ln <x+ 1)

Beweis. Funktionsgleichung von sinh:

(¢~ )

Funktionsgleichung der Umkehrfunktion:

N —

y:

z=< (e’ —eY)

DO | —

~J



Also gilt:
(%) —2x(e?) —1=0

Daher folgt fiir die positive Losung:

e =+ VvVrz+1

Also
y:ln<x+\/x2+1)
Ahnlich beweist man die anderen Rechenregeln. O

1.5 Beispiele zusammengesetzter Funktionen

e Polynomfunktionen:
f(fE) :ao+a1$+&2$2+...—|—an$”:Zakxk
k=0
a, # 0: n Grad
f(z) = Acos(wz — ¢).
f(l‘) — % = (elnm)27 _ em.ln(x)'

1.6 Stetige Funktionen

Definition 1.11. Sei xy € A ein nicht-isolierter Punkt. Dann heifit f: A — B stetig im
Punkt xy, wenn

lim f(z) = f(xo).

T—X0

f: A — B heifsit stetig in A, wenn f in jedem Punkt von A stetig ist.
Satz 1.13. f, g stetig: f+g,c-f, f-g, 5 (in Punkten mit g(x) #0), go f stetig.

Satz 1.14. Die Potenzfunktionen, FExponentialfunktionen, Winkelfunktionen, Arkusfunk-
tionen, Hyperbelfunktionen, Areafunktionen sind auf dem jeweils geeigneten Definitionsbe-
reich stetig.



Kapitel 2

Differentialrechnung in R

2.1 Ableitung

Definition 2.1. Sei f: A — R eine reelle Funktion und xq € A ein nicht-isolierter
Punkt. Dann heifit f im Punkt xo differenzierbar, falls der Grenzwert

o @) = fa0)

T—Io r — 2o

= [(20)

existiert. f'(xq) heifit Ableitung von f in x.
f: A — R heifit differenzierbar in A, wenn f in jedem Punkt von A differenzierbar
ist. Die reelle Funktion f': A — R, x — f'(z) heifst Ableitung von f.

e Schreibweisen: f'(z9) = 4 (z,) = f(xo).

e Der Ausdruck £E=1(0) peigt Differenzenquotient.

T—x0

e Alternative Schreibweise: Mit & = x¢ + h erhélt man

f(x) = flzo)  flwo+h)— f(xo) iy fl@o+h) = f(xo)
pr— = N und f(:z:o)—}lliré . .

o Fiir
r(h) = f(zo+h) — f(zo) — f'(z0) - h
gilt offensichtlich:
F(wo+h) = f(z0) + f'(w0) - b+ 7(h)
bzw.

f(@) = f(wo) + f'(20) - (x — m0) + (2 — m0)

mit

r(h)=h-p(h) und Jim p(h) = lim (o + h})b — f(=0)

— f'(x0) =0



Mit der Setzung p(0) = 0 gilt die obige Darstellung auch fiir A = 0.
Die Gleichung
y = f(zo) + f'(x0) - (¥ — 20)
ist die Funktionsgleichung einer linearen Funktion, deren Graph die Tangente von f

im Punkt zq ist.

e Physikalische Interpretation: Geschwindigkeit.

2.2 Differentiationsregeln

Satz 2.1 (Summen-, Produkt- und Quotientenregel). Seien f: A — R, g: A — R
reelle Funktionen und xq € A ein nicht-isolierter Punkt. Angenommen, f und g sind in x
differenzierbar. Dann gilt: f + g und f - g sind ebenfalls i1m Punkt xq differenzierbar und es
qgilt:
(f +9)(x0) = f'(x0) + ¢'(20)
(f - 9)'(x0) = f'(w0) - g(w0) + f(0) - g'(w0)

Falls zusdtzlich g(xo) # 0, dann gilt auch
(g)/ (o) = f'(xo) - g(x0) — f(2o) - g'(0)

9(w0)?

Beweis. Produktregel:

(f-g9)(xo+h) = (f - g)(wo)
h
_ f(zo+h)-g(xo+h) — f(z0) - g(z0)
h
_ flawo+h) - g(ao +h) — f(=o) - g(xo + h) + f(@o) - g(wo + h) — f(x0) - g(x0)
h
= Tt =T gy 4 )+ £

9(wo + 1) — g(xo)

h h
Also
(1 9 (o) = lim L0 E N (- 9) ()
— flzli% fxo + h})b — f(m)/'ilzig%)g(xo + hz—kf(xo) (1112% g(xo +h) — g(xo)J

f'(20) 9(wo) g (o)

10



Satz 2.2 (Kettenregel). Seien f: A — R und g: B — R reelle Funktionen mit f(A) C
B. Sei xy € A und f(xg) € B nicht-isolierte Punkte. Angenommen, f ist in xo und g ist
in f(xo) differenzierbar. Dann gilt: g o f ist im Punkt xy differenzierbar und es gilt:

(g0 f) (o) = g'(f(z0)) - f'(w0)-
Beweis.

(g o f)(wo+h) — (g0 f)(xo)

h
oo +h) — g ) _ g(f(w0) + k) — g(f(x0))
h h
mit k = f'(xo) - h+ pg(h) - h.
Es gilt
9(f (o) + k) = g(f(x0)) + g'(f(w0)) - k + py(k) - k.
Also

(go f)(xo+h) = (gof)lx) _ ¢'(f(x0)) -+ py(k) -k

h h
= (9'(f(20)) + pg(k)) - 7 = (¢'(f(x0)) + py(K)) - (f'(z0) + ps(h))

> 7

Daher folgt:

(g0 Y (o) = lim 920+ 1) — (g0 f)lo)

h—0 h
= lim (¢'(f(20)) + py(k)) - (f'(z0) + py(R))

h—0

= lim (¢'(f(x0)) + pg(F)) - lims (f'(0) + ps(h)) = ¢'(f(z0)) - ['(o).

h—0

]

Satz 2.3 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f: A — B eine bijektive reelle Funktion,
xg € A ein nicht-isolierter Punkt. Angenommen, f ist in xq differenzierbar, f'(xq) # 0 und
[~ ist im Punkt yo = f(xo) stetig. Dann folgt: f=1 ist im Punkt yo = f(xo) differenzierbar
und es gilt:

_1v 1 1 1
U = 5] = P ) (e T )
Beweis.
f~Hy) = w) _ 1 _ 1
Y = Yo P
mit y = f(z). Falls y — yo folgt z = f~*(y) — [~ (yo) = w0 wegen der Stetigkeit von f~!.
Daher gilt:
Ol I
y—0 Y — % lim, ., %ﬁ;gxo) f'(x0)

11



2.3 Hohere Ableitungen

e 2. Ableitung: Ableitung der Ableitung

2 .

Schreibweise: f"(zg) = j—xéc(xo) = f(xo),

Interpretation: Kriimmung, Beschleunigung

3. Ableitung: f"(zq) = %(%)

n-te Ableitung: f™(zq) = %L (2)

 dzm

2.4 Die Ableitung spezieller Funktionen

e Exponentialfunktionen: f(z) = e”

€I+h — e €h -1
h h

Es gilt (Beweis spéter):
e*>1+x firallezeR

Daraus folgt:
e">14+x und e *>1—xa firallex >0,

woraus man folgende Abschétzung erhélt:

T -1
1§e <e® fur alle xz > 0.
T
Daraus folgt:
el —1
Somit gilt:
h _
1 = lim e " < lim ¢ < lim M = 1,
h—0 h—0 h h—0
also .
-1
e _1
h
Daher folgt:
h
N\ | 12 T | e’ —1 oz
()] = Jime™ ——l=c

Exponentialfunktionen: f(z) = a® = ()" = e=(@),

Mit der Kettenregel folgt:

() |= ™) - In(a) = na - a”]




e Logarithmusfunktionen: log, z = f~!(z) mit f(x) = a®.

Daher folgt:

1 1
1 "= =
(log, 7) Ina-a°g.z Ilna-x
a=ce .
Inz) ==
(nz) = -
e Potenzfunktionen: " = e"0®
r
9:,7‘ I €T~lnx Lo = ’I“'l’r_l
) -
o Winkelfunktionen
sin(wo + h) — sin(z)  sin ($0 + % + %) — sin (xo + % — g
h B h
B 2 cos (:co + %) - sin (%)
B h
h sin (2
= CO0S <x0+—> . h(Q)
2 h
2
Es gilt (geometrischer Beweis) fiir = € [0, 7]:
. T 1
—sinzcosxr < — < — tanx
2 272
Also .
sin 1
cosx < <
x Ccos T
Daraus folgt:
i SR _ iy, S0 || _q
z—0 x—0 |:L‘|

und daher

(sinz)" = cosx

Weiters gilt:
COS ¥ = sin (m + g)

Daher
/
(cosz)' | = (sin <x + g)) = Co8 <3: + g)
Wegen
; sin x
anz =
cos T

13



folgt aus der Quotientenregel:

cosx - cosT —sinx - (—sinx)

(tanx)

cos? x

1 cos’  +sin’z 5

= 5| = 5 =1+tan“«x
cos? x cos? x
Analog erhélt man

/ 1 2

(cotz) = ———— = —1—cot™x
sin® z

Arkusfunktionen: arcsin z ist die Umkehrfunktion von sin z. Also:

(arcsin z)’

Nun gilt fiir y = arcsinx € [——

il
272

1

cos(arcsin )

cosy =1/1 —siny = V1 — a2

Also

1
. /
arcsinr) = ———
(aresin )/ =~
Analog zeigt man:
(arccosz) = ! (arctan )’ = ! (arccot z)" = !
V12 142 1442

Hyperbelfunktionen: sinhz = $ (e” — ™)

Also

Analog zeigt man:

(coshx) = sinh x|,

und

1

(sinhz)'|= 5 (" +e77) =
1
tanhz) = =1 —tanh®x
2
cosh” x
1
(cothz) = ———— =1 — coth®z
sinh? z

14




o Areafunktionen: arsinh(x) ist die Umkehrfunktion von sinh(x). Also
1

. h ! —
(arsinh z) cosh(arsinh z)

Nun gilt fiir y = arsinh x

coshy = 1/1 4+ sinh®y = V1 + 22

Also
1

arsinhz) = ——

(arsinha) = ———
Analog zeigt man

1
(arcoshz) = — firz > 1
vz —1

und

(artanh z)" = fir || > 1

o fir [z| <1| und |(arcothz) = o

2.5 Minima und Maxima

Sei I C R ein Intervall und f: I — R.
Definition 2.2. Ein Punkt o € I heifit ein lokales Mazimum von f, wenn
f(zo) > f(x) fir alle x € I in einer Umgebung von x.
Ein Punkt xq € I heif$t ein lokales Minimum von f, wenn
flzo) < f(x) fir alle x € I in einer Umgebung von x.

Unter einem lokalen Extremum versteht man ein lokales Minimum oder ein lokales Maxi-
mum.

Satz 2.4. Ser I C R ein Intervall und f: I — R. Sei xy ein innerer Punkt von I und f
st in diesem Punkt differenzierbar. Dann gilt: Falls xo ein lokales Extremum ist, folgt

f'(zo) = 0.
Beweis. Beweis fiir den Fall, dass zq ein lokales Maximum ist. Fiir hinreichend kleine Werte
h > 0 gilt:
f(xo—h) < f(zo) und  f(xo) > flzo + h).

Daher folgt:
f(zo+h) — f(xo)

JU(IO) - hli%lJr h =0
und h
f/(l‘o) _ hli%lJr f(xO - _)h_ f(IO) >0
Also: f'(xg) = 0. O
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2.6 Taylor-Polynom, Taylor-Reihe

Sei I C R ein Intervall, zg € I sei ein innerer Punkt von I, und sei f: I — R eine reelle
Funktion, die im Punkt x( differenzierbar ist. Dann gilt

f(x) = f(zo) + f'(z0)(z — 20) +7(x — x0)

(. J
~~

Tl .T)

Offensichtlich gilt:
Ti(xo) = f(xo) und T(zo) = f'(x0).

Das Polynom Tj(z) vom Grad 1 besitzt also an der Stelle zy den gleichen Funktionswert
und die gleiche Ableitung wie f(z).
Sei f 2-mal differenzierbar. Wir bestimmen nun jenes Polynom 7T5(z) vom Grad 2, also

Ty(z) = ag + a1(z — x0) + as(z — 0)?,

das zusétzlich an der Stelle xy auch die gleiche zweite Ableitung wie f(z) besitzt. Es gilt:
TQ(I()) = Qop, TQI(JZ()) = daq, Tél(l‘o) = 2(12.

Also muss gelten:
ap = f(wo), a1 = f'(v0), 2az= f"(x0)
und wir erhalten

f//(x())
2

Ty(x) = f(xo) + f'(w0)(x — o) + (z — m)*.

Sei f 3-mal differenzierbar. Wir bestimmen nun jenes Polynom 7T3(z) vom Grad 3, also
Ts(z) = ag + a1(z — 20) + az(z — 20)* + as(z — x¢)?,
das zusétzlich an der Stelle zy auch die gleiche dritte Ableitung wie f(z) besitzt. Es gilt:
T3(xo) = ag, Ty(xo) = a1, Ty (xo) =2aq, T3 (x0)=2-3-as.
Die Bedingungen an ag, a; und ay sind unverandert. Zuséatzlich muss gelten:
2-3-a3 = f"(xg)

und wir erhalten

Ty(x) = flao) + (o) — m0) + T ()2

f‘///(l,o)
2-3

(z — x0)>.
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Setzt man diese Uberlegungen fort, so erhilt man fiir jenes Polynom 7}, (x) vom Grad n, das
an der Stelle xy den gleichen Funktionswert und die gleichen Ableitungen bis zur Ordnung
n wie f(z) besitzt:

To(x) = f(z0) + f(w0) (& — 70) + "éf()) (z—20)2 + 2 ;fo (x — 20)?
(4) (n) noofr@)
e e s T o g < 3 S

wobei ! die Faktorielle bezeichnet, also
0)=1 und k!'=1-2-...-k furk>1.
T, (z) heifit das n-te Taylor-Polynom.

Satz 2.5 (Taylor-Formel). Seien I C R ein Intervall, xo € I ein innerer Punkt von I und
f: 1 — R (n+ 1)-mal stetig differenzierbar in I. Dann gibt es zu jedem x € I eine Zahl
0 € (0,1), sodass:

"L O (g _ (1) (1 ¥ — 70 1
flz) = Zf@-—(!)(m )+ ] ((ni 61() = 00)) (g gyt
) Tn‘(,a:) ’ R;EOC)

Beweis. n = 0:
f(x) = f(xo) + f(xo+ 0(x — x0))(x — x0)

Wir betrachten
r—1

F(t) = [f(&) = £(0)] = 7 [f(x) = (o)

Es gilt: F(zg) = F(zr) = 0. I ist eine stetige Funktion. Sie besitzt daher ein lokales
Extremum an einer Stelle £ = z¢+ 0(x — ) zwischen xo und z. F' ist in £ differenzierbar.
Daher

(&) =0
Nun gilt:
F(0) = ~7'(0) + —— (@) = f(ao)
Also )
Q)+ T @)~ fla)] =0

Daraus folgt:
f(z) = f(zo) = f'(§)(x — x0).
Im allgemeinen Fall geht man &dhnlich vor: Wir betrachten

" oF() , T — )l LIOTEN ‘

xr — )" t!
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Es gilt: F(zg) = F(z) = 0. I ist eine stetige Funktion. Sie besitzt daher ein lokales
Extremum an einer Stelle £ = x¢+ 0(x — ) zwischen xo und z. F' ist in £ differenzierbar.
Daher

F(§) =0
Nun gilt:
n (i+1) (4)
o =-r0- Y [Fr e - i - o]
n+1)(x—t)" "L @D (zg ;
( (z —)ago)"H) [f _;f z(' )(x_ 0)]
Es gilt
T (i) ) |
~ro-Y [P - - o]
=10 [Le-0-r0] - | Gle- - Ll -]
(¢ L -
(n+1)

_ _f w (t)( —t)n.

Also
(n+1) nt D) (r — ) ") (2
P =L O gy 02D [f(x) B PEALCIIFE w]

Aus F'(¢) = 0 folgt

(n+1) nt Dz — ) "0 (2 |

E g = X DEDD [f(x) -y Tl w]
und daraus sofort die Behauptung. [
Der Ausdruck
f(n—i-l)(gjo +0(x — .To)) (—z )n+1

(n+1)!
heifit die Lagrangesche Form des Restgliedes.
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Monotonie von Funktionen

Definition 2.3. Seien A, B CR und f: A — B.

[ heifst monoton wachsend <= Fir alle v,y € A mit v <y gilt: f(x) < f(y).
f heifst monoton fallend <= Fiir alle x,y € A mit x <y gilt: f(x) > f(y).
f heifit streng monoton wachsend <= Fiir alle x,y € A mit x <y gilt: f(z) < f(y).
f heifit streng monoton fallend < Fir alle x,y € A mit x <y gilt: f(x) > f(y).

Satz 2.6. Sei f: (a,b) — R stetig differenzierbar. Dann gilt

e f ist genau dann monoton wachsend (fallend), wenn f'(z) > 0 (f'(z) < 0) fir alle
x € (a,b).

o Fualls f'(x) >0 (f'(x) <0) fir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton wachsend
(fallend).

Beweis. Angenommen f ist monoton wachsend. Dann gilt fiir A > 0:
flz+h) > f(x).
Also

o) — i L0 = 1)

> 0.
h—0 h 0

Angenommen, f'(z) > 0. Fir z < y folgt dann:

fy) = f(x) +f/<l'+€£y—x)2(y—w) > 0.

Also ist f monoton wachsend. Falls f'(x) > 0, folgt mit dem selben Argument, dass f
streng monoton wachsend ist. [

Lokale Extrema

Satz 2.7. Sei I C R ein Intervall, f: I — R sei 2 mal stetig differenzierbar. Sei xqy ein
innerer Punkt von I mit

f'(xo) =0 wund f"(zq) >0(<0).
Dann ist xg ein lokales Minimum (Maximum,).

Beweis. Da f” stetig ist und f”(x¢) > 0, gibt es ein Intervall um zo, in dem f” positiv ist.
Sei z ein Punkt aus dieser Umgebung von xy. Dann gilt:

F(&) = Flwo) + (o) — o) + L0 T gfw — 7))
SN—— !

=0 2"0

(z — 20)* = f(x0).

J/
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Approximation einer Funktion durch Taylor-Polynome
Beispiele:
e Das Taylor-Polynom T3(z) von f(x) = sinx an der Stelle zo = 0:

—sin0
Tt =
2!

Ty(x) =sin0+cos0 -z +

Also
sinx =z + Ry(x)

mit dem Restglied

Abschétzung des Restgliedes:

| Ro()] <

e Das Taylor-Polynom T3(z) von f(z) = cosx an der Stelle zy = 0:

—cos0 in 0 2
T3(z) = cos0 —sin0 -z + (;C!)S -x2—|—81; -x?’:l—%

Also
72
cosx =1— 5 + Rs(x)

mit dem Restglied

Abschéitzung des Restgliedes:

1
|Rs(z)| < 2 i

e Das Taylor-Polynom T3 (z) von f(z) = y/x an der Stelle o = 1:

1 1\ 1 _s 1 1
/ — T3 " _(_ Y, -5 _ =
Also ) ]
Vi=1l+=(z-1)——=—=(x—-1?2 mit&=1+0(x—1)
—2  8&V¢ ,
Tl(x) R, [E)
Abschéatzung des Restgliedes:
Ri(x)] < s(x—1)? fiir v > 1
= Bxl\/g(m -1  firzr<l1




Taylor-Reihen

Die Folge der Taylor-Polynome nennt man Taylor-Reihe. Schreibweise:

m O (g | ) (g |
(£ ) -5

=0

Falls lim,, .., R,(z) = 0, dann folgt

(Z .
f(z) = lim T,(x) = lim Z f (x — x0)".
Schreibweise fiir den Grenzwert:
. - f(i)(%) i Oof() i
iy 32 Ly .

In diesem Sinne:

Beispiele von Taylor-Reihen:

o [() = @y =0 [O(a) = "
Taylor-Reihe:
- 1 1
Z — —1+x+—:v +§x +.
— il
Restglied:

R,(z) = mx"“ — 0 firn — oo.
n !

folgt leicht aus der Ungleichung:

n! >nt.
Also:
T _ G 1 z_l 1 2 3
e —Zgﬁx = +x+§x +§x +
e f(x)=sin(z), xo =0
sinz fir e =4y
sm(‘)(x): cos T firi=45+1

—sinz  firi=45+2
—cosx fliri=45+3

21



Taylor-Reihe:

La, s 14 _m(—l)i 2i+1
SR T TR i’
Restglied:
sin™(0-z) ., .
Ry(z) = ————;2"" — 0 fiir n — oo.
(n+1)!
Also ‘
; _ S (_1)Z 2i4+1 _ L 4 L 5 L 7
smx—zmz —x—gx —|—5x—ﬁa: + -
Analog zeigt man:
_Oo(—l)Z 2 _ Ly 14 6
cost =3 e =1 g b gt gt

flz) == —, 29 = 0. Fiir ¢ > 1 gilt:

Taylor-Reihe:

if(i)(o)xi:iﬁx :ix’_1+x+x +a° +.

i=0 ’ i=0 i=0

Es gilt (endliche geometrische Reihe) fir « # 1:
1 — " n+1
Z i
und daher

1 ~ 1 1—gntt  gnt!
R (x) = — ‘= - = 0 falls |z] < 1.
(@) 1—=z i:0$ 11—z 11—z -z alls |z

Also gilt fiir |z] < 1 (geometrische Reihe):

1
1 —

:in:1+m+x2—|—x3+x4—l—...
i=0
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o f(z)=In(l+2), xo=0. Furi > 1 gilt:

FO@) = (<17 i = D11 +2)

Taylor-Reihe:

—fP0) ; DT (D)
Zf@"()xzz( )i'( )w:Z( )

i=0 ' i=1 ) i=1

Es ldsst sich fiir x € (—1, 1] zeigen:

(=n— LR
n(l+x) ;1 T =T -5 —I—Bx 1
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Kapitel 3

Integralrechnung in R

3.1 Stammfunktion

Definition 3.1. Set I C R ein Intervall und seien f: [ — R und F: I — R reelle Funk-
tionen. F heifst Stammfunktion (unbestimmtes Integral) von f <= F ist differenzierbar
und F' = f.

e Falls F' eine Stammfunktion von f ist, dann ist F' + C' mit einer Konstanten C' € R
ebenfalls eine Stammfunktion. C' nennt man Integrationskonstante.

e Schreibweise: [ f(z) do = F(z)+ C.

([ 10 ar) = s

Falls f differenzierbar ist, gilt offensichtlich, dass f Stammfunktion von f’ ist:

e Mit dieser Schreibweise gilt:

/f/(x) de = f(x)+C.

3.2 Stammfunktionen spezieller Funktionen

e Potenzfunktionen: es gilt (") = r-2"~!, also ("’“;—T)/ = 2" ! fiir r # 0. Mit der Setzung
a = r — 1 erhalten wir also fiir o # —1:

$a+1
/xadx: +C
a+1

Spezialfall « = 0: [1dx =z +C.
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Spezialfall & = —1: es gilt (In |z])’ = 1. Also:

1
/—dx:1n|a:]+C
T

Exponentialfunktionen: es gilt (a®)’ = Ina - a*, also (%)/ = a”. Fiir a # 1 erhalten

wir also:
a/ac
/ a® dx = +C

Ina

Spezialfall: a = e: [e* dz =e"+ C.

Logarithmusfunktionen: es gilt (z - In |z| — z)" = In |z|. Also

/ln|x| de =z -Injz| -2+ C

logg || _

Wegen e l*l = |z| = gl8al*l = (elne) el alosalel folgt: log, # = £ und daher:

1
/loga|x| dx = m(m-lnm —z)+C

Winkelfunktionen: Es gilt (sinz) = cosz und (cosx) = —sinz, also (—cosz) =
sinz. Daher:

/sinxdx:—cosx+0 und /Cosxdx:sinx+0

_ 1
cosT

Es gilt: (In]|cosx|) - (—sinz) = —tanz. Also

/tanx dx = —In|cosx| + C

Analog folgt:

/cotx dr =In|sinz| + C

(cotz) = ———. Also

Es gilt: (tanx) =

1 1
/ dr =tanz + C| und / 5 dr = —cotx +C

cos? x sin® x
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e Hyperbelfunktionen: Analog zu den Winkelfunktionen erhélt man:

und

und

/sinhx dx = coshx + C

und

/tanhx dxr =1In|coshz| + C

und

cosh” x

1
/—2 dr = tanhz + C

und

/cosh:c dr = sinhz + C

/COchE dr =In|sinhz| + C

sinh? z

1
/—d:c:—cothx+C

e Aus den Differentiationsregeln fiir die Arkusfunktionen folgt sofort:

1
—d
/\/1—1‘2 !

= arcsinz + C = —arccosz + Cy  fiir |z] < 1

mit Cg = Cl + g und

1+ 22

1
/ dr = arctanx + C] = — arccot x + Cy

e Aus den Differentiationsregeln fiir die Areafunktionen folgt sofort:

und

und

und

| o

dr = arsinhx + C = 1n <x+\/x2+1> +C

2

1
/—1 dx:arcoshx+C:1n(x+\/x2—1)+C flirz > 1
x

1—22

1 1
/ da::artanh.r—l—C’:§ln(

1
+x)+C’ fir |z] <1
11—z

2 —1

/ ! dzz—arcothx%—C:—lln(
2 T

z+1
—1

)+C’ fir |x| > 1
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3.3 Integrationsregeln

Satz 3.1. Sei I C R ein Intervall.

1. Seien f: I — R und g: I — R reelle Funktionen mit Stammfunktionen F und G.
Dann ist F + G eine Stammfunktion von f + g:

[+ g do = [ 1) do+ [ o) ar
2. Sei c € R. Dann ist c- F eine Stammfunktion von c- f:

/[c.f@)} da::c~/f(:c) da.

Beweis.
(F+G)(x) = F'(z) + G'(x) = f(z) + g(2).
(c- F)(z) =c-F(z)=c- f(z).
O

Satz 3.2 (Partielle Integration). Seien f: I — R und g: I — R differenzierbare reelle
Funktionen und ¢ = f - ¢’ besitze eine Stammfunktion ®. Dann ist f - g — ® eine Stamm-
funktion von f’-g:

/f’(iE) . g(m) dr = f(x) . g(x) — /f(x) . g/(:E) do.
Bewezis.

(f-9=2)(x)=[f(z) g(x) + f(z) g (x) - '(x)

Satz 3.3 (Substitutionsregel). Seien I,J C R Intervalle. Seien f: J — R eine reelle
Funktion mit Stammfunktion F, g: I — R eine differenzierbare Funktion mit g(I) C J.
Dann ist F o g eine Stammfunktion von (fog)-¢'.

[ @ da= [ o) g0 dt it w= gt
Beweis. Mit der Kettenregel gilt:
(F'og)'(t) = F'(g(t)) - g'(t) = fg(t) - 4'(1).
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Zwei weitere einfache Integrationsregeln (Spezialfélle der Substitutionsregel):

e Seien a,b € R mit a # 0. Sei f: R — R eine reelle Funktion mit Stammfunktion
F:R — R. Dann ist G: R — R mit G(z) = 1 - F(a- 2 +b) eine Stammfunktion der
Funktion ¢g: R — R mit g(z) = f(a -z +b).

Beispiel:

1 1
dr == 1n|2 11+ C
/295—1—1 x 2n|a:~|—|—|—

o Es gilt

g . / it fla) = L
[ G5 = [ st e min g =

Aus der Substitutionsregel folgt:

/f(g(t))g'(t) dt = /f(x) dr =In|z|+C mit z = g(t).

Also

9O b
/Mﬂﬁ_1mm+a

Beispiel: f(x) = cosz:

/sin:c d:);z—/];(;:) de = —In|f(z)|+C = —In|cosz| + C

COs T

3.4 Beispiele

e Partielle Integration:

/m~emdx—/(e:”)/~xdx—x-em—/e$dx—x~ex—ez—|—C'

e Partielle Integration:
/sinzx dx = /(—cosx)’~sinx dx = —cosz -sinz — /(—Cosa:) cosx dx
= —cCosx - sinx+/c082x dz
= —cosz-sinx + /(1 —sinz) dx
= _cosx-sinx+x—/sin2$ dz

Also

2/31112:6 dr =z —sinx -cosz
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und somit

1
/sian dr = 5(:6 —sinx - cosx) + C

e Partielle Integration: Fiir j > 1 gilt:

1 t 2t>
-t = () [ ———— at
/ (2 + 1)) CES j)/ (& + 1)t
t t?

= 42— 4
oy Y

t [P+ 1-1
(24 1) +2‘7/ (12 + 1)7+1 dt

1

t 1
=2 [ o dt -2 | o dl
(ﬁ+1y+_]/kﬁ+1y j/kﬂ+1VH

Also

1 t 1
2j — dt = . 27 —1 ——Q dt
j/k#+&yﬂ (ﬁ+1y+(] )/kﬁ+1y

/ O S— Qj_l/ L4
(124 1)+ 7 25(#2 4+ 1)d 27 (t2 +1)7

] — j—1: Fiir 5 > 2 gilt:

Somit

1 B ¢ 2j — 3 1
@ - et wre

Spezialfall j = 1:

1
/t2+1 dt = arctant + C

Spezialfall j = 2;

/ L ! +1/ L L Lictant+c
——dt=——— + = = ———— + —arctan
(2 +1)? 22 +1) ' 2) 2+1 22 +1) 20"

e Substitutionsregel:

/\/1—x2 dr fir |z] <1

Mit = = sint = g(¢) fiir t € [—%, Z] folgt:

1
/\/1—:1:2 d:z::/\/1—sin2tcostdtz/cothdt:é(t—{—sint-cost)—l—C'
1
:§<arcsinx+x~\/1—x2)+0
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e Substitutionsregel:

/v1+$2 dx

Mit x = sinht = ¢(¢t) fiir t € R folgt:
1
/\/1+x2 dx:/\/1+sinh2tcosht dt:/costhdt:§(t+sinht-cosht)+0
1
=3 (arsinhx+x-\/1+x2> +C

e Stammfunktionen von rationalen Funktionen:

f(z) = % mit Polynomen p(z), ¢(x).

Polynomdivision:
p(x) = s(x) - q¢(x) + r(z) mit Polynomen r(x), s(x), degr(z) < degq(z)
Faktorisierung von ¢(z):

q(x) = C(SL’ _ xl)m . (.13 _ IL‘Q)W A (I _ «Tm)rm
(A @)t (P per @) - (27 paz )™
mit r;, s, € N und z;,p;,¢; € R, p? < 4g;.
Partialbruchzerlegung:
- il bijI + Cij

_ 2 . AY;
zljlx i) zlj1<x+p2x+qz)]

Die Zahlen a;;, bj; und ¢;; lassen sich durch Koeffizientenvergleich bestimmen.

/f(a:) dx:/s(:zr) daH—iiaij/m da

i=1 j=1
+Zn:i{bij/ - .d:v—l—c,]/ ! dz
i=1 j=1 (332 =+ bix + ql)J ($2 + Dix —+ Q’L)
[
[ R L
(:L' - xi)] T i1 ez T fiir ] > 1
[ ]

1
(22 4+ pix + ;)7 2 (22 + pix + ¢;)7 2 (22 + pix + ;)7
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2% + p; g (x) In|g(x)] fir j =1
2 - dr = = dr = 1 1 ..
(37 + pix + Qi)] g($>J T 19T fur 7> 1
mit g(x) = 2% + p;x + ¢;. Also
/ 21 + p; p In |22 + pix + g4 fir j =1
y x = .o .
(2% + pir + ;)7 —jﬁm fir j > 1
[ ]
2 . i\ 2 2 . . ng
T+ pir+q = ZL‘—FE +d; mitd;, = qi—z
Also
1 B 1 1 1
2 A T i\ 2 -2 N\ 2
Chprta (e+B) +d 4 (2o+2) +1
Daher
1 1 1
/ - dr = —= / - dx
(22 + piw + q;)7 d;’ ) N2 j
Mit .
t:d_ix+2pc;i alsox:di-t—%: (t)

folgt mit der Substitutionsregel

1 1 1 1 d;
/ 2 - dr = 2"/ ‘d‘r:_g"/—4
(22 + piw + ¢;)7 d;’ [ _ J d;’ (t2+ 1)
-

1. Beispiel:
x4 2
f($) - xQ -1
Polynomdivision
3 2 T+ 2
t+2=z- (z°—1)+x+2 also f(r) =2+ — 1
l‘ —
Faktorisierung

??—1=(x+1)-(z—1)

Partialbruchzerlegung:

r+2  w n Qo
2—-1 x41 x—-1
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Multiplikation mit % — 1:

r+2=a-(r—1)+ay - (x+1)=(a1+a) x—a+ay

Koeffizientenvergleich
1
ap+a=1 und —-—a+ta=2 =— a1:—§, g =
Daher ) ) 5 .
f(x):x_ﬁ.qul—i_i.x—l
Stammfunktion

1 1
/:1:—{— /xdm——/ d:zc—|—§-/ !
x+1 2 r—1
x?
2

3
— ln|x—|—1|—|——ln]:c—1|

. Beispiel:

Partialbruchzerlegung:

1 _ar  ay  br+c
w222 4+1) 22 2241

Multiplikation mit z%(z? + 1):

l=a; -o(z®+1)+ay- (2> + 1)+ (b +¢) - 2°
=(ay+b)- 2>+ (ay +c¢)-2° +ay - v+ ay.

Koeffizientenvergleich:
as=1, a1 =0, c=—-ay=-1, b= —a =
Daher . .
Jw) = 2 2?41
Stammfunktion

1
/x2(m2 dx—/—dx—/x2+1d:v

= —— —arctanz + C
x
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3.5 Das Riemann-Integral
Sei f: [a,b] — R eine reelle Funktion. Wir zerlegen das Intervall in n Teilintervalle

a=20 <11 <...<Tp_q1 <xp,=0>

Zerlegung 7 = {xg,z1,...,Tp}.

Léange des Teilintervalls [zy_1, zx]: Axy =z — 25_1.
e Feinheit der Zerlegung h = max{Axzy: k=1,2,...,n}.
e Zwischenpunkte: £ = (&1,&, ..., &,) mit & € [Tg_1, Tkl

Riemann-Summe

S(f,2,€) =Y [ (&) - Awx
k=1

Definition 3.2. Fine Funktion f: [a,b] — R heifst genau dann Riemann-integrierbar (kurz
R-integrierbar), wenn der Grenzwert

n b
S 2:6) = i > (66 A = | 1w o

existiert. Wir definieren zusdtzlich

/baf(a:) dz = —/abf(:v) dz.

Man nennt fab f(z)dz ein bestimmtes Integral. Alternative Schreibweise fiir a < b:

b
/f(x) dx = [b]f(ﬁ) dzx.

Es gilt (ohne Beweis):
Satz 3.4. Wenn f: [a,b] — R stetig ist, dann ist f R-integrierbar.

Das so genannte Lebesguesche Integrabilitéitskriterium gibt genaue Auskunft, unter
welchen Bedingungen eine Funktion R-integrierbar ist: f: [a,b] — R ist genau dann R-
integrierbar ist, wenn f beschréinkt ist und wenn f fast iiberall stetig ist.

Es gelten folgende wichtigen Aussagen fiir das bestimmte Integral:

Satz 3.5. Seien f: [a,b] — R und g: [a,b] — R R-integrierbar und ¢ € R. Dann gilt:

33



~

. f+gundc- f sind R-integrierbar mit

[ o) w= [ @ ars [ o ar
[ s ar=e [ 1) as

2. Fiir alle ¢ € (a,b) sind fha g und f|[C . R-integrierbar und es gilt:

/acf(x) dx+/cbf(x) dx:/:f@) da

Falls f(x) < g(z) fir alle x € [a,b], dann

/a () do < / g(a) dr.

|f| ist R-integrierbar und es gilt

Co

+~

b
1) du g/ F(@)] do < (b—a) - sup{|f(2)]: = € [a,B]}.

(&

. 2%, g* und f - g sind R-integrierbar und es gilt (Cauchy-Schwarz-Ungleichung):

< J / e de \/ / g0 da.

Beweis. Die Existenz der Integrale folgt fiir stetige Funktionen aus dem obigen Satz, im
allgemeinen Fall mit Hilfe des Lebesgueschen Integrabilitdtskriteriums. Die behaupteten
Identitdten oder Ungleichungen zeigt man zuerst fiir Riemann-Summen und fiithrt anschlie-
Bend den Grenzwertiibergang durch, z.B.:

x) dx

n

D IF(&) +g(&n)] - Ay = fok A:ck+zggk ) Ay,

: —>/f d:z:—l—/()d
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3.6 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz 3.6. Seien a,b € R mit a < b. Dann gilt:
1. Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist F': [a,b] — R mit

differenzierbar und es gilt F' = f:

([ 10 ) = s

F st also eine Stammfunktion.

2. Sei f: [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt:

b
[ 1@ de=s0) - 1@,
Beweis. Zu 1.: Fiir zg,z € [a,b] mit = > x( gilt:
xr — X :L’—xo {/f dt_/ f dt]

:x_xo Ua f(t) dt+/m0f(t) dt—/axof(t) dt] :x_lxo /m:f(t) dt

F@) = Flwo) gy 1 / [F(t) — fx0)] dt

r — TIg T — 2o zo

Also

und daher
%ﬂm - f(%)‘ < sup{|f(t) — f(zo)| : t € [x0, 2]} — 0 fiir & — xo.

Der Beweis fiir z < xy verlauft vollig analog
Zu 2.: Sowohl f(z) also auch [ f'(t)dt sind Stammfunktionen von f’(z). Also gibt es
eine Konstante C' mit

= /x fl(t)dt + C.
Fiir x = a folgt daher: f(a) = C, also '
+ / ’ f(t)dt
Daraus erhélt man die Behauptung fiir x = b. [
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Ahnlich wie den zweiten Teil des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
zeigt man die folgenden beiden Sétze:

Satz 3.7 (Partielle Integration). Seien f: I — R und g: I — R stetig differenzierbare
reelle Funktionen. Dann gilt

[ @ gle) o = f0) - 90) - fl@) -9(0) - [ @) o' (@) da
b

Beweis. Aus dem entsprechenden Satz fiir unbestimmte Integrale (Stammfunktionen) und
dem Hauptsatz folgt sofort, dass es eine Konstante C' gibt, sodass:

/az () - g(t) dt = / f(t) ) dt+C.

Fiir x = a folgt: 0 = f(a) - g(a) + C, also

/ " P - g(t) di = f(x) - g(x) — f(a) - gla) - / CH(0) - g0) de

Daraus erhélt man die Behauptung fiir x = b. [

Satz 3.8 (Substitutionsregel). Seien f: [¢,d] — R eine stetige Funktion, g: [a,b] — R
eine stetig differenzierbare Funktion mit g([a,b]) C [¢,d]. Dann gilt:

g(b) b
/ f(x) dr = / Flolt)) - g'(t) dt
g(a) a

Beweis. Aus dem entsprechenden Satz fir unbestimmte Integrale (Stammfunktionen) und
dem Hauptsatz folgt sofort, dass es eine Konstante C' gibt, sodass:

/ f(z dm—/f t) dt + C fiir alle y € [a, b].

/ " fa) do =

Fiir y = a folgt:

also
9(y) g(a)
/ f()dx— f(x dx—/f g'(t) dt.
/ fla
Daraus erhélt man die Behauptung fiir y = b. ]
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3.7 Uneigentliche Integrale

Integrale unbeschréankter Funktionen auf beschrankten Intervallen und Integrale auf unbe-
schriankten Intervallen als Grenzwerte von Riemann-Integralen.

e Beispiel: Das Riemann-Integral der unbeschrankten Funktion
—= fir t £ 0
f(t)=q Vi i
0 firt =20

auf dem Intervall [—1, 1] existiert nicht. Das uneigentliche Integral

/ f(t) dt = lim f()dt+xli%l+/x f(t) dt

z—0—

existiert fiir die obige Funktion: f(t) besitzt die Stammfunktion F'(¢) mit

—24/|t fiir ¢
F(t) = VIt tr ¢t <0,
+24/1t fir t > 0.

Fir z < 0 gilt:

/ f(t) dt ==2/|z|+2—2 firz—0.

~1
Fiir x < 0 gilt:

/lf(t)dt:2—2 2] — 2

/_tf(t) dt =

Also

e Warnbeispiel: Fiir die Funktion

auf dem Intervall [—1, 1] gilt fiir ¢ > 0:

—€ 1
/ f(t)dt—l—/f(t)dtzln|5|—ln1—|—ln1—ln|5|:0
-1 €

Daher existiert natiirlich auch der Grenzwert fiir € — 0:

lim {/:Ef(t) dt+/€1f(t) dt} —
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Diesen Grenzwert nennt man den Cauchyschen Hauptwert. Das uneigentliche Integral
existiert nicht, da die einzelnen Grenzwerte nicht in R existieren:

—€ 1
/ f(t) dt - —oo fire — 0 und / f(t) dt - +oo fiir e — 0.
-1 €

e Beispiel:

/ e'dt=1lm | e'dt=lim [-e*+1] dt =1
0 r—00

—
0 r—0Q0

e Warnbeispiel

2km
. . . 2k
lim sinz de = lim [—cosz]|) =-14+1=0.
keN, k—oo kEN, k—o0 0
Trotzdem existiert das uneigentliche Integral nicht!
2km+m St
. . . T
lim sinx dr = lim [—cosz] =0+1
keN, k—oo keN, k—oo 0

Alle Rechenregeln gelten auch fiir uneigentliche Integrale, vorausgesetzt alle auftretenden
uneigentlichen Integrale existieren.

e Beispiel Gamma-Funktion: Fir x € R\ {0,—1,-2,...}:

I'(z) = / t" et dt.
0

Es gilt (siche Ubung):

/ the~! dt = —t"e”"| " +n / et dt
0 0

0

Also: T'(n 4+ 1) = n - T'(n). Daraus folgt: I'(n + 1) = n!. (Beachte I'(1) = 1.)
e Substitutionsregel:

[t o= 2 [Tt
—00 O 2 ©

oV 2T
2

> q 1 [ 1
= oV2 —t712et gt = —/ V2t gt = T
o\ 27 /0 2 VT Jo

™

3
pO| =
~_

(3 (%)2 =t,dh: 2 = p+0v2t) weil man zeigen kann: T' ()

JT.
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Kapitel 4

Differentialgleichungen in R

4.1 Grundbegriffe

e Ordnung einer Differentialgleichung: Ordnung der héchsten Ableitung der gesuchten

Funktion

e explizite Differentialgleichungen
1. Ordnung 3/ (z) = f(z,y(z))
2. Ordnung  ¢"(z) = f(x,y(x),y'(z))
n-ter Ordnung  y"™(z) = f(z,y(z),...,y" V(x))
implizite Differentialgleichungen
1. Ordnung  F(z,y(z),y (z)) =
2. Ordnung  F(z,y(2),y'(2),y"(z)) = 0
n-ter Ordnung  F(z,y(z),...,y" V(z),y™(x)) =0

e lineare Differentialgleichungen
1. Ordnung  ay(x)y'(z) + ao(x)y(x) = f(z)
2. Ordnung  ay(2)y"(x) + ax(2)y/(x) + ao(x)y(x) = ()
n-ter Ordnung  a,(z)y™ (x) + ... + a1 (2)y' () + ao(2)y(x) = f(x)
lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
1. Ordnung a1y (z) 4+ agy(x) = f(x)
2. Ordnung  agy”(z) + a1y (z) + agy(z) = f(x)
n-ter Ordnung  a,y™ (z) + ... + a1y () + apy(z) = f(z)
homogene lineare Differentialgleichungen: f(z) = 0.

an(2)y™ (@) + ... + ar(2)y'(2) + ao(x)y(z) = 0
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e Kurzschreibweise: F(x,y,...,y" Y, y™) =0

4.2 Einfache Beispiele

1.
Y(z) = f(x)
Losungen
) = [ o) da
2.
y'(x) = f(z)
Losungen
y(x) :/F(x) dr mit F( ):/f(m) dx
3.
Y (x) =y(x)
Lésungen
y() =C e
4.
y'(x) = y(x)
Losungen
y(r) =Cy- e+ Cy-e =) -sinhx + Cf - coshx
5.
y'(z) = —y(z)
Losungen

y(x) = Cy -sinx + Cy - cosx

4.3 Separable Differentialgleichungen

Trennung der Variablen:

Kurzschreibweise
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Durch Integration erhélt man:

/g(z) dz:/f(a:) dr mit z=y(z)

Beispiel:
y(z) +a-y@) =0

Trennung der Variablen

/
Yy (x)2 .
y(x)
Integration:
1 1, 2
— == C al = -
(D) 5% + also  y(x) oo

4.4 Differentialgleichungen 1. Ordnung mit homoge-
nem f

y'(z) = flz,y(@))

mit einer rechten Seite, die die folgende Bedingung erfiillt:

ft-z,t-y)= f(x,y) fir allet.

Kurzschreibweise

Ansatz: y(z) = x - v(z):
x-v(x)+v(x) = flz,z-v(x)) = f(1,0(x)).
Anschlielend: Trennung der Variablen.
Beispiel:
z-y(z) =2y(x)+x also y'(z)=

Ansatz: y(z) = x - v(z):

1
-V (z) +v(x) =2v(z)+1 also =—
T
Integration:
In|v(z)+ 1] =In|z|+C also v(z)=C"-2z-1
Losung: y(z) = C" - 2? — .
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4.5 Lineare Differentialgleichungen

Allgemeine Eigenschaften linearer Differentialgleichungen:

Satz 4.1. 1. (Superpositionsprinzip) Wenn y,(x) und yo(z) Lésungen der homogenen
Differentialgleichung (4.2) sind, dann ist auch ¢y - y1(x) + ¢o - y2(x) eine Lisung der
homogenen Differentialgleichung (4.2).

2. Wenn y,(x) eine Lisung der inhomogenen Differentialgleichung (4.1) und ypom ()
eine Losung der homogenen Differentialgleichung (4.2) sind, dann ist y,(2) + Ynom ()
eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (4.1).

3. Wenn yi(x) und ys(x) Liosungen der inhomogenen Differentialgleichung (4.1) sind,
dann ist ya(x) — y1(x) eine Lisung der homogenen Differentialgleichung (4.2).

4. Jede Lisung yinn(x) der inhomogenen Differentialgleichung lisst sich als Summe ei-
ner partikuldren Losung y,(x) der inhomogenen Differentialgleichung (4.1) und einer
Lésung ypom(x) der homogonen Differentialgleichung (4.2) darstellen.

4.5.1 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

In expliziter Form:
y' () +a(x)y(z) = f(z)

e Homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

y'(z) +a-y(x)=0

Setzt man den Ansatz y(z) = e** in die Differentialgleichung ein, erhiilt man die

Bedingung A = —a und daher die Losung:

yw)=ce

e Homogene Differentialgleichung mit variablen Koeffizienten: separable Differential-
gleichung

y(2) = —alx) - y(z) also

Integration

In|y(z)| = —/a(:v) dx + C also ‘y(:p) — .o Jal@) dz

e Bestimmung einer partikuldren Losung der inhomogenen Differentialgleichung durch
Ansatz: Fiir spezielle Funktionen f(z), wie z.B. f(z) = p(z) - ¢(z) mit p(z) = 2" und
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q(z) € {e**,sin(fx),cos(fx)} und Linearkombinationen solcher Funktionen, ldsst
sich oft eine partikuldre Losung der selben Form finden:

Beispiel
y'(x) —y(z) = e
Mit dem Ansatz
yp(z) =c1 - e
erhélt man die Bedingungen
—2¢1—cp =1 also yy(z) = —% e

Allgemeine Losung:

1
y(z) = —=e ¥ 4c-e”.

3
Warnung: Ansatz funktioniert nicht fiir f(z) = e”.

Variation der Konstanten: Allgemeine Strategie, um eine partikulire Losung zu fin-
den.

Ansatz:
y(a) = cz) - e ol &
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhélt man:
) e B () e SO () o) - ofx) e o = ()

>

=0
Also
(o) = fla) -l
und daher
c(x) = /f(x) el @) dz gy
Losung;:

y(x) = </ f(z)- o) o) dz dx) .o~ Jal@) da

Vorsicht: Nur EINE Integrationskonstante!

Beispiel
()~ yla) = e
Losung:
1
/a(m) dr = —x, /f(x) cel @) dv gy — /6_2””6_”” dx = /6_3“’ dx = —56_3$+C'
also



4.5.2 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung
e Homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten:
y'(z) +a-y(z) +b-y(z) =0

Exponentialansatz:
Az

y(r) =e
Durch Einsetzen in die Differentialgleichungen erhélt man die Bedingung:
Mita-A+b=0
Drei Falle:

— (4.3) besitzt zwei verschiedene reelle Nullstellen A; und As:

a [a? a a?
)\1——§+ Z—b und AQ——E— Z—b

Dann erhélt man die Losungen

X 6)\13: Ao x

y(r) =1 +cy-e

— (4.3) besitzt genau eine reelle Nullstelle A (mit Vielfachheit 2):

CL2 a

Z—b:O und )\:—5

Dann erhélt man die Losungen

y(x) = (1 +cp-x) - 7

Beweis. Fiir y(x) = x - e** folgt
Y (r) = (1+Az)e?® und y"(z) = (2X 4+ N2)er”
und daher

v'(@z)+a-y(@)+b-ylx) =220+ XNz +a-(1+Az)+b-x]e”

=2 +a+ (N +a-A+bz]e =0

— (4.3) besitzt keine reellen Nullstellen. Dann erhélt man die Losungen

y(x) =e*® - (c1 - cos(fz) + co - sin(fx))

2
a:—g und = b—az
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e Inhomogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten:

y'(@) +a-y(x) +b-y(z) = f()
Wie im Fall linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung lésst sich oft fiir spezielle
Funktionen f(z), wie z.B. f(z) = p(z)-q(z) mit p(x) = 2" und ¢(z) € {e**,sin(f ),
cos(f x)} und Linearkombinationen solcher Funktionen, eine partikulire Losung der
selben Form finden.

Beispiel: 3" (z) — ¢/ (z) — 2y(z) = 42?
Ansatz
yp(z) = asx® + a1 + ag

Durch Einsetzen erhilt man die Bedingung;:
2a9 — 2a91 — a1 — 2a9x% — 2a12 — 2ay = 4x?
Koeffizientenvergleich:
—2a0 =4, —2ay —2a7 =0, 2ay—a; —2a9=0.
Daraus erhélt man:
ag=-2, ay=2, ay=-3, also y,(r)=—22"+22-3

Losung der homogenen Differentialgleichung:

M—XA—2=0, also A\ =2, \=—1
Allgemeine Losung:

y(x) =202 +2r —3+c - ¥ fcp-e”

Allgemeine Technik: Variation der Konstanten

Man wahlt den Ansatz:

Yp(x) = c1(x) - y1(w) + ca(z) - ya(2),

wobei y;(x) und yo(z) zwei (unabhéngige) Losungen der homogenen Differentialglei-
chung sind, und erhélt

Yp(x) = (@) -y (@) + ea(w) -y () + ¢5(2) - ya(2) + ca() - yo(7)

Wir fordern nun, dass
(@) - yi(x) + ch(@) - ya(x) =0
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Dann folgt
Yp(z) = ci(x) - yi(2) + ca() - yo(a)
und
Yp(x) = ci(z) - y1(x) + er(@) - vy (@) + h(2) - ys(x) + ea(2) - v (@)
Also

Yp(@) +a-y,(z) +b-yy(z) = c1(2) - yi(2) + &5(2) - ya()
+a(z) - [y (@) +a-yi(x) + by ()] +ea(z) - 12 (x) + a - ys(x) + bya(z)]

~ /
~ ~

=0 =0

Somit geniigt es, ¢;(x) und ca(x) so zu wéhlen, dass

() - yi(w) + ¢5(x) - ya() = 0

/

a(x) -y (@) + () - yo(a) = f(x)

Beispiel: 3" (z) — y/(z) — 2y(x) = 42?

2¢, (z) - €2 — dy(x) - e = 4a?
Durch Addition folgt:
/ 4 5 e / , 32 4 5,
ci(z) = 3¢ und  dy(z) = —dj(x)e’® = —5a’e

Also (partielle Integration):
1 4
c(x) = —5(2x2 +2z+ 1De ™, cy(z) = —g(x2 — 2z + 2)e”
und somit

1 4
Yp(z) = —§(2x2 + 22 + 1)e” e* — g(x2 — 22+ 2)e"e " = 227 + 27 — 3.
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4.6 Zusatzbedingungen

Wir haben an Beispielen gesehen: Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung der
Ordnung n besitzt n frei wéhlbare Parameter. In Anwendungen werden diese Parameter
durch Zusatzbedingungen festgelegt:

e Anfangsbedingungen: Anfangswertproblem

— Beispiel:
Z'(t) = f(t,z(t)) fiir alle t >0,
z(0) = xg
Beispiel:
2"(t) = f(t,x(t),2'(t)) fir alle t > 0,
z(0) = o,
x'(0) = v

e Randbedingungen: Randwertproblem

— Beispiel:
y'(x) = f(x,y(x),y/ (x)) fiir alle x € (a,b),
y(&) - ym
y(b) = s

4.7 Einige Anwendungen
1. Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit v:
r'(t)=v
Losung
x(t):/v dt =z9+v-t
2. Bewegung mit konstanter Beschleunigung a:
2'(t) =a

Losung

:U0+a t

||
\\

’U0+a t dt—$0+vo t+§t2

47



3. Ungedéampfter harmonischer Oszillator:
maz" (t) = —kx(t).

Also

Charakteristische Gleichung

e k
M4 = =0 also M==4iwy mit wy= \/ 7,
m m

x(t) = c1 cos(wpt) + co sin(wgt)

Losungen

4. Ungedédmpfter harmonischer Oszillator mit periodischer Anregung:
ma"(t) = —kx(t) + Fycos(wt).

Partikuldre Losung: Ansatz
z,(t) = A cos(wt)
Durch Einsetzen erhalt man:

m [—Aw’ cos(wt)] + k A cos(wt) = Fy cos(wt)

Koeffizientenvergleich:
—mw? A+ EkA=F,.

Also, falls w? # £ = w2,

Allgemeine Losung:
x(t) = ¢y cos(wot) + c2 sin(wy t) +
Fiir die Anfangsbedingungen:
z(0)=0 und 2'(0)=0
erhélt man:

[cos(wt) — cos(wy t)]

2Fy . [w—wy 4 & w + wy y
= ———sin sin
m (w? — wd) 2 2




Im Fall w = wy erhélt man eine partikuldre Losung durch Variation der Konstanten:
xp(t) = c1(t) cos(wot) + ca(t) sin(wot)
mit
) (t) cos(wo t) + cy(t) sin(wgt) =0
—wp ¢y (t) sin(wp t) + wo cy(t) cos(wpt) = % cos(wo t)

Daraus folgt

K E
c(t) = _mz)o cos(wot)sin(wgt) und cy(t) = mc?;o cos?(wo t)
Also
E E
c(t) = 2771((;8 cos?(wpt) und cy(t) = Qmiug [wo t + sin(wg t) cos(wy t)]
und daher "
%@:25%pwgm%w+mw%m

Fiir die Anfangsbedingungen:
z(0)=0 und 2'(0)=0

erhalt man: P
ﬂ@:QmLJSm@M)
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Kapitel 5

Komplexe Zahlen

e Die Menge der komplexen Zahlen: C = {(x,y): x,y € R}.
Sei z = (z,y) eine komplexe Zahl.
— x heiflt Realteil von z, y heifit Imaginérteil von z. Schreibweise: x = Rez,
y = Imz.

— Grafische Darstellung als Punkt in der ,komplexen“ Ebene. Die x-Achse heifit
die reelle Achse, die y-Achse heifit die imaginére Achse.

— Alternative Schreibweisen einer komplexen Zahl z = (z,y): z = x + iy, z =
r+yi,z=x+1i-y,z=x+y-1I.

— Fiir x € R unterscheiden wir nicht zwischen x und z + 0 - 7, also nicht zwischen
der reellen Zahl z und (z,0) € C. In diesem Sinne gilt: R C C.

e Operationen: Addition und Multiplikation von zwei komplexen Zahlen z; = (x1, ;)
und zo = (22, y2):

2+ 2 = (21 + 22, Y1 + Y2)

2120 = (T1- T2 — Y1 - Y2, 1 - Y2 + T2 - Y1)

Motivation: Bei Verwendung der alternativen Schreibweise z; = x1 + 91 - ¢ und 2o =
Zo + Yo - 7 wiirde man fiir die Addition und Multiplikation erwarten, wenn man die
iiblichen Rechenregeln unterstellt:

21t 2= (v + Y1)+ (T2 +y2 i) = (21 +22) + (Y1 +Y2) -
und, wenn man die zusitzliche Regel i> = i - i = —1 vereinbart:

oz =@y 0) (et ye i) =a1 Ty Yo A (T Y2+ T2 y) -
=@ 21—y -y)+ (1Yt a2-y1) 0

e Man iiberpriift leicht, dass die Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen
die selben Rechenregeln erfiillen wie die Addition und Multiplikation reeller Zahlen.

20



e Um die Subtraktion und die Division zweier komplexer Zahlen einfithren zu koénnen,
muss man nur vereinbaren, was man unter —z und % versteht. Wir erwarten natiirlich

1
24+ (—=2)=0 und z--=1
z

Wie man leicht nachrechnet, gelten diese Eigenschaften fiir jede Zahl z = (z,y) mit

1 T —y
—z=(—x,— d fii 0: —-= :
z=(—x,—y) und fir z # . ($2 2 y2)

Subtraktion: z; — 2o = 2; + (—29). Multiplikation 2 = 2; - L.

22 22

e Mit den getroffenen Vereinbarungen gilt natiirlich:
z=(z,y) = (z,0) + (0,y) = (z,0) + (y,0) - (0,1) =x+y-i mit i=(0,1).

und
i =i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = -1

e Zwei weitere wichtige Operationen fiir eine komplexe Zahl z = (z,y) =z +y - i

Zz=(x,—y)=x—y-i und |z] =+/22+y?

Z heifit die zu z konjugiert komplexe Zahl, |z| heifit der Betrag von z. Man sieht
sofort:

1
Z-z=|z>, Rez= §(z+2), Imz = 2—(2’—2)
i

5.1 Quadratische Gleichungen in C

Seien p, ¢ € R mit %2 — q < 0. Dann besitzt die Gleichung
P24pz+qg=0
keine reelle Losung.

e Spezialfall: p =0, ¢ =1, also
Z24+1=0

Mit z = (x,y) erhélt man
(22 —y?,27y) +1 =0

Also
=y +1=0 und 22y =0

Losungen:
r=0 und y==1 also z=+i.
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e Allgemeiner Fall:
Z4pz+qg=0

2 2
2 p D
. e B S
27 +p z+4+q 1
2 2
p) D
+5) tg——F—=0
(Z 7) T4T Y
2
z+ &
: +1=0
-5
b
245
2 — 44
2
s
<
P, . P>
=—=4 -z
: s =V IT Y

5.2 Erweiterung der Exponentialfunktion auf C

Wir betrachten die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion fiir z € R:

L
277
=0
Fiir x = iy, dann erhélt man
il J S 2k + i 2k+1 i y2k +i Z 1)k y2k+1
il 2k +1 k)! (2k +1)!
=0 k=0 k:O k=0

Das motiviert die folgende Erweiterung der Exponentialfunktion

Definition 5.1. 1. Fliir rein imagindre Zahlen:

e =cosy+1siny

2. Fiir komplexe Zahlen z = x + iy € C:

e* =e" e =e"-(cosy+isiny).
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Es gelten analoge Rechenregeln wie im reellen Fall, z.B.:

12 = e . e®  fiir alle 21, 20 € C|, (5.1)

Das folgt leicht aus der entsprechenden Eigenschaft der reellen Exponentialfunktion und
der Additionstheoreme der Winkelfunktionen.
Weitere Rechenregeln:

o Fir x € R gilt:

|€ix’ -1

o Fiir x € R gilt:

% (e”%—e‘”) und [sinx = ZLZ (e”—e_”)

Die Hyperbelfunktionen wurden mit Hilfe der Exponentialfunktion eingefiithrt. Daher
lassen sie sich ebenfalls auf C erweitern. Die obige Darstellung der Winkelfunktionen mit
Hilfe der Exponentialfunktion erlaubt es auch, die Winkelfunktionen auf C zu erweitern.

5.3 Polarform

Satz 5.1. Jede komplexe Zahl z = x 4+ iy # 0 ldsst sich folgendermaflen darstellen:

z=r-€%=r-(cosp+isiny) (5.2)
mit
(arctan (%) fiir x > 0,
T + arctan (%) firx <0, y=>0,
r=|zl =22 +y? und ¢ =arg(z) = —7 + arctan () firz <0, y <0,
5 firx =0, y >0,
-5 firx=0, y<0

\

Die Darstellung ist in folgendem Sinne eindeutig: Falls fiir ein z € C die Darstellung (5.2)
fiir r >0 und ¢ € R gilt, dann folgt

r=|z| und ¢=arg(z)+2kr mitk e Z.

Beweis. Geometrischer Beweis O]
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Beachte: ¢ € (—m, 7] und

T

cosp =—, sinp==, tangng fiir © # 0.
r x

RN

Beispiel: Einheitswurzeln. Mit Hilfe der Polarform lassen sich leicht die Losungen der
Gleichung
2" =1
fir n € N bestimmen. Mit z = r - € erhalten wir aus (5.1)

rmein?® =1,

Also o
r"=1 und ne=2kr. dh. r=1 und gaz—ﬂ.
n
Losungen
ok 2k 2k
zk:ezm:z:cos(—ﬂ>+isin(—ﬂ) firk=0,1,...,n— 1.
n n
n=3
20:]_
o2 i 2 —14+iv3
z1 =cos [ — isin| — | = ———
' 3 3 2
4 i A —1—43
= — n| — | = ——
29 = COS 3 18 3 5

5.4 Erweiterung der Ableitung

Der Begriff der Ableitung lasst sich auf Funktionen f: A — C mit A C R erweitern:
Definition 5.2. Die Ableitung von f: A — C mit A C R und f(z) = g(z) + i h(x) mit
g: A—R, h: A— R ist durch
f'(@) =g'(z) +ih(z).
gegeben.
Es gelten die analogen Rechenregeln: Additionsregel, Produktregel, ...
Beispiel: Fiir die Ableitung der Funktion y(z) = e** mit A = a+ i3 € C gilt:
() = (27 - (cos(3 ) +i sin(8))
= (%7 (cos(Bz)) +i(e**sin(fx))
=ae® - cos(fr)— fe* sin(fr)+i [ae® -sin(fx) + FeT - cos(f )]
=(a+if)-e*® - (cos(fx)+isin(fx)) = Ay(x).
Also gilt auch fiir A € C:

(6>\w>/ — )\_6)\;1:
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5.5 Nachtrag: Lineare Differentialgleichungen 2. Ord-
nung

Durch Exponentialansatz: y(z) = e** mit A\ € C fiihrt (wie im reellen Fall) zu Losungen,
falls A eine Losung der charakteristischen Gleichung

Nita-A+b=0

ist. Fiir den Fall b > % erhalten wir ein Paar konjugiert komplexer Losungen:
a . a? — a |
A= —— +1 b—z und A=A\ = ——= —1¢

———

Nach dem Superpositionsprinzip erhalten wir damit Losungen der Form
y(x) = c1 €M7 4 ey T

Im Speziellen erhélt man die Losungen:

1 o 1 S

5(6’\” + eMT) = i(e’\l’” + eM®) = Re (e’\l’”)

1 oY 1 —

?(6)‘”6 _ 6)\19:) — 5(e/\lx _ 6)‘11) =Im (6/\195) — 0% sin(ﬁa:)
]

e** cos(fx)

und damit auch alle Linearkombinationen als Losungen:

y(z) = €** (¢ cos(Bx) + ¢ sin(fx))
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Kapitel 6

Mehrdimensionale
Differentialrechnung

6.1 Der Vektorraum R"

Vereinbarung = € R" ist ein Spaltenvektor.
R = {z = (21,29,...,2,)" : 21, 29,...,2, € R}

Operationen:

e Addition und skalare Multiplikation:
(1,22, wn) " + (W12, Un) T = (@1 Y1, 2+ Y2, T+ )
c(xy,To, ..., 20" = (cxy,cag,... cay)t

e Skalarprodukt:
TY=x1Y1 +T2Y2+ ...+ 2,y €R

e Vektorprodukt in R3:
T2Ys — T3Y2
rxy=|z3y1 —a1y3 | €R?
L1Y2 — T2

e Norm:

loll = \Ja3 + a3+ ... +a2
Es gelten folgende Eigenschaften der Norm:

L. ||z|| > 0 und ||z|| = 0 genau dann, wenn z = 0.

2. Homogenitit
leall = lef [[z]]
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3. Dreiecksungleichung
[z +yll < ll=l] + llyll

e R™*": Die Menge der reellen m x n-Matrizen. R” = R™*!,

e Vereinbarung: Der Definitionsbereich A ist eine offene Menge, d.h. zu jedem Element
von A gibt es eine Umgebung, die ebenfalls noch in A liegt. (Jedes Element von A
ist ein innerer Punkt.)

Funktionen f: A — R™ mit Definitionsbereich A C R".
= (21,Z9, ..., x0)" — (f1(x), fo(x), ..., fm(2x))". f;(z) Komponentenfunktionen.

Vereinbarung zur Schreibweise f(x1, o, ..., 2,).
e Graphische Darstellung von mehrdimensionalen Funktionen.

1. f: R?> — R: Graph, Niveaulinien in R?.
Beispiel: f(z,y) = 2? + y>.
2. f: R3 — R: Niveauflichen in R3.
Beispiel: f(z,y,2) = 2* + y* + 22
3. f: R — R? (Graph,) Bildmenge als parametrisierte Kurve in R.
Beispiel: f(t) = (cost,sint)”
4. f: R — R3: Bildmenge als parametrisierte Kurve in R3,
Beispiel: f(t) = (cost,sint,t)”

5. f: R? — R3: Bildmenge als parametrisierte Oberfliche in R? oder Gitterlinien-
bild der Bildmenge in R3.
Beispiel: f(z,y) = (z,y, v/2* +y°)".

6. f: R? - R? und f: R® — R3: Richtungsfeld

—

Beispiel: f(¥) = -G ™2 &

Bl

6.2 Ableitungsbegriffe

Eine direkte Ubertragung des Begriffes Differenzenquotient ist nur im Spezialfall n = 1
moglich. Sei I ein Intervall in R.

Definition 6.1. Eine Funktion f: I — R™ heifst im Punkt xo € I differenzierbar, falls
der Grenzwert

) =i 5 (fwo-+ ) — f(z0)) € R”

existiert. f'(xo) heifit die Ableitung von f im Punkt xy.
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Geometrische Interpretation fiir m = 2 und m = 3: Tangentialvektor der parametri-
sierten Kurve im Punkt x;.

Fiir n > 1 ist diese Definition der Ableitung nicht méglich, da keine verniinftige Division
von Vektoren zur Verfiigung steht.

Definition 6.2. Eine Funktion f: A — R™ heifit im Punkt xq € A differenzierbar, falls

f(xo +h) = f(xo) + f'(w0) h+r(h)
mat
lim r(h)

)
h=0 [|A]

fiir eine Matriz f'(zg) € R™*™.

f'(xg) ist durch diese Definition eindeutig bestimmt und heifit die Ableitung von f in
Zg-

Alternative Begriffe und Schreibweisen: totale Ableitung, Fréchet-Ableitung, D f(x).

Geometrische Interpretation fiir n = 2 und m = 1: Der Graph der Funktion x

f(zo) + f'(xo)(x — xo) ist die Tangentialebene an den Graphen der Funktion f(z) im
Punkt x,.

Definition 6.3. Eine Funktion f: A — R™ heifst im Punkt x € A partiell nach x; diffe-
renzierbar, falls der Grenzwert

of
8:c-($1’x2’ Ce ,l‘n)
)
= 15% Z(f(xl’ ey i1, T4 +t,$i+1 Ce ,.Tn) — f(,il?l, ey L1, L5, Xt 1 - - - ,.Tn»

existiert. g—q{i(:v) € R™ heifit die partielle Ableitung von f nach x; in x.
Alternative Schreibweise: f, (z).

Definition 6.4. Richtungsableitung: Sei v € R™ mit v # 0.

Alternative Schreibweisen: D, f(x), f,(x).
Wie man leicht sieht, lassen sich Ableitungen komponentenweise berechnen:

of1
fi(a) o (7)
Nz 2 (o
R R TR
m(2) %.(1.)
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Satz 6.1. Fulls f: A — R™ im Punkt vy € A differenzierbar ist, dann existieren alle
Richtungsableitungen und es gilt:

of , .
%(1’0) = f'(wo)v.

Beweis. Wenn f im Punkt x( differenzierbar ist, dann gilt (h = tv)

flxo+tv) = f(xo) +t f'(xo)v +7(tv)

und somit
fim | (£ + £0) — £(20)) — Fo)o| = lim "0 — iy IIvaH) o) =0

Damit erhélt man im Speziellen (Jacobi-Matrix):

0 0 0
a—ﬁ(%) a—g(%) o ﬁ(%)
0 0 0,
f’(xo) _ 8_;2(3:0) 6_£i(x0) s %(‘TO) e RmXn
0 m. 0 m. 2] m.
3];1 (Zﬂo) 8];2 (,Io) e 82; (ZL’Q)

und daher auch:

Zvlﬁxz
Fiir m = 1 erhilt man:
F(wo) = (2(x0) 2o(wo) . Hlw)) eR™

Satz 6.2. Fulls alle partiellen Ableitungen von f: A — R™ in einer Umgebung von xo € A
existieren und im Punkt xy stetig sind, dann ist f im Punkt xo differenzierbar.

Definition 6.5. 1. Fir f: A — R mit A C R" definiert man den Gradienten durch:

d
a2 (x)

o)

grad f(z) = Vf(z) = 8”' e R"

2. Fir f: A — R"™ mit A C R" definiert man die Divergenz durch:

v fle) = - f) = P+ Lw o+ Fw er
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3. Fir f : A — R3 mit A C R? definiert man die Rotation durch:

FIOREE

0z Oxs
rot f(x) =V x f(x) = g—g{;(x) — g—fl’(x) e R?
g (x) — G (x)

Es gilt offensichtlich:
1T af
grad f(z) = f'(x)" und a—(:c) = v - grad f(z).
v

und

— — —/ -/

div f(z) = Spur ' (2), (ot f(z)) = f(x) — f ()"
mit
0 —U3 V2
Spur(M) =M1+ Mo+ ...+ My, und Q(U) = (%R 0 —U1
—V9 U1 0

fiir eine n x n-Matrix M = (m;;) und einen Vektor ¢ = (v;) € R®.

6.3 Differentiationsregeln

Fiir differenzierbare Funktionen gelten die analogen Rechenregeln wie im Eindimensiona-
len.
Linearitdt (folgt unmittelbar aus der Definition):

Satz 6.3. Seien f: A —R™ und g: A — R™ differenzierbar und C € RP*™. Dann gilt:

—

(f () +g(x)) = f

Fi(x) +§'(x)
(Cf(x)) =C

I(m
()
Fiir die Spezialfille

C=clI, C=¢", C =Q(7

mit ¢ € R und ¢ € R™ erhalt man damit

—

(cfl@) =cf (x), @ fl@) =¢"f (x), @xfla)) = [ (x)
Produktregeln:
Satz 6.4. Seien f: A—R, f: A—R"™ und g: A — R™ differenzierbar. Dann gilt:

Ny —

(F(z) x §(2)) = =Qd(2)) [ (2) + Qf(2)) §'(x) = Qii(2))" [ (2) + Qf(2)) §' ()



Satz 6.5 (Kettenregel). Seien f: A — R™ mit A C R" und g: B — RP mit f(A) C
B C R™ differenzierbar. Dann gilt: g o f ist differenzierbar und

(go f)(x) =4 (f(x)) f'(x).

Komponentenweise:

V(f(z)+g(x)) = Vf(x) + Vg()
V- (f(z) +§(x) = V- flz) + V- §(z)
V x (f(z) + glx)) = V x f(z) + V x g(z)

6.4 Ableitungen héherer Ordnung und der Satz von
Taylor

e Partielle Ableitungen 2. Ordnung fiir f: A — R mit A C R%:

Of _ 0 (0F\ &F 0 (0fN  Of 9 (0f\ Of 09 (0f
0x2  0x \ox )  Oy2 oy\oy)’  0xdy Ox\dy/) Oydx Oy \ Oz
Alternative Schreibweise: frz, fyy, fyzs foy-
>’f >’f

und

0xdy Oyox

Nicht in allen Fallen stimmen

iiberein. Es gilt allerdings:
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Satz 6.6 (Schwarz). Falls f: A — R mit A C R? die partiellen Ableitungen %,

Ox
2 2
g—g]; und 8axgy existieren und (;jcgy im Punkt (xo,0) stetig ist, dann existiert auch
0*f

PT (ao0) = 2L g, 40)
8y8x 05 Yo _(9x8y 0s Yo

Hesse-Matrix:

0% f 0% f

@(%y) m(%y)
Hf(xay) = an 82f

8y8x<x’ Y) a—yz(a:, Y)

Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes ist H(x,y) eine symmetrische Matrix.

Analoge Erweiterung fiir Funktionen f: A — R mit A C R™.

0% f 0% f 0% f
0_:15%(30) 0x1015 o 0x10z,, o
0 f 0*f o0 f
Hi(x) = | 0201, o 8_95%('%) T Oxy0xy, o
o0 f 0*f 0 f
0x,011 (@ 02,075 o dx2 (z)

Laplace-Operator fiir Funktionen f: A — R mit A C R™

5 5 5
Af(z) = a—é(x) + a—é@) - a—xJ;(:v)

Es gilt
Af(z) =divgrad f(z) =V -Vf(z) und Af(z) = Spur Hs(x).

Erweiterung auf Funktionen f: A — R™ mit A C R" durch komponentenweise
Anwendung.

Der Satz von Taylor fiir f: A — R mit A C R?: Fiir
p(t) = fzo+1h)

folgt:
~ ¢"(0) | ¢"D(0)
(n+1)!




Nun gilt:
e(1) = flzo+h), ©(0) = f(zo),

und
T 0:1:2

und
o"(t) = (53{1 (xo + th)) hi + (g—i(xo + th)) hs

o2 f 82 f
(8:E1 ([L’o + th) h1 + 8ZE28$1 (.TO + th) hQ) hl

01‘18272 8$2

2 2 2
o f 2 o f o°f 2
82<l’0+th)h +28 1ax2($0+th)h1h2+a2([L‘0+th)h

—I—( o1 (w0 +th)h1+62f(l’o+th)h2) heo

Analog erhélt man

3f 83]0

©"(t) = o (zo + th) b + 3o T (zo + th)hi hy
>’f 3f

u.s.w.

Allgemein gilt:

k ok
+th) hFht
Z< ) Gt

und daher
k k k k
1 o f e 1 orf o
xo) hy ’h"— . —(29) KL hE
* =X o 2 TN Baarg o) iR
i1+io=k

Satz 6.7. Sei f: A — R mit A C R? (n+1)-mal stetig differenzierbar und x¢, h € R"
mit xo +th € A fir alle t € [0,1]. Dann gibt es zu x = xo + h eine Zahl 6 € (0,1),
sodass:

o o
Z Z 1 aleaf Zz< o) hy' hy’

k=0 4, 12EN0

i1+io=k
1 n+1f ( ) o
+ ) 2o + Oh) hih
| 7 79
11,12€Np (Zl)( ) a 18
t1+ig=n+1
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Multi-Index-Schreibweise:

olil olilf
dxt  Gxtoxi

i = (iy,d9), |i| =iy +iy, il =1iiliyl, R =R A,

Taylor-Formel:

il Oxt

i . i '
Z_:la f IE—ZUO)Z""Z 'l.a;cf(xo‘i‘eh)@_%)z

Erweiterung fiir mehr als 2 Unbekannte: vollig analog.

6.5 Lokale Extrema
e Geometrische Bedeutung von grad f(z):

0
% () = grad £(2) -

Also gilt fiir v mit [jv]| = 1:

0
\f < llgrad £(2)]

2 2)

und

ﬁ(x) -
Ay | grad f ()|

grad f(x) ist also die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion f im Punkt x.

— [lgrad f(@)|| fir vy = grad f(z).

e Notwendige Bedingung fiir ein Extremum:

Satz 6.8. Sei A C R" eine offene Menge und f: A — R. Sei xg € A und f ist in
diesem Punkt differenzierbar. Dann gilt: Falls xo ein lokales Extremum ist, folgt

grad f(zo) = 0
Beweis. Wie in R folgt:
of

%(xo) =0 fiir alle Richtungen v € R"
Aus of
%(xo) = grad f(zg) - v
folgt die Behauptung. ]
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e Hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum:

Satz 6.9. Sei A C R" eine offene Menge, f: I — R sei 2 mal stetig differenzierbar.
Sei xog € A mit

grad f(xzg) =0 wund Hy(xo) ist positiv (negativ) definit.
Dann ist xo ein lokales Minimum (Maximum,).

Beweis. Wir fiithren der Einfachheit halber den Beweis nur fiir n = 2. (Der allgemeine
Fall wird vollig analog bewiesen.) Aus dem Satz von Taylor erhélt man

0 0
ﬂ%+m:f@@+a£@@m+5£@@@
1 [0°f 2 ’f *f 2

:f@@+Vﬂ%yh+%Mﬂﬂ%+emh

Da f 2-mal stetig differenzierbar ist und Hy(zo) positiv definit ist, ist auch Hy(x) in
einer Umgebung von xy positiv definit. Dann gilt fiir x # x:

F(2) = (o) + Vf(z0) b+ = WTH (zo + B )R > f(xo).
\N—/ 2 . ~ )
=0 >0

]

Nachtrag: Sei M € R™ ™ eine symmetrische Matrix. Dann heifft M positiv definit,
wenn
w' Mz >0 fiir alle z € R™ mit x # 0.

Fall n = 2:

my; Mi2 .
M = mit mo1 = M19.
mo1 Moo

mi1 Mi2 T
LIZ'TMQZ = (I‘l $2) = mi .’L'% -+ 2m12 T1T9 + Moo Ig
Ma1 Ma22 L2

Fiir zo = 0 muss z; # 0 gelten und man erhélt die Bedingung
mii xf >0, also mqy; > 0.

Fiir 23 # 0 erhilt man nach Division durch z3 die Bedingung

2
T Xz
mi1 (—1> + 2m12 (—1> + Moo > 0
) I
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Das ist genau dann der Fall, wenn die quadratische Gleichung
miy 22 + 2mag 2 + Moy > 0
keine reelle Nullstelle besitzt, also wenn
4m%2 —4mq1maeg < 0, also myiimag — Mmoymas > 0.
M ist also genau dann positiv definit, wenn
my; >0 und M1 Moy — Mo1Ms > 0
Vollig analog folgt: M ist also genau dann negativ definit, wenn

mi < 0 und mM11Mo2 — Mao1MM12 > 0
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Kapitel 7

Mehrdimensionale Integralrechnung

7.1 Einfachintegrale

Der Begriff Stammfunktion macht zunéchst nur fiir n = 1 Sinn:

Definition 7.1. Sei I C R ein Intervall und seien f: I — R™ und F': I — R™ Funktionen.
F heifst Stammfunktion (unbestimmtes Integral) von f <= F ist differenzierbar und F' =

f
e Schreibweise: [ f(z) dx = F(z)+ C.

e Man sieht sofort:

/f(x) dr = (/fl(;@ dx,/fg(:z:) d:z:,...,/fm(x) d:z:)T

Analog lésst sich das bestimmtes Integral fiir n = 1 iiber Riemann-Summen einfiihren
und komponentenweise berechnen.

/abf(x) iz = (/abfl(x) dx,/abfg(x) dx,...,/abfm(x) dx)T

7.1.1 Kurven in R”

Definition 7.2. Eine stetige Funktion 7: [a,b] — R"™ heifst Parameterdarstellung einer
Kurve C' in R" mit Anfangspunkt v(a) und Endpunkt (b).

Ist 7 differenzierbar und gilt +/(¢) # 0, dann ldsst sich +/(¢) € R™ als Tangentenvektor
an die Kurve C' im Punkt ~(¢) € R interpretieren.

Definition 7.3. Fiir v, : [a,b] — R" und v, [¢,d] — R"™ gelte:
2(8) = n(o(s))  fir alle s € [c, d]
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mit einer stetigen und streng monoton wachsenden Funktion ¢: [c,d] — [a,b] mit ¢(c) = a
und ¢(d) = b. Dann heiffen v, und o dquivalente Parameterdarstellungen (der gleichen
Kurve C).

Interpretation: Eine Kurve in R™ besteht aus einer Teilmenge aus R”, der Bildmenge
einer konkreten Parameterdarstellung (der vielen moglichen Parameterdarstellungen) und
einem Durchlaufsinn, ausgedriickt durch eine konkrete Parameterdarstellung (der vielen
moglichen dquivalenten Parameterdarstellungen).

e Eine Kurve heifit stetig differenzierbar, wenn es eine Parameterdarstellung v: [a, b] —
R" gibt, die stetig differenzierbar ist.

e Stimmt der Anfangspunkt mit dem Endpunkt iibereinstimmen, spricht man von einer
geschlossenen Kurve.

e Sei C eine Kurve. Dann bezeichnet —C' die Kurve mit entgegengesetztem Durch-
laufsinn: Wenn v: [a,b] — R™ eine Parameterdarstellung der Kurve C' ist, dann ist
7: [a,b] — R™ mit

() =~(b+a—1)
eine Parameterdarstellung der Kurve —C'.

e Stimmt der Endpunkt der Kurve C'; mit dem Anfangspunkt der Kurve Cy zusammen,
so ldsst sich in natiirlicher Weise die Kurve C; + Cy bilden. Wenn 7, : [a,b] — R"
bzw. v5: [¢,d] — R™ Parameterdarstellungen der Kurve Cy bzw. Cy sind, dann ist
v: [a,b+d—c] — R" mit

(t) = 7 (t) fir ¢t € [a,b]
TS alt—b+e)  fiwte[bb+d—d
eine Parameterdarstellung der Kurve Cy + Cj.

e Eine Kurve C' heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn sie sich als endliche Summe
von stetig differenzierbaren Kurven darstellen lésst.

Beispiele:
e Kreis: v: [0,27] — R? ¢ — (cost,sint)”
e Parabel: Graph der Funktion f: [-1,1] = R, z + 2% v: [-1,1] — R? ¢ — (¢,1?)T.

e Graph der Funktion f: [-1,1] — R, x +— 22, gespiegelt um die erste Mediane:
i [=1,1] = R% ¢ (¢2,1)T.

e Rand des Quadrates [0, 1] x [0,1]: C' = C; + Cy + C3 + C4 mit den Parameterdar-
stellungen v;: [0,1] — R2 ¢ — (£,0)7, 42: [0,1] — R%, ¢t — (1,8)T, v3: [0,1] — R2,
t— (1=t 1D7 ~v:[0,1] >R t— (0,1 —t)7,
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7.1.2 Kurvenintegrale

Seien 7: [a,b] — R™ stetig differenzierbar und f: A — R™ mit A C R" eine Funktion mit
(la,b]) C A.

o Wir zerlegen das Intervall [a,b] in K Teilintervalle
a=th<t1 <...<tg_1 <tg=h
e Linge des Teilintervalls [ty_1, tx]: Aty =t — tgp_1.

e Zwischenpunkte: £ = (&1,&, ..., &k) mit & € [ty_1, tx], hier wihlen wir & = ;1.

e Riemann-Summe:

Zf(’Y(tkfl)) Iv(te) = v (e
~ Y FO ) 1Y () (t = )| —Zf (te—1)) 17 (tr-1) | At

Der letzte Ausdruck ist eine Riemann-Summe der reellen Funktion (f o) |7/||. Das moti-
viert die folgende Definition:

Definition 7.4. Seivy: [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung einer
Kurve C in R™ und f: A — R™ mit y([a,b]) C A C R™ auf y([a, b)) stetig. Dann heifst

/f ds—/f DI dt

das Kurvenintegral (Linienintegral) von f entlang der Kurve C.
Erweiterung auf stickweise stetig differenzierbare Kurven C' = Zle C;:

/Cf(x) ds:iz;/@f(x) ds

Alternative Schreibweise fiir geschlossene Kurven:

jifds
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Unabhingigkeit von der Parametrisierung
Fiir 71 : [a,b] — R™ und 75 [¢,d] — R™ gelte:
Y2(8) = 11(@(s)) fiir alle s € [, d]

mit einer differenzierbaren und streng monoton wachsenden Funktion ¢: [¢,d] — [a, b] mit
¢(c) = a und ¢(d) = b. Dann gilt:
o(d)

/ﬂmmmwmﬁ= Fon) 1) dt

o(c)

/f% I CACONERE @—/f% DL (6()) &'(5)]| ds
=/fm@wﬁﬂws

e Bogenlinge einer Kurve:
b
cl= [ vas= [ Iyl a
C a

27 2
|0|:/ I dtz/ | dt = 2r
0 0
Beispiel: Parabel

1 1 1 2 2
cl= [ rola= [ vizia=3 [ Vivda= [ Vi a
-1 —1 —2 0
1 . 2 1 , 1
=3 <arsmhu+ux/1 +u2> ‘o =3 (arsmh2+ 2\/5) = 5111(2 +V5) +V5

Beispiel: Kreis

e Komponentenweise Berechnung;:

/Cf(a;) ds — (/Cfl(x) ds,/cfg(m) ds,...,/ofm(:c) ds)T

Seien 7: [a,b] — R" stetig differenzierbar und f: A — R"™ mit A C R"™ eine vektorwer-
tige Funktion mit v([a, b]) C A.
Mit den Bezeichnungen von vorhin bilden wir folgende Riemann-Summe:

> Frta)) - (v(tk) = Y(te-1))
k=1

N N
~ Z F(y(tr=1)) - (7 (tg—1) (ks — tr—1) Z Fy(tr=1)) - (tg—1) Aty
k=1 k=1

Der letzte Ausdruck ist eine Riemann-Summe der reellen Funktion (fo~)-4'. Das motiviert
die folgende Definition:
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Definition 7.5. Seiy: [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung einer
Kurve C in R™ und f: A — R™ mit y([a,b]) C A C R™ auf vy([a, b)) stetig. Dann heifst

[ w-ae= [ 600 @

das Kurvenintegral (Linienintegral) von f entlang der Kurve C.
Erweiterung auf stickweise stetig differenzierbare Kurven C' = Zle Ci:

/Cf(x)-dx:é;/@f(x)-dx.

Alternative Schreibweise:

/C(fl dry + fo dee + ... + fndxy,)

Alternative Schreibweisen fiir geschlossene Kurven:

j{f-dx oder j{(fldx1+f2dx2+...+fndxn)
C C

Wie vorhin folgt die Unabhéngigkeit des Integrals von der Parametrisierung.

Verrichtete Arbeit entlang eines Weges

Beispiel: Gravitationskraft, die eine Punktmasse mit Masse m; im Ursprung auf eine
Punktmasse mit Masse mo im Punkt # ausiibt:

mymy T . .
So— — mitr= 12|
”

F(Z) = -G

r

Die Punktmasse mit Masse my wird entlang der Kurve C' 7: [0,27] — R3, ¢ —
(1 +t,cost,sint)” bewegt. Dazu ist folgende Arbeit notwendig:

-/

R I L VSR i () R0
W = LFUci—tAfw@>v@ﬁ—Glzé LI

27 (1+27)241
1+t 1 1
:Gmlmg/ i 372 dt:Gmlmz—/ 3—/2du
o ((T+1¢)2+1) 2 /s u

1
= —G mimeo —=

Vu

(142m)2+1
a 1 1
= —Gmim -
) POz i1l V2

Die Rechenregeln der eindimensionalen Integralrechnung lassen sich auf Kurvenintegra-
le leicht iibertragen.
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Satz 7.1. Sei C eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in R™. Seien C} und Cy
stiickweise stetig differenzierbare Kurven, der Endpunkt von Cy sei der Anfangspunkt von
Cs. Dann gilt fiir alle ¢ € R und alle Funktionen [ und g, die auf den jeweiligen Kurven

stetig sind:
[er@yas=c [ ) as

L@+ o) as= [ 1 @+/<>w
f a s

/ flx)yds= [ f(x)ds+ [ f(z)ds
C1+C2 G C2

und
/“f@””$20/fu)¢x
[ @+ (mi/f s [ o) i
/ flz :_/Cf(:v) dx
/Cl+02f(x) o . f(z) - dr + 5 (@) - de
und

2) ds|| < max{|[f(2)] : z € C}|C|

x) - dr| < max{[[f(z)] : z € C}|C]

7.1.3 Wegunabhingigkeit

Definition 7.6. Fine vektorwertige Funktion (Vektorfeld) f: A — R™ mit A C R™ heifst
ein Gradientenfeld (Potentialfeld), falls es eine skalare Funktion ¢: A — R gibt, sodass
f =grad ¢. ¢ heifst Stammfunktion von f, —¢ heifit das Potential von f.

e Beispiel: Gravitationsfeld

myme T . .
S —  mitr = 12|
”

F(Z) = -G

r
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Es gilt fiir 2 # 0 und r = ||z|| = /2? + 23 + ... + 22:

1 1 1
gradr = -2 und daher grad-=-—7
r r r

Also
= mymao

F(Z) = —gradU(Z) mit U(X)=-G

r

Satz 7.2. Sei f: A — R" mit A C R" ein Gradientenfeld mit einer stetig differenzierbaren
Stammfunktion ¢: A — R. Dann gilt fir jede stickweise stetig differenzierbare Kurve C
i A mit Anfangspunkt v, und Endpunkt ~,:

/ f(x) -dx = d(m) — d(7a)
C

Beweis. Es geniigt, den Beweis fiir stetig differenzierbare Kurven zu fiihren:
/C f(x) - do = / FO0(0)) /(1) dt = / arad (1(1)) - +/(t) dt = / &yt (1) dt
- / 6D dt = d(4(5)) — S(v(a)) = Sm) — B(ra)

a

e Formulierung als Integralsatz:

[ radota) - d = o(n) = 902
Das rechtfertigt den Namen Stammfunktion.

Definition 7.7. Fine Menge A C R™ heifst ein Gebiet, wenn

1. sie offen und

2. sie im folgenden Sinn zusammenhdngend ist: Je zwei beliebige Punkte aus A lassen
sich durch eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in A verbinden.

Definition 7.8. Sei A C R" ein Gebiet und f: A — R" stetig. Dann heifit f konservativ,
wenn fir alle Punkte 7, v, € A und fir alle stickweise stetig differenzierbare Kurven C
und Cy mit Anfangspunkt v, und Endpunkt ~, gilt:

f@)-dov=[ flz)- do
Cq Ca

e Alternative Schreibweise fiir das Kurvenintegral, falls f konservativ ist:

/Cf(x)-dx:[:bf(x)-dx.
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e Man sieht sofort, dass f genau dann konservativ ist, wenn

J(Iéf(x)-dx:o

fiir alle geschlossenen stiickweise stetigen Kurven C' in A.

Satz 7.3. Sei A ein Gebiet und f: A — R" stetig. Dann gilt:

1. Wenn f ein Gradientenfeld ist, dann st f konservativ.

2. Wenn f konservativ ist, dann ist f ein Gradientenfeld mit der Stammfunktion

o) = [ 1(w)-da,

wobei a € A ein beliebiger aber fester Punkt ist.

Beweis. Der erste Teil folgt aus dem letzten Satz.
Zum zweiten Teil: Seien y € A und h € R", sodass die Gerade C' mit der Parameter-
darstellung (t) = y + th fiir alle t € [0, 1] in A liegt. Dann gilt

oy +h) = o(y) + f(y)"h+r(h)

mit

Also:
r(h)| = /C(f(ﬂf) — f()) - dz| < max{||f(y +th) — f(y)|: t € [0, 1]} [|A].

Wegen der Stetigkeit von f folgt

P 0] < max{y+ 60) = £l € 0,11} 0 fur b0

Das bedeutet: f(y)T = ¢'(y), also grad ¢(y) = f(y). O
Satz 7.4. Sei A C R" ein Gebiet und sei f: A — R" stetig differenzierbar. Dann gilt:

1. Ist f ein Gradientenfeld, dann g¢ilt fir die Komponentenfunktionen f;:

ofi . 0f;
o, (z) = 91, (z) (7.1)

fir allei,j =1,2,...,n.
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2. Ist A zusditzlich konvex und gilt (7.1), dann ist f ein Gradientenfeld.

55, = ;3 = 2 () )= 3

Zu 2.: Sei a € A fest und sei C, die Gerade zwischen a und x mit der Parameterdar-
stellung v, : [0, 1] — R” mit 7, (t) = a + t(x — a).
Wir zeigen, dass

Beweis. Zu 1.:

o(z) = f(y)~dy:/ flatt(x—a)- (z—a) dt
Cyr 0

eine Stammfunktion von f ist:
grad ¢(z) = grad (/1 fla+t(x—a)) (r—a) dt)
0
:i/gmdﬁm+¢®—aﬂwx—@)ﬁ
0

T

gmdgm+¢@—a»4x—@):{Um+ux—@»j(x—@+me+mx—@)
:f@+ﬂw—@%%vm+ﬂw—@MUﬂQx—@
= fla+t(x—a))+tfla+tlx—a)(z—a)

flat te =) 4150t i —a)e —a) = (¢ o+t —a))

Also

1

grad ¢(x) = /:%(tf(ajtt(x—a))) dt = (tf(a+t(x—a))) ;

= f(x)

Die Bedingung (7.1) nennt man Integrabilitidtsbedingung.

Dieser Satz bietet ein einfach zu iiberpriifendes Kriterium, um zu iiberpriifen, ob ein
Vektorfeld konservativ bzw. ein Gradientenfeld ist.

(7.1) & f'(z) ist symmetrisch.

Fir n =3: (7.1) < rot f(z) = 0.
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e Sei der Einfachheit halber n = 2: Fiir ein konservatives Vektorfeld kann man jeden

Weg zwischen 7, = (ay,a2)” und ~y, = (b1, by)T withlen, z.B. auch einen stiickweise
geraden Weg parallel zu den Koordinatenachsen, sofern man den Definitionsbereich
A nicht verldsst: C' = Oy + Co mit v;: [0,1] — R2, ~(t) = (a; +t(by — ay),as)” und
Y2: [0,1] — R?, 41(t) = (b1, as + t(ba — a2))’. Dann erhilt man:

A f(@) - d

1 1
= / fl(al + t(bl — CL1>, ag)(bl — al) dt -+ / fz(bl, a9 + t(bQ — ag))(bg — CLQ) dt
0 0

bl b2
= fi(z1,a2) dxy + fa(b1, z2) dxg

ai az

Aus dem Beweis des letzten Satzes erkennt man, dass es ausreicht, wenn es einen
Punkt a € A gibt, sodass a + t(z — a) € A fiir alle x € A und alle ¢ € [0, 1]. Solche
Gebiete nennt man sternférmig.

Die Aussagen des letzten Satzes lassen sich auf so genannte einfach zusammenhén-
gende Gebiete erweitern. Ein Gebiet A heifit einfach zusammenhéngend, wenn sich
jede geschlossene Kurve in A auf einen Punkt zusammenziehen lasst.

7.2 Mehrfachintegrale

Sei f: I — R eine Funktion auf dem Intervall I = [ay,b;] X [as, by] C R%

Durch Zerlegungen 7, = {xg, x1,...,2pn} von [ay,b1] und Zy = {yo,v1,...,yn} von
[as, by] wird das Intervall I in Teilintervalle Ij; unterteilt.

7 = Z1 X Z heifit Zerlegung von 1.

Lénge der Teilintervalle [zg_1, zx] und [y;—1, yi]: Azy = 2 — 25— und Ay, = yi —yi_1.

Fldche der Teilintervalle I;: Axy Ay,

Feinheit der Zerlegungen hy = max{Ax;: k =1,2,..., M} und hy = max{Ay;: | =
1,2,...,N}.

Feinheit der Zerlegung Z: h = max(hq, ho)

Zwischenpunkte: ¢ = (Ckl)k:l ..... M,i=1,.,N mit Cul = (fku T]kz) € Iiy.

Riemann-Summe:

S(f,2,¢) = F(Gu) Az Ay
k,l
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Definition 7.9. Eine Funktion f: I — R heiffit genau dann Riemann-integrierbar (kurz
R-integrierbar), wenn der Grenzwert

lim S(f, Z,¢) = lim ;f@kl)ﬁﬂ?k Ay, = /]f(x,y) d(z,y)

existiert.

e Vollig analog definiert man

/I f(,y,2) d(w,y,2)

und allgemein
/f(xl,xg,...,xn) d(xy, g, ....x,) oder kurz /f(a:) dx
I I

e Erweiterung auf Funktionen f: A — R fiir allgemeinere beschrinkte Definitionsbe-
reiche A C R™ Sei I C R” ein Intervall mit A C I. Sei f;: I — R die triviale
Erweiterung von f auf I:

) f(=x) fiir x € A,
f’(x)_{o fiir 2 € 1\ A.

Falls f; Riemann-integrierbar ist, definiert man:

/Af(:zr) dx = /Iff(zt) dx

Das Integral [ 4 J () dr héngt nicht von der speziellen Wahl von I ab.

e Sei A C R"™ beschrankt. Die charakteristische Funktion i4: R™ — R ist durch

{1 fir x € A,

WO =10 fwrer\ A

gegeben. Falls i4 R-integrierbar ist, heiit A Jordan-messbar. Dann ist

|A|:/z',4dx:/1dx
A A

wohldefiniert und heif3t Jordan-Mafl von A. Im Speziellen erhélt man fiir n = 2 den
Flécheninhalt von A und fiir n = 3 das Volumen von A.

e Erweiterung auf unbeschrénkte Funktionen und/oder unbeschrinkte Definitionsbe-
reiche durch Grenzwert: uneigentliche Integrale

Die Séatze 3.4 und 3.5 gelten auch analog fiir Mehrfachintegrale.
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7.2.1 Der Satz von Fubini

Satz 7.5 (Satz von Fubini). Seien I,J C R beschrinkte abgeschlossene Intervalle und sei
f: 1 xJ— R R-integrierbar.

1. Falls f(.,,y): I — R, z — f(z,y) fir alle y € J R-integrierbar ist, dann ist die
Abbildung y — f[ x,y) dx R-integrierbar und es gilt:

[t e = ([ @) d

2. Falls f(x,.): J — R, y — f(z,y) fir alle x € I R-integrierbar ist, dann ist die
Abbzldung xr fJ x,y) dy R-integrierbar und es gilt:

zx.]f(x’y) d(z,y) :/I</Jf(x,y) dy) da.

Beweis. Es gilt

S(f,2,¢) = Zf Cu) Ay Ay = <Z f(Ckl)ASCk) Ay => (Z f((kl)Ayz> Azy.

l k l

Durch Grenziibergang folgt dann die Behauptung. ]

/J(/zf(x’y) dx) dy und /I(/Jf(x,y) dy) du

heiflen iterierte Integrale. Die Existenz der iterierten Integrale reicht nicht aus. Zu-
sétzlich muss f R-integrierbar sein. Hinreichend: f ist stetig.

e Die Integrale

e Die Aussagen des Satzes von Fubini gelten analog fiir Jordan-messbare Integrations-
bereiche A und sie lassen sich auf beliebige Mehrfachintegrale erweitern.

e Beispiel: Flicheninhalt eines Kreises A = {(z,y)" € R?: 2% + y*> < R%*}.

Die charakteristische Funktion von A ist fast iiberall stetig, daher ist sie R-integrier-

bar. Wegen A = {(z,y)T € R*: —R<xz <R, —V/R?—2? <y <VR?— 22} folgt
aus dem Satz von Fubini:

R VRZ_22 R
\A|:/1d(x,y):/ (/ 1dy) dx:/ 2V R? — 22 dx
A - “R

rR\J-vRE=22

1 1
:2R2/ V1—12dt = R? (arcsint+t\/1—t2>‘ = R’r
-1 —1
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e Beispiel: Volumen eines Kegels A = {(z,y,2)" e R*: 2 >0, & + w:;yQ <1}
Es gilt: A= {(z,y,2)" e R*: 0< 2 < H, (z,y)" € A} mit

2\ 2
A, = {(x,y)TERz:x2+y2§R2 (1_ﬁ> }

yA|:/A1d(x,y,z):/OH (/Azld(x,y)> dz:/OHR2 (1—%)27“1,2

0 s
= WRQ/ t*(—H) dt = §R2H.
1

Daher

7.2.2 Einfache Anwendungen von Mehrfachintegralen

Neben dem Fliacheninhalt und dem Volumen gibt es weitere wichtige Gréflen, die durch
Mehrfachintegrale dargestellt werden kénnen:

Sei A C R? oder A C R? eine beschriinkte und Jordan-messbare Menge. Sei p(z) die
(Massen-)Dichte an einer Stelle € A.

o Die Gesamtmasse M von A:

My = / p(x) dx.
A
e Schwerpunkt s4 von A:

1
sg=— [ zplx) dx.
A MA/A ﬂ()

e Sei A C R? eine beschrinkte und Jordan-messbare Menge.

Tragheitmoment von A bei Drehung um eine vorgegebene Achse:

7= [ 1@ ) da,

wobei r(z) der Normalabstand von z zur Drehachse ist.

e Triagheitsmomente bei Drehung um die x1-Achse, xo-Achse und x3-Achse:

Ju= [ (@) plo) do, = [ (@ o) ple) do, = [ (@4 53) pla) e
A A A

Zusétzlich fithrt man fiir ¢ # j die folgenden Gréflen ein:
Jij = — / z;x; p(x) do
A

Die (symmetrische) 3 x 3 Matrix

Jll J12 J13
J = =]21 J22 J23
J31 J32 J33

heifit Trégheitstensor.
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7.2.3 Substitutionsregel

Zur Formulierung der Substitutionsregel ben6tigt man den Begriff der Determinante einer
Matrix. Wir beschrianken uns auf n x n-Matrizen mit n € {1, 2, 3}:

Definition 7.10. 1. Fir A=ay; € R:
det A =an;
2. Fir A= (a;;) € R2%2;
det A = aj1a99 — a91a19.
3. Fir A= (a;;) € R¥3:
det A = a11a22a33 + a12023031 + A13021032 — A31G22013 — (32023011 — (33021012
Geometrische Bedeutung;:

1. Fiir n = 2: | det A| ist die Fliche des Parallelogramms, das durch die beiden Spalten-
vektoren von A aufgespannt wird.

2. Fir n = 3: | det A ist das Volumen des Parallelepipeds, das durch die drei Spalten-
vektoren von A aufgespannt wird.

Satz 7.6 (Substitutionsregel). Sei A C R"™ eine offene Menge. Sei g: A — R™ injektiv,
stetig differenzierbar und det ¢'(x) # 0 fir alle x € A. Sei f: g(A) — R stetig. Dann gilt:
f ist auf g(A) R-integrierbar und es gilt:

[ sw = [ stanideg ) ar
9(A) A

Die Beweisidee ldsst sich fiir n = 2 und der speziellen Funktion g(z) = Gz mit einer
reguldren Matrix G auf A = I andeuten: Eine Zerlegung von I in Rechtecke I; induziert
eine Zerlegung von ¢(I) in Parallelogramme I, = ¢(Iy;). Fiir Zwischenpunkte ( € I

erhélt man Zwischenpunkte (= g((r) € Iy. Nun gilt:
| Tl = | det G |L]
und daher

D F G Tl =D F(9(G)) | det Gl [Tl = f(g(Gu)) [ det ¢'(Gu)| [Tl

Die Behauptung folgt durch Grenziibergang h — 0.
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Spezialfall n =1
A = (a,b). Wegen ¢'(z) # 0 fur alle z € (a,b) kénnen nur zwei Fille auftreten:

1. ¢'(x) > 0 fiir alle z € (a,b). Dann ist g streng monoton wachsend und es gilt

g(b)

f(y) dy = / fwdy= [ f)d
g(A) (g(a),g(b)) g(a)

/f )) | det g'(x |dx_/ flg () de,
/<(>) fydv= [ ' Flola)) o) do

2. ¢'(z) <0 fir alle z € (a,b). Dann ist ¢ streng monoton fallend und es gilt

g(a) g(b)
dy = dy = dy = — d
/Q(A)f(y) y /(g(bm(a))f(y) y /g(b) f(y) dy /g(a) )

| tatan et s !dx—/ F(g(2)) (~g/(x)) de,

also gilt wieder:
g(b) b
[ sw = [ Hlo@) @ da
g(a) a

Wichtige Variablentransformationen

und

also

und

1. Polarkoordinaten in R?: Jeder Punkt (z,y)” € R? ldsst sich in der Form

T =TCcosp

Y =1 singp

mit r € [0,00), ¢ € (—m, | darstellen.
Die Abbildung g: [0,00) X (=7, 7] — R? ist durch

(r) - (7“ Cf)SgO)
® 7 sin g

gegeben. g ist auf D = (0,00) x (—m, ) injektiv mit g(D) = R? \ {(z,0)7: x €

(—o0, 0]}, stetig differenzierbar mit

cos —7r sin
g (rp) = ( . 90)

singp 7 cosp
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und es gilt
det ¢'(r, ) = rcos® p +rsin®p =17 > 0.

Beispiel: Flicheninhalt eines Kreises B = {(z,y)T € R?: 2% + y? < R?}.

Es gilt
|B|—/1d<x,y>—/ 1d<x,y>—/rd<r,¢>
B g(A) A

fir A = (0,R) x (—m, 7). Man beachte, dass sich B und g(A) zwar unterscheiden,
aber nur um eine Menge vom Jordan-Mafl 0. Mit dem Satz von Fubini erhélt man:

T R ™ RQ
|B|:/Td(r,<p):/ (/ rdr) dgpz/ — dy = R*r.
A —T 0 —TT 2

/ e d(a,y) = / e d(a,y) = / e d(r,p)
R2 g(A) A

mit A = (0,00) x (—m, 7). Mit dem Satz von Fubini erhélt man:

/e_’”Qr d(r, ) :/ (/ e "r dr> dp
A - 0

o0 1 [ 1 o
/ e dr = —/ e vdu=— -
0 2 Jo 2 0

™
/ e d(x,y) :/ Sdp=mn
- L2

Andererseits erhélt man mit dem Satz von Fubini (ohne Koordinatentransformation):

/ e—(LEQ—i—yQ) d(x,y) / </ 6_(12+y2) dl‘) dy:/ e—yQ (/ 6—1'2 dl‘) dy
R2 —o0 —0 —0o0 —0
[e's) o [e's) o 0 o 2
:(/exdx></eydy>:</exdx>

/ e dy = Nz

—0o0

Beispiel:

Es gilt

1
2

Also

Also folgt:

2. Zylinderkoordination in R3: Jeder Punkt (z,y,2) € R? liisst sich in der Form

T =T CoSp
Yy =r7rsiny
2=z
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mit r € [0,00), ¢ € (—m, 7], z € R darstellen.
Die Abbildung g: [0,00) x (=7, 7] x R — R? ist durch

r 7 COS
@ | — [ rsing
z z

gegeben. g ist auf D = (0,00) x (—m, m) x R injektiv mit g(D) = R3*\ {(z,0,2)T: z €
(—00,0], z € R}, stetig differenzierbar mit

cosp —rsing 0

g(r,p,z)=|sing rcose 0],
0 0 1

und es gilt
det ¢'(r, 0, 2) = rcos® ¢ +rsin®p = r > 0.

Beispiel: Volumen des Kegels B = {(z,y,2)" e R®: 2 >0, & + x;ﬂﬂ <1}.

|B\:/1d(x,y,z):/ 1d(:c,y,z):/rd(r,gp,z)
B g(A) A

mit A = {(r,¢,2)": ¢ € (—m,7),r >0, 2 >0, &+ & < 1}. Mit dem Satz von
Fubini erhélt man:

[raves=[" ( [ ( /< dr> dw) "

A 2 T
= 2 1_i) — _R?2H.
/0 R( I T dz 3R

Beispiel: Schwerpunkt des Kegels B = {(z,y,2)" € R*: 2 >0, £ + ¥ T 1} mit
konstanter Massendichte p.

Offensichtlich gilt: s, = s, =0. M = p|B|.

1/ 1/
S, =— | zpd(x,y,2) = — [| zd(z,y,z
3 Jy P 2 =g [, A2

Wir benoétigen also das Integral

/Zd(%y&) =/ 2 d(,y, 2) :/zr A(r, 6, 2).
B g(A) A
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Mit dem Satz von Fubini erhilt man:

H 7r R(1—z/H)
/zrd(r,gp,z):/ / / zrdr | dp | dz
A 0 - 0
H 2 2 23 4
_ p2 _Z g (2
—Rﬂ'/o z(l H) dz R7r<2 3H+4H2)

. Kugelkoordinaten in R?: Jeder Punkt (z,vy,2) € R? lisst sich in der Form

H

1
=M.
4

0

x =1 sinfcos p
y=rsinfsing

z=r7rcosf

mit r € [0,00), 0 € [0, 7], ¢ € (—m, 7] darstellen.

Die Abbildung g: (0,00) x (0,7) x (=7, 7) — R3\ {(x,0,2)T: 2z € (—00,0], 2 € R},
gegeben durch

r r sin 6 cos ¢
@ | +— | rsinfsing |,
z rcosf

ist injektiv, stetig differenzierbar mit

sinfcosy rcosfcosp —rsinfsing
g (r,0,0) = | sinfsing rcosfsing rsinfcosp
cos 6 —rsinf 0
und es gilt
det (1,0, ) = 1 cos® @ sin 0 cos® ¢ + r? sin® f sin® ¢

+ 72 cos? @ sin O sin® ¢ + r? sin® @ cos® ¢ = r?sinf > 0.

Beispiel: Volumen der Kugel B = {(z,y,2)T € R?: 22 +¢% + 22 < R?*}.

Bl = [1dwys) = [ Vi = [ Fsnodrog)
B 9(A) A
mit A = (0, R) x (0,7) x (—m, 7). Mit dem Satz von Fubini erhélt man:

yB|:/OW (/: (/ORr2s1n9 dr) dcp) do

3 ™ ™ 2 3 ™ 4 3
_ / sinf dp) do = 2 / sinf dg — 2
3 J, \J_. 3/, 3

84



Beispiel: Trigheitsmoment der Kugel B = {(z,y,2)T € R3: 2? + y* + 2% < R?*} mit
konstanter Massendichte p bei Drehung um die z-Achse.

J. = / (2* +y*)p d(z,y, 2) = / (2 4+ y*)p d(z,y,2) = p/ rtsin® 6 d(r, 6, o).
B g(A) A

Mit dem Satz von Fubini erhélt man:

T s R
/ rtsin® 0 d(r, 0, p) = / (/ </ r sin® 0 dr) dgp) do
A 0 -7 \Jo

5 ™ ™ 9 5 T
_® / in*0 dy | do — 2T / sin® 0 df
5 0 —7 i) 0

T

/ sin® 0 dé’z/ (1 — cos? ) sind d@Z—COSQ‘ﬂ—l-/ cos® O(—sin ) df
0 0 0 0

-1

-1 3
U 2 4
=2 2du=2+ —| =2->=-.
+/1 wan=st 33
Ao 427R5  ATRP2 ., 2
m m
J, = p= = “R*=-MR?
375 P35 T

7.3 Der Greensche Integralsatz

Wir nehmen zunéchst an, dass sich eine Menge D C R? folgendermafien darstellen lisst:

D = {(z1,22)" € R?: 21 € [a,b], ¢1(z1) < 22 < pa(w1)},

wobei ¢ : [a,b] — R und @9 [a,b] — R stiickweise stetig differenzierbare Funktionen sind.
Man nennt D einen Normalbereich (beziiglich der z-Achse).

Der Rand 0D der Menge D lisst sich als Bildmenge einer Kurve C' = C; +Cy+ (—C5) +

(—C}) darstellen. Dabei sind

e () die Summe von stetig differenzierbaren Kurven C; mit Parameterdarstellungen
YU (i, )] = R%, e (8 er ()T
firi=1,..., Munda=1ty <t; <...<ty =Dbist,

e (5 durch
Y@ 00,1] = R?, = (b, 01(b) + t(pa(b) — 1 (b))”

gegeben ist,
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e (5 die Summe von stetig differenzierbaren Kurven C3; mit Parameterdarstellungen
’Y(S’i)3 [tio1,ti] — R27 t (t, 902(t))T
firi=1,...,Nunda=1ty, <t <...<ty=>bist und

e (4 durch
YW [0,1] =R, t e (a,¢1(a) + tpa(a) — pr(a))”

gegeben.

C ist offensichtlich eine geschlossene Kurve. Man beachte, dass der Rand 0D durch diese
Parametrisierungen im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird. Bewegt man sich entlang der
Kurve C' entsprechend dem Durchlaufsinn, so befinden sich die Punkte von D immer links
von der Randkurve. Man spricht von einer positiv orientierten Randkurve.

Sei f: A — R eine stetig differenzierbare Funktion mit D C A. Dann folgt mit dem
Satz von Fubini:

of B b p2(z1) of
b 8_372<5U> d(x1,$2) —/a </@1(m1) a—@(l’) dxy | dxq

b b b
- / Fan o) — Flor, or(@))] d = / £t oa(t)) dt — / F(toa (1)) dt

_ i [ Ftooalt) di - f [ steetn a
3 [0 (CE) () - (5 ()

und
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Wir nehmen nun an, dass sich D folgendermaflen darstellen lasst:

D = {(wyy)T € R2: ye [Cv d]v 1#1(?/) <z < 2/}2(3/)};

wobei 91 : [¢,d] — R und 1 [c, d] — R stiickweise stetig differenzierbare Funktionen sind.
Man nennt D einen Normalbereich (beziiglich der y-Achse).
Dann erhélt man vollig analog:

o= ()= [ (1)

Satz 7.7 (Greenscher Integralsatz). Sei D ein Normalbereich sowohl beziiglich der x-Achse
also auch beziiglich der y-Achse und sei f: A — R? eine stetig differenzierbare Funktion
mit D C A. Dann gilt:

/D(g—ﬁ(x)—g—g(x)> d(xl,@)_/cf(x) dr
Beweis.

AG%@ %”)Wwwzgﬁ>mwg [P w) d(ar, )

L) s L) () - o

Folgerung

Ersetzt man f; durch —f5 und fo durch f; erhélt man:

[ (@ 520) dova = [ () a0

C lasst sich als endliche Summe von stetig differenzierbaren Kurven O mit der Parame-
trisierung v : [0,1] — R? darstellen. Also

LS )“_2/ (5) |
BN s g;?) (610 w5 (501 z >-(f?i’£3;€2>) ’
_Z/f IRCICRICTEED S IR

:/Cf(q;) n(x
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NN SR N CEOU ()
MR IO (—w@)'(t))‘

Geometrische Bedeutung: n(z) ist jener Einheitsvektor, der im Punkt # € 9D normal zur
Tangentenrichtung der Randkurve liegt und nach auflen zeigt.
Es gilt also (GauBischer Integralsatz in R?):

/D(g—f:i(m”g—@ >> d(x1,2) =/Cf(x) n(x) ds

Ubliche Schreibweise der Integralséitze mit [, anstelle von [,.

Erweiterung auf allgemeinere Gebiete

e Der Greensche Satz gilt auch fiir Gebiete, die durch Drehung eines Normalbereiches
entstehen. (Beweis mit Hilfe einer Koordinatentransformation und der Substitutions-
regel)

e Der Greensche Satz gilt auch fiir Gebiete, die sich aus (gedrehten oder ungedrehten)
Normalbereichen zusammensetzen lassen: Randkurven im Inneren werden entgegen-
gesetzt durchlaufen und liefern daher keinen Beitrag.

Anwendungen

Aus dem Greenschen bzw. dem Gauflschen Integralsatz erhélt man:

D= - cdr = = - d
|D| 2/8D(x1> dx 2/8D( Ty dry + 71 dxs)

2

Beispiel: Flicheninhalt der Ellipse D = {x € R?: &+ g 1}
Parameterdarstellung der Randkurve: «: [0, 27) — R? fy( ) = (acost,bsint)”.

1 27 o . . .
|D|:—/ bsint . asint d— abr.
2 Jo acost bcost
e Partielle Integration:

af
p 0z;

o [lachenformel:

@) do= [ f)gtymte) ds~ [ f)
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o 1. Greensche Identitit:

/D (g<fv> Af(z)+Vf(z)- vg@)) du

I
Q\
-l

=
&
g
]
&
Q
V)

mit (0f/0n)(x) =n(zx) - Vf(x)
e 2. Greensche Identitat:

[ (o250 = 10 d0)ae = [ (o) 2w - si0) S s

7.4 Oberflichenintegrale

Formulierung des Greenschen Integralsatzes in R3: Mit

e der Fliche S = D x {0} C R?® und dem Einheitsnormalvektor n(x) = (0,0,1)" auf
S,

e der positiv orientierten Randkurve S von S in R? und

e dem Vektorfeld f: A — R3, A offen und S C A C R3, gegeben durch
fi(x1, 22)

[z, m9,23) = | falz1, 72)
0

erhélt der Greensche Satz folgendes Aussehen:

/Srot f(z) - n(z) do = f(zx) - dx.

oS

mit dem Oberflachenintegral, gegeben durch

/S rot f(z) - n(z) do = / rot f(z) - n(x) d(z1, z2).

D

Wir werden nun den Integralsatz fiir allgemeinere Flichen formulieren. Dazu brauchen wir
zunéchst die Definition des Oberflichenintegrals.

Definition 7.11. Sei K = [a,b] x [c,d] C R?, sei M eine offene Menge mit K C M C R?
und sei p: M — R3 stetig differenzierbar. Dann heif$t die Einschrinkung gp’K der Funktion
© auf K eine Parameterdarstellung einer Fldche S.

K heilt der Parameterbereich dieser Flache. Die Definition lésst sich auf allgemeinere
Parameterbereiche erweitern.
Beispiele:
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e Teil einer Ebene: ¢: [0,1] x [0,1] — R3, p(u,v) =p+u(q —p)+ v (r — p) mit drei
Punkten p, ¢, 7 € R3, die nicht entlang einer Geraden liegen.

e Teil eines Zylindermantel: p: [0, 7] x [0, H] — R3 mit ¢(u,v) = (R cosu, R sinu,v)?.

e Oberfliche einer Halbkugel: ¢: [0, 2] x [0, 27] — R? mit
o(u,v) = (R sinucosv, R sinusinv, R cosu)’.

Fiir (u,v)T € K gilt: Die beiden Kurven v;: [ai,b;] — R3 mit v,(t) = ¢(¢,v) und
Yo: [ag,by] — R mit v(t) = ¢(t,v) liegen auf der Fliche und schneiden einander im
Punkt ¢(u,v) € S. Die beiden Tangentialvektoren im Punkt ¢(u,v) € S sind durch

dp dp
g (W) wnd ()
gegeben. Der Vektor
Oy dp
N(u, ’U) = %<U,’U) X %(1@ U)

heift Normalvektor der Fliche im Punkt ¢(u,v) € S.
Wir gehen bei der Einfiihrung des Oberflichenintegrals &hnlich wie beim Flacheninte-
gral vor:

e Durch Zerlegungen Z, = {ug,uq,...,up} von [a,b] und Z, = {vg,vy,...,vn} von
¢, d] wird das Intervall K in Teilintervalle Kj; unterteilt.

Z = Z, X Z, heifit Zerlegung von K.
e Linge der Teilintervalle [ug_1, ux] und [v;_1, v]: Auy = up —ugp—q und Av; = v —v;_1.

Flache der Teilintervalle Ki;: Aug Ay

[ ] Zwischenpunkte: C = (Ckl)kzl ,,,,, M,l=1,...N mit <kl = (uk_l,vl_l) € Kkl-

77777

e Durch die Zerlegung Z des Parameterbereiches wird eine Zerlegung der Fldche S
erzeugt. Die einzelnen Teile p(K};) besitzen einen Fliacheninhalt von anndhernd

|N (u,v)|| AupAv.

e Fiir ein Skalarfeld f: A — R mit p(K) C A C R3? fithrt man folgende Riemann-
Summe ein:

S(fa Zv C) = Zf(uk—lﬁvl—l) |90(Kk:l>|
k,

l
~ Y F(e(unr, ve0) IV (w1, o) || AugAoy.
k,l

Dieser Ausdruck ist die Riemann-Summe der Funktion (f o ¢)||N||. Das motiviert
folgende Definition
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Definition 7.12. Sei f: A — R mit p(K) C A C R? auf p(K) stetig. Dann heifit

/Sf(l‘) daz/Kf(w(uav))HN(u,v)ll d(u,v)

Oberflichenintegral von f tiber der Fldiche S.

Fiir ein Vektorfeld f: A — R?mit ¢(K) C A C R? fithrt man analog folgende Riemann-
Summe ein:

S(f,Z.¢) = Zf (uk—1,v1-1)) - N(up—1,v-1) AupAvy.

Es gilt:

flo(uk—1,v1-1)) - N(up_1,v-1) AuiAy,
= flp(ur—1,v-1)) - n(p(ug—1,v1-1)) [[N (up—1, v1-1) || AupAv,

mit
n(gp(u ’U)) — {m N(U, ’U) falls N(u,fu) 7§ 0 '

0 sonst

Interpretation: n(z) ist ein Einheitsnormalvektor auf die Flache S im Punkt z = ¢(u,v).
f(z) - n(z) ist die entsprechende Normalkomponenten von f(x), || N (ug_1,v-1)| AugAv,
ist anndhernd die Flache von ¢(Ky,).

Der obige Ausdruck ist die Riemann-Summe der Funktion (f o ¢) - N. Das motiviert
folgende Definition

Definition 7.13. Sei f: A — R® mit o(K) C A C R? auf o(K) stetig. Dann heifst

/f da—/f u,v)) - N(u,v) d(u,v)

Oberflichenintegral des Vektorfeldes f tiber der Fldche S.

Alternative Schreibweise: [ f(x) - do

|S|:/1da.
S

Beispiel: Oberfliche einer Kugel S mit der Parametrisierung: o: [0, 7] X [0, 27] — R?
mit ¢(u,v) = (R sinucosv, R sinusinv, R cosu)?.

e Flacheninhalt:

Sl= [ ) dwo
[0,7]x[0,27]
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Es gilt

R cosucosv —R sinusinv sin u cos v
N(u,v) = | Rcosusinv | x | Rsinucosv | = R*sinu [ sinusinv
—R sinu 0 CcoS U
und daher
|N(u,v)|| = R?sinu
Es folgt:

2 s
|S| = RQ/ sinu d(u,v) = R2/ </ sinu du) dv = 4T R*.
[0,7]x[0,27] 0 0

e Hat f(z) die Bedeutung einer Flussdichte, dann ist [, f(z)-n(x) do der Gesamtfluss
durch die Flache S.

Beispiel: Der Zylinder Z = {(z,y,2)" € R3: 2? +y*> < R?* 2 € [0, H]} wird von
einer Wirmequelle mit paralleler Strahlungsrichtung e = (—1,0,0)7 und Intensitét
I bestrahlt. Dann ist die gesamte aufgenommene Leistung durch

—I/Se-n(x) do

gegeben, wobei S die bestrahlte Oberfliche von Z bezeichnet. Eine Parametrisierung

von S ist durch ¢: [—%, 2] x [0, H] — R* mit ¢(u,v) = (R cosu, R sinu,v)” gegeben.
Es gilt:

—R sinu 0 R cosu
N(u,v)=1| Rcosu | x |0] = | Rsinu |,
0 1 0

Dabher:

—I/ e-n(x) daz—[/ e N(u,v) d(u,v)
S+ —2,%)x[0,H]

H
:]/ Rcosud(u,v):IR/ (/
[7%’%]X[07H] 0 —

=2IRH

INIE]

CcOoS U du) dv

us
2

e Ahnlich wie bei Kurvenintegrale bleiben Oberfliichenintegrale unveréndert, wenn man
anstelle der Parametrisierung ¢(u, v) eine Parametrisierung ¢(g(s,t)) mit

det¢'(s,t) > 0 fiir alle 7, s

verwendet.
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e Flidchen und Oberflachenintegrale lassen sich vollig analog auch fiir Parameterberei-
che K C [a,b] X [c, d] erweitern, die abgeschlossen und Jordan-messbar sind.

e Ahnlich wie bei Kurvenintegralen lassen sich auch Oberflichenintegrale auf Flichen
erweitern, die sich stetig aus Flachenstiicken zusammensetzen lassen, die jeweils eine
stetig differenzierbare Parametrisierung besitzen.

7.5 Die Integralsitze von Stokes und Gaufl

Satz 7.8 (Stokesscher Integralsatz). Es gelten folgende Voraussetzungen:

o Sei ¢|k sei eine Parameterdarstellung der Fliche S, wobei der Parameterbereich
K C R? ein Normalbereich beziiglich beider Achsen ist und o: M — R3, M offen,
K C M C R?, zweimal stetig differenzierbar ist.

o Sei C' die positiv orientierte Randkurve von K mit einer stiickweise stetig differen-
zierbaren Parameterdarstellung v: [a,b] — R2. Sei S die Kurve in R® mit Parame-
terdarstellung ¢ o 7y.

o Sei f: A—TR3 A offen, o(K) C A, ein stetig differenzierbares Vektorfeld.

Dann gilt:

/rot f(x) -n(zr) do = f(zx) - dz
S

as
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el 0) = T o) G ) + o) G (00) + Gl 0) (o)
und
et 0) = T ol 0) 52 . 0) + S o) G2 () + ) G )
Daher
et w)) P ) — £ () T 0)
= St | 52 ) 2000 - P20 2 )]
+ 2P et | 2 ) 2w = G2 w) )
= =l 0) Nalu, ) + S (o0 0) Mo o)

Also gilt insgesamt:

/. (fléx)> o= [ [—%w(u,v))zvs(u,v)+%<¢<u,v>m<u,v>] d(u,v)

Analog erhélt man:

/as (f%x)) rdr = /K {%(@(Uav))]\%(u,l}) — %(go(uw))]\ﬁ(u,v)} d(u,v)
und
/35 (jé )) dr = /K [—%(s@(u v)) Na(u, v) + a—;(go(u v)) Ni(u v)] d(u, v)

» f(z) - dx = /K(rot He(u,v)) - N(u,v) d(u,v) = /Srot f(z) - n(z) do.
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Erweiterung auf allgemeinere Flichen

e Der Stokessche Integralsatz gilt auch fiir Flachen, die sich aus Flachen zusammen-
setzen lassen, die die Voraussetzungen des Satzes erfiillen: Randkurven im Inneren
werden entgegengesetzt durchlaufen und liefern daher keinen Beitrag.

Fiir die Diskussion des Integralsatzes von Gaufl nehmen wir zunéchst an, dass sich eine
Menge V' C R3 folgendermafien darstellen lisst:

V= {(x17x27'r3)T S R3: ('rlvx?) € K7 901(1'1,1‘2) < T3 < <p2(x17x2)}

mit einer abgeschlossenen und beschrinkten Menge K C R? und stetigen Funktionen
p1: K - Rund ¢g: K — R.

Der Rand S = 9V der Menge V besteht aus 3 Teilen, der Grundfléche Sy, der Deckflache
S, und der Mantelfliche S3. Wir setzen folgendes voraus:

e Es gibt eine Parameterdarstellung ¢ |g, der Grundfliche S; mit ¢,: M; — R3, M,
offen, K1 C M stetig differenzierbar.

e Es gibt eine Parameterdarstellung ¢s|r, der Deckfliche Sy mit ¢o: My — R3, M,
offen, Ky C M, stetig differenzierbar.

e Es gibt eine Parameterdarstellung v des Randes 0K mit v: [a,b] — R? stiickweise
stetig differenzierbar.

Wir nennen V' einen Normalbereich beziiglich der z;x5-Ebene.

Fiir die weiteren Uberlegungen nehmen wir der Einfachheit halber an, dass ¢; und ¢,
auf einer offenen Menge M mit K C M C R? zur Verfiigung stehen, dort stetig differen-
zierbar sind, und ¢, : M — R3, ¢p: M — R? mit

U U
o1(u,v) = v . oo(u,v) = v
901<u7 U) 302<u7v)

zur Parametrisierung von S; und Sy verwendet werden konnen.
Die Mantelfliche ldsst sich mit Hilfe von ¢3, gegegen durch

Y1 (u)
¢3(U,U): Ya(u) | ,

mit dem Parameterbereich K3 = {(u,v)" € R*: u € [a,b], ¢1(7(u)) < v < pa(y(u))}
parametrisieren.

Sei f: A — R eine stetig differenzierbare Funktion auf der offenen Menge A C R? mit
V C A
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Dann gilt nach dem Satz von Fubini:

of
; 8_1:3(36) dx

p2(z1,22) of
= —— (21, 29, x3) dx3 | d(z1,x
/K </AO1(27172?2) ax?’( b 3) 3) ( : 2)
:/ f($1,3727%02(951,$2)) d($17$2) _/ f($1,$2;901($17$2)) d(‘rlvx2>'
K K

Fiir den Normalvektor auf Sy, der beziiglich V' nach auflen zeigt, erhdlt man:

1 0 %(u, v)
N(u,v) = — 0 X 1 = | T (u,v)
%(u, v) %(u, v) -1

Also

0 0
:/ 0 - N(u,v) d(u,v) = / 0 n(x) do
K f(u,v,cpl(u,v)) &1 f(.%‘)

Analog erhélt man fiir die Deckflache:

Lf($17$27@2($1,$2)) d(xy,29) = /Kf(u,v,gpg(u,v))Ng(u,v) d(u,v)
0 0

— /K [ 0 - N(u,v) d(u,v) = /52 f(Ox) -n(x) do,

U, U, 2(u, v))

wobei N (u,v) wieder der nach auflen zeigende Normalvektor ist.
Fiir den Normalvektor auf S3 erhélt man

m(u) 0 (1)
N(u,v) = | () | x | 0] = |-l
0 1 0

fiir alle jene Werte von wu, fiir die die Randkurve von K stetig differenzierbar ist. Daher
folgt sofort:

0 0
/ 0 | -n(x) da:/ 0 - N(u,v) do = 0.
% \f(2) Ko \f(@s(u, v))
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Insgesamt gilt also:

/vaa_fi;(m) dx:/s1 f(ox) () d0+/52 f(ox) -n(z) d0+/53 fO -n(z) do

0
:/av fé)x) -n(z) do

Falls V' ein Normalbereich beziiglich der x;x3-Ebene ist, folgt analog

0
ﬂl’ Ir = T (T o
= [ 12) | -nte) do

Falls V' ein Normalbereich beziiglich der x,z3-Ebene ist, folgt analog

Satz 7.9 (GauBscher Integralsatz). Sei V' ein Normalbereich beziiglich aller drei Koor-
dinatenebenen mit Oberfliche OV. Dann gqilt fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld
f:A—R3 mit A offen und V C A C R3:

LLde@de::avﬂx%n@ﬂda.

Beweis.

Amﬁwwm_v%‘)d+va)d+‘ﬁmUd
fi(z) 0
:/ 0 -n(z) dg+/ fo(z) | - n(z) do +/ 0 -n(zx) do
v 0 ov 0 W \Jfs(x)

o

= f(z) - n(z) do.

ov

Erweiterung auf allgemeinere Bereiche

e Der Gauflsche Integralsatz gilt auch fiir Bereiche, die sich aus Normalbereichen zu-
sammensetzen lassen: Oberflichen im Inneren sind entgegengesetzt orientiert und
liefern daher keinen Beitrag.
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Anwendungen

Aus dem Gauflschen Integralsatz erhélt man:

e Partielle Integration:

of
v o0x;

(z) g(x) do = f(

e 1. Greensche Identitat:

Yn;(x da—/f 8
:Uz

/v <g(x) Af(z)+Vf(z)- Vg(m)) dr = /avg(a:) 5 () do

mit (2 /on)(z) = n(x) - V. (x)
e 2. Greensche Identitét:

9(x) Af(x) — f(x) Ag(z)) )dx
”
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