Nuﬁcw'((id( Optim fevung Fé‘foSSG.

5. Op{imierungs p(‘obleme

g Betrachien hier nur endlichdimensionale
Ogh'mierumgsprobleme (0P) der Form:
Finde x* e 4|Rn :

W _ MiN ‘ maX (.
(1) [F&)= ¥ € ﬂ—aﬁ(&) b3l wE _ﬂ_é ‘KK))

. m |

wobei o |
Q=Q,y € R - Zuldssigleitsmenge [ ~ bereich,
%= (4 X211 x")Te SL 7 Bulassiger Punkt,

F: R"—> R~ Zielfunktion = Koslen funktional,

w Grofdimensionale Optimiesanysprobleme der
Form (1) entsichen 2.B. be der FEM-DisKretisievung
* des Optimal s{euerprobleus (optimal control ) buw.
¢ des F‘ormoPHMiewu&spmHms (optimal dec{;;g
(= unendlichdimensionale Optimieranss probleme
aus Kapitel 4, 2.8, Optimal Steuerproblom
aus Wap(tel 4 nach FEM- n,-.ft&g;s ietung (> 338)

s T 14 Wl of
mn (My,9)~ (4, 9)+ 3 §Hieo)dx +
e g S0 G0 0 5 O

= Couéd
s.1. K§= NL«_A_ C,:(X)": (K_g-"‘l_g?t':O, f=4,..106=m1
4S9 €90 M IeE0 )
V"9 =0 b cix)<0, i=mgtmgem
UpLugsuy U -Uc €0 M, =2ns +2n,
U, ~4, 20
wobe! K= [ { A 04V dx], . i, = Stecf iy Ketsmabi,
Mz | i‘f’a-‘h dx] L=, 4=Am. Masseumadyir, 3c..
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® Beispiel aus Uapilel 4: Optimalsteuer problow

miv, &('3‘“) = % 3‘( g"(x).m(x))ldx +?i': &(u&))ld'k

yetl,uel
¢4.M-div (Ax) Va'(x))s' Uu). xen } (PE condj
+ BC: gudaaog) =0  WED

Stale constramts: Yix) cyex) £ Jor) xef
Condvol Cometr, Uucx) ('“lk)f;-(kl,xeﬂ_

S

Die Vala&{:omfofm(oevuua, der 'POF OI"AN
Sc‘q(mﬁp"c(t dat fafsendl uneodlitbdim. vegder. OP

T

V:N'ﬂ (4o - '-k))LJA'-(- (wek)
yelitn)uelyn) ® 2 {4, Sucx)dg-

ed. { Alx) 7yt «Virtx) d x = fua) vexdy Keldhy
R J2

Yo s yexR) k) | xes

uek) e ulk) ¢ alk) xe i

Dre FEM -Dickved fsievun Ao
ye A'tn) = 4,0 = ‘2: Y, k) € Yh  dim '§‘=n5
ué le) & U k) = é:! u,,"-‘ﬁ-(k)euh. A Ne
84'54'“' das Ouc“o.cltclc\v\gatg‘bggk re_dwuy’elk 0? :

L

min 3 (M,9,9) - (30.9) 43 lgwite 5 (i,
X =(y9,.¢) e R" )= e )“ﬁ%' e
c.{. Kbg,‘s M:c‘h U, [7( _ﬁelﬁilfultmlr:

.&( sy" & 3" L "' 4‘n~‘ MQIMC( M!C. S
Uy S Uy €Ty (1AM l"fc;uumtffﬂm_ y
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n Zwel grofpe K lassen von Oﬁ/m:’emn; problemen :
1. Fre: (unre Fn‘naiede) Optimieruny; 52‘ e R"™

2. O_ph'miemug mil Neben beJu'ﬁaujm ( rem’rmggm‘e OP):
Wir beschranken uns auf den Fall, dap siclr
S, durclr my Gleichungsrestriltionen uud

my Ungleichungs restsiktinen
beschreiben Ldast d.h.

SL= {xeR": ¢ ex) =0, (=Tm, (Gleickungrresir.),

C{(Y, £0, l=e M4+4, MytMy (Uu&/et'tlluajélﬁh.) }
it acaebenen Funlltionen ¢, : R"— R, i=1,2,. myem,

min %4
), | w7
rofP s.t. 'cl"(s(')::()l C =1 20um0p My (eqlu"l'ﬁ Conlf.)

Lok $O (= Mertoqmesmty | Ciney. contfmish)

e nach Komplexitat der bc{eiltg-im FiKteu
() und ¢;(-) unterscheidet man genauer
*o(acv\c‘e OP nach aafsklseudet Sc‘rlw'&'l'j Ke'f:
T L 1) Linease Optimierung: £¢) und ¢:C) affoe Linear,
AL 2) Quedratische Opt. f quadratch, ¢ Lineat .
3) Nicktl'neare 0ph'm'emu5 mit Linearen NR :
F-nickilinear, c;~ Linear.
.lf) Nicbktlineare Dp-}o'mie'mv met nicltlinearey OB :
F-nicktlinear c ;= nickilinear,

(
wobet g: R* = R he/pt

lc'nearla{alk g k) = g,+ CTx wil 4o5. 1,501, ceR®

o g,anra\‘c'u‘!( Falls 3“"3.“—‘7’(" 3 *er, He R™"
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Nuwer: K & 0p+l'm'elan&
[ Eﬂ.j_’l_ -ﬁbf‘{e(( 2) (oo By }
1. &5 endlich : Kombinatericche Optimieruuy
d. 4C zZV. Gan-h'!a‘thse Oph'm'emu5

m Def.5:2: globales und lokalec Mirimun ( Han'mn)
A. Ein PUA. X'é.ﬂd he/pt (strKtes )3!05&'&1 Min., falls

Fx) 2 o) (F0)< f00) ¥xeR,: X # X"

d. Ein PKE. x"€ 2 hedpt (s"l'n'l(kr) lokales Hinumun,

talle 3250
FOE) € fex) (FO) <fex)) ¥re Uy (M) : X

vebe; Ug(x')={xe@; tx-x'll<€}.
€-umg¢‘m~3 Von x*

Bem.s o marx fix) &5 mi (-fex))
® Jn den meislen Faflen 1sf man an efnene Jlo‘a/av Floa. cadevessad,

® Vicle Alg. garantieren aber nur die Konstr. ven (ol Min, 1!

v Bem.5.3: Kouvexre Optimienmgeproblewe
Féir OP mil Konvexer Q(elfuul({fbn £ uaud
Konvereun Zuver la’b:gkelhbercc’ch se,, ief
tedes lokale Minimumt acuch em 3(05&’0& Mt meon
Wh: Konvexitat far § und S
4 < lR": lonvex 840. Vk‘ge.Qh,A -Vwe[a,q]:
’ orx-em-c()de.ﬂ“.
M £: NS R = Kowrex gdw. Ysye N 2 Yo €l04]:
£lotx A=)y ) < of $(x) +(1~a) fty)

< s
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5.4, Freie Optim ieruny sprab!eme

(A)pp|Finde xe LF R": £(x<) = ™M™, £x)

m In diesem Ahs. bir. wir das frei (unrestringierte) of
XEM J_I

B dm KaPHel 3 haben wir schon dag guadmh’sche

freie OF S‘PD .
(343) £0)=E&)= 2 (Ax,x) = (bx) —> Jopm |

Kennenge lernt und gz;efyl, dafb
fix®) ="M L) & Ax“=b

x €R"

2.1.1. Theoretische Grund laaen

w Sei {: A" — R eive sumindart 2weimal skH?
particll differentierbare FKt, d.h. £ € G4
Dann st 2=3rad-f =Vf: IR"=> R™ dusch

. %fq(x )ﬁ
5 b Ji=im
%fn(x)
g d

3.¢3ebcn . gcx) heifpt Geadient der Funition f
an der Selle x.
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N34

Keumer K ‘,o,m...'emnj Folie 33f
m Der Hessian H: "= R"™ ist durch
Mg - e

‘yl‘ '33‘7):“

: —1 = HTCX)
LX JPIEY d
;ox.,)sr(,“) T Ox cx). %hm Scluaid)

8eae|oen. H(X) nennt man die Hesse - Matrix
von fan der Stelle x. 1)ie Hesse- Matrix it %nudmc'o

| f-quadv,
8 Auc der Taylor- Darskllwﬁ =0

2 -

£0)) = ™) + $106%) Oc=x)+ F ) £ (-39 4o x~¥11)

Ho) = V 30 =

- F0x) = f0c%) + VRO (=X ") + %(3-%"] Hx)0ex) + i(u»;x_:f)
fu) > fo) g > o
T "0400"4’(} Win rZrchan

folgen Sofoll'nofwmlge und hinreicheade
Be&a’ngunjw far em loUales Minimumt von f :
® Satl? 5.4 (m#wcm:lly. Kedc‘am)

Sei x*€R" ein loKalec Minimum (Maxinune)

von £. Daun gilt: Vi) A

(3) VH(x") =0 (=nmichil. 65 [Fe)=0]in R")

® Saf2 5.5: (hinreichead Bedingung )
Fally; x*€ R" ein Kri'tischer Punkt mf isf,
d.h. eine Losung des nichilinearen GS (3) ist,
und H(X") Pbxnlc'v (c(#ﬂm'f) (d, dann sk
xeR" ecn (strilttec) Lokaloc Mindmum .
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® Bem. 5 6;
A.Bin PKE x"€ R": VFX") =0 witd glafionsie
oder Kritischer Pkt. genannt.
2. Nach Sat2 5.5 ist ein Keitischer Plt. x%e R™
mit p.d. Hecse~Matriy HX®) em strikies
lokales Minimuny. |

3. Offenbar st dawn ein Kritischer Pkt x*e r"
mit n.d. Hesse -Matrix (d.-h.~H(") ist p.d.)
ein strilbec lokalec Maximum.

k. Ein Keitischer PKE. x*€ 0" mit jndefiniter
Hesse - Matriy H(x*®) , d.h. H.(k') 15§ weder
pes v noch negativ Jeﬁm}, hespt Sadelpkf.

5. Jdee fdar numerische Lo’:aujrve/fcluem
4) Lése nichtlineases &S

(l[-) F(x):=V4f(x) = O in R"

2.B. mit Newfon-Verfahren (V),
um Wetische Punltde x* 2u Ffmlm !
2) ChecK Defnithet der Hesse-Matrix :
> O CSPD) => strilies Lok, Min,

0 =+ ey, 20 = (LoKa les Mimimum)
:#— H(x ) < O =D striktes lol. Max
< 0O => (LoWalas Maxcum
l'ndgf'c'nc"l- =D Saflelpuaklt

-

=> Check hihere Terww
g"m pu“‘(‘, x! ! w des Tagloféw‘u.(ﬂ

6. Umeellehrt Kan_'n man Losuucen de:
hichtln. GS (Q) 'Fl;tJCn, (ndowm man das

OP ()pop min &) biw. maxfn) ¥,
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5.14. 4. Abs%:’egsverfahren

B En +3pcccher Tterationsschntf enes A&He&svelfohm
2ur Losuna, freier OP |

(Agpp Finde x*e R": f05*) = “g;,',,. $00

hal' LM A“gemcmen dce Form'

f,, Bestimme, aus hend von einer Na halanj “"Gn
emne SuC"DN C‘n‘uu& sl '2" (- Abetie .Sl‘(ch‘wﬁ)

(5) {2 Bestimme eine Schrillweite x®™ >0 mit
F(x™+ a® sy < fex®) (= Lweusudm)

3. See yki) - ) o((««) )

| _Bim_c&ﬁii Das Gradienten -'Veffahten wnd das

CG- Verfahren sowie ihre ,oral(ona// Yronierten
Verslonen aus Abs. 3.3.2 sind Verfehren der Rome ().

e An ordeluﬂqai an die Sucﬁn’chfanq (—iAbalfé@oiM) ‘
Aus der Taa lor ~ Eufwccl((uu\t] Cval ouch (2))
Fexb ot %)= $0M) 4 ot VH) s+ o(at)

& P (x9) 4 o VT‘F(k“)) sw)
folh e hinreichend Kleine Werte von ot >0  sofort

f(x™ 4+ %) & X)) 59

e )y o) |
( IV'F(XM) §7'< O‘, Cx®\ fx)<c

AR s“q >0 ¢ "
Eine gucknc(duun Kl d\i}b f(k) {a,a)

die Bd. (6) erfallt heipt Abeliggs nekd
Das endsprochende Verfahrew heipt Abskigsverfchis | W)
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» Anforderungen an die Schii Hwe'te:
e Exalide Liniensuche:

) . W), &) _w)y _ M Lol 0
o >0 : $xaar™s™) = B L %as"C)

Allerdinge (st diese Schritfwelenwah! aafoer
in einiyen Spetualfullen (2.8, bei einer
quad ratischen ielfud. fox) : srehe Abs.3.2.2)
2w aufweudig ! 2.8 o%0=4,7 I)-
® PraktiKable {a'm'ensuchs\‘mk@%(—'a Bisektion):

@) 5“0 flx"ee "5 ) < foxt)+ p o™ Vo) s

',-u'l‘ c(m {,’x Volyy‘cnﬂ [ €(0,4) (~ T‘OI”)A
(g) V";(x«l‘(_q,cm) qu)) Sm,/ O’V"»)E(x“") s

+¢j‘f en ;FC'Y VDT&[?G&P‘ G’e("ad)

arp Kelne 2w kleme SchrHwelle !
\

W Qq‘ﬁ 5-?4 Fell<

4. die Naherungen X" eine becthrcukiie Folg bilden,
2. die Schriliweden 0™ die Bd. () uad (8) enfSllen, un ¢
2. 3250 VFx®)s™ £ - & 10facn, he™h,<0
dann 3«'“: f:g; V-F(x“") =0

m Rem.d.8:

1. £W = -V,F(x(“)) 2 GV= Velf. d. sheclslen Al .
Vac. 3 von $eit 5. &} mit €21 erfullt !

3. GV mt Linien suche (2)-(%) l(onVﬂJﬂ'/fa‘[ der
Basit von Sak 5. F waler schweckea Vor. 3!069,' v

3. A“elc{fn.&.l l(anveq:?// dac GV nus seb laag oo §
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5.1. 3. Das Newton- Verfahren

g Jdee: Sei x™® & [R"ewe Naherung cu e bok. . v. £,
Aus der Tag (Qf ‘Eu"m’c‘(lunﬁ (V&l awch CZ))

(8) 40) = £+ U0 )X )4 F e Moot 4o
v NoT = 0 (nx-x*Y

o =24 (X) ,
folgt, dafp sich FCK) i emer Umgebuu Ug(x(“)
Von )t(‘“) duvch die qaaém‘i‘c":séaf.s

(10) 9,0x) = F) £ VTFO) O0-x“ )4 £0 xS
ffa\l OPpmxc\Mfelen Ia'fo‘i- :
Die nachste Tteration x ™Y des Mewton-Vesfelyons

n der Oph'hc’emu& wird alt Mnimum der
Quadvu'}isdm Fuw € on q,,((k) definieif .

g (X)) = M gtx).  SQP
Under der Annchme) daft  (vg!. Saf3 5.5)
v, xM)=H (x“) pocdiv defult ist,

"6(;' x W) nach Sah 3.4, durt dre hc/:fo{]l-d
V%‘(XM')) o VFO(M) + H(x «o) (xam)a sy ) =&

echdeuﬁ& defiwiesf, d. b,

W) x™0 = x¥- H)TTTLO)
_ X(«’-(- o(,am) oK)

-

mit der Schr .'ﬁwcale o ll(ﬂ'/:__ 4_ vad der Suchr
(1) % =~ H(x) M PE™) (evtor-Rithieg
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B NEWTON -~ Verfahren 2ur Losuw,‘ von

freie OP nichtlineare GS
E . foOJ Vfx)=Q in R"
xeR* | [FG) =0 i 1]
n m (ux®) &

N ) W .
cel N qlx) e FOCNA VRO et
('“)v{ xuﬁ)___ xm)_ '_vxm)’ V‘f("m) | x(u«)= xw_ }P (Xw)-d F(x‘“’)

) 1 -
Hesse - Matrix von § Facobi~Matrix vou F
‘ s F=V§f
_[9F ] f | ] _
3;()() = [b"q (’() ,'1._.,”1 = [DX,,DXJ(X) . —H_F(X)
( | l,’:ﬁ

n Safy 5.9; (M)y, “bew. 2r+ HLpS

Vor.: Sei §$: M= IR "dreimal cletly partrell
diffbar, x"e R" sei ein Lokules Minimum
von £ wund H(x*) seq SPD,

Bh Daun 1s{ des NEWTON ~ Verfahron fir

hinresrcheud 3(.«\‘6 Sartwei le x(”) d.-h.

Il x*-x | hin reichend Kle:h,
wohldefinrest und ec Kommjcell 9- quadputirch
Hen X* J'\ o ¢ =counsd >0
(13) U x"= x™) < ¢ 1x*-x“4%

ﬂeweos 5(6‘! Beweit von Sohs)'0 mit F= Vf »
(V |
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a $ai3 5.410) (M) —> F(X)=0 in R"
Vac.: Sei F: IN"— IR™ einmal sletry partiel diff ba
X*€R" se’ Nullstelle ven F, d.h. Fx")=0,
VE(x")=:30¢) sei reqular und = F0x<)~1 12
Bhi Dann et das NEWTON - Verfahren (11)c
{&r hinrerchend qute Starfweste wohldefinics

und es Konvergieit g~ superlinear gegen x' d.h
Jaim (W7~ XN e
Koeo \ Jlyx~xt0))) ":- k=see Yic =
\
9« |
Ix*- x“) < g, Ux*-xY
~So

Falls VF jn %* Ll'psc(\m-s(e-('oj ik, d.k. g L =eonct>6

NVFW) = RGN 2 L x-2* 0 ¥ x e Lies*)
donn Konvergiert das Newton- Verfahren

§-quodrakisch, d.h. es gitt (43).
Beweit: (x = X“‘)’ W FresPF=3- Jacobé - Mafri
Nty ® | 2 1= PO F ) - x¥ )

= F'e)™[ r:cg‘)- Fex) = Flo) =<

< NP 1l Fex®) - Fes) - Flox) Ge=x)1)
1( L — - Y
2085 Igelo] o (llsc=x™I) Axslelry Jiffe

ZUF00™ N I LF Gerg (o)) - Fo) + ) -Foonsd

O(ux-x“llz) Fl Lip inx

< M{X“’f"x"l < C ?xad_xxuz‘
éefu; Hy‘(’»“:ﬁ% S°V'h VN ged.




g Saf2 9.40: (44),: — F(x)=0 in R"

Vor.: Sev F: IR® — R" einmal stetry partiell diffbar,
x*¥e R" sei Nullstelle von F,d.h. F(x")=0.
VF(x*) = }(X’) ce( reﬁu(a"r uad B =N J (x*)™* | >0

B_h_._'. Oann ist dat NEWTOM -Verfahren (1) far
hinrerchead quie Startweile woh(defcaiest uad as
Konvefﬁc'efij:%apef(Megtf aegen x", d.h. |

gm (HYE_XCK“ }i _ 2 _
ke Wx* =5 )~ l(i;z- =0

— 9« o

-

== 3 < (Gaglix== x“/W

N0 (-doe
Falls VF [n x* Lz'pSc(u'(?-Cle'{l% ;zl/d.lt.ﬂl.'rm/»:
) NVF)-PFO) Il < LAx-x"0 ¥xe UL,
dann Konvergiert des NEWTOW ~Vertahren
4- ggadm“gc_:h, d.h.es gc'l{‘ (13).

Beweis! x = x ) l Fl= VF:J o Ll Jacohi -Mafrx
O o = &El(ﬁ-d F":},’ —x*

= FIe) 1[0 - Fex) - Fltx) o5-x) ]

= Fo™ 1 [F(¢) = (Fu) +F ()

[ =Xl < HFE I o) =~ CFLx) +6709 O %)) |

3 o(llx-x=1) Fect!
SUFl)™ M Il Fx®)=F(x) = Flex)<*-x\10

®d
e |t 1L (F e g0em0) = Flex) ) (=50 |

; 1 ETOATMN N (F! e g (et-x)) - F () +Elut)=Fll Hx |
= “YF'(KN W (Ll x4§ax*-%) ~x0 4 LUxT-xt) x"-x)

6k) P! L"Pé Wﬁn x*~x||* < G' Il x"—xt_lz. g.ed,
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® Bemerkung e

© Im Gegeusahr 3um GV (G-Lineas) Kouvergied
dac Newfon-Verfahron Sehr schuell (1~1uaa/m/ml),'
& Nur (oUale Kouvetjcn%‘ doh, x e U(x®)!
~ ?Jc'n'“el Newton mt Liniensuche !
© He(x™) biw. Jx™) wird benstipt
uad in qedewnr Newton-Sch W il lnegier GS
3o (x) 50 o ged
e losen!

~> BFGS

o Algorithuus 5. M1 Fex)20 bw. Vfx)=0
| |

Q(‘ufn&heruu& : x© e lk"{ gf')l i.,‘o"lm 3
Lieration: K=0,1,... Ksp
d(K) e F(k“')

N1d I < ¢ 4@l => sToP
BM) g = dm (lm. &S to'ae«)

O/‘“" = Sckn‘” Ue/knwdlt[ (L('n.o'eafucl&, )
X(aﬁ) = w4 o(am) 5 |

S
,\?
o’

n“ = Newlon, BFGS, ... C(°

B = Fo(x™) = H(«))
of “¥) = 4 - Newton ‘ dum)ap gediwyfles beo.
B“Y =8 ... (M) BFES—>pPKI.51%
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5. 4.%. Quas-Newton~Veifahren

g8 Jdee: .
4. Ersehcn\’q:(cx) die HesseMabvix H(x"")
 durch eine Approx(ua#m B«
Rann erhelt man anclelle der
New{-m'nc'c‘i‘u«é die Sucl m'::‘n‘uu_tz
W) = - Bm_-f Vf(x"")z -R- F(k""},
2. Wahle B 2.8 R =H(x®) oder B=T,
Far . 8 berecknen newe A"IDXI'A«"I'W)
'3““’ der Hesse- Mal i’ im nachslen Heva /‘o'u:pﬂ
%9, daP die fpls,udca 3 GeJ:'nj&ﬁm erfullt weidem:
1) Ruasi-Newlon-Bd.¢ ( Sckdandenbed)
Gum) (x(mn _ )("”) 2 F(X(M)' F-(Xm)>

e —
=/t =1y )

ki PRrRE T a3 “Sotandu b :
pet. F (M) - E (x9)
' ye uHt) xud

e Sckauclm tlci-fa(ucu!
oo (K42) g (eat) _ _ XM - 5
_ FOcteen) .. F(xm)RM
2) B %Y 54 SPD. Drese BeJ:’ngu’né, sichedf,
dajpb die naohete Suagrwl:ﬁu@
gutt) = — (pese) )1 7 f(x“"’)
cme Abctiegs richiuuy ret. Tafcochlich
THO YT 580 < - VL) (6™°) ' Pfu <0

3) '3(“’) - Gu’ + Nl&dfﬁfhnjmﬁo’(
RO-‘*‘ OJ.' Raq-l
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® [roy den — Flefcher - Gold farb ~ Shawno - Verfahren:

® Cineg der w(chfc'ﬁslen Verfahroa dieser Wlatie
(s) das BFGS-Verfehren (= Rong-2 —Vesfahren),

( w), _1 Yoo, 2 w ) )7 g
(49) B"= B4 Ty Y g b o B
|

-

ﬁa.ﬁ . Q *746‘/1’(

o SAT25.42: | .
Falle B9 SPO i1t und fullt 4* w“'>0/
dann st auch B** SPD. |

Beweits Klgr !

o fem 5.13: | y
1. Ecfullt die ScheHwei'te o(wtf die
bed, (8), dane gilf 4Tt >p,
2., Undev %ec‘&wkm Vwau:sehuug lept
siwh fur da: BFGS - Verfahren
mt Linrensache ; die de:c Kee'leyieu
('2') wsnd C?) ﬁ»‘“‘;?‘l 2eegen, dafs ¢
3(95«[ taad Supei (inear l(ouvelaienl (
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3. . Oph'mc’emngspwblemc (o
mit Nebcnbedmﬁ “wn g eq (he)

R dn diesem Abcchnil betrachfen wir re.r#«'nst'en‘e

Optimierungcprobleme (rOP) mit Glethungs -
und umﬁlcic(auu.asncbenfoec[mjunjm der Foim

(A)POP F"V\JC xk‘e ‘Rn ’ -

for) = e, £x)

s.t. ) = 0, eIl ={4,2,. m]
ci(x) £ O, t€L,={mety...min]

5.32.1. Lag.r‘anae‘s Jdee (138Y)

b Ges, ist eln Lokales Extremum (= Min. odes Hax,)
der Funltion f(x,,, ¥,) unter der Nebenbec/mju@

ClXy)) =0 (d-h, n=2 my=q, m, =0),

wobet die Fltlen -f "3 "zl__., IR als chH% cli-f{bar
vwwcdecehﬁ werden !

C ( X."x&) - O
t€ Cdate)
W)= (o] S ()




Rive 43 B
W An&&ommen es exictiert eine Parames(em'ﬂ'emug

der LGsuny der NB  d.h. |
I 2 =X ()= (44, X,14)) ¢ CalB) X lh) = 0, £ €Ltqcte)

Durch Differendieren der NB nach + érhalleu Wir
[
r_ = dié C'(XQH')‘ Xz({-))':: %—E‘X: -t %9 x: = (Vc, (t’:,))

KL

Offbar gil: HVC 1 :‘a ,I

oK. Esctr. flxnk) &= Freies loll. Exdr.
under VR ¢ (x4, X;)=0 van E) 1= £ (1), X, (4))

| Sed nua (xg,x)) = (%), %, 4+') em LK. Extr., d.b,
—> | P s Boax) K« Eodn) KB =0, 41

—t |TV'F (g, X:) .I.J(tx“ (¢%) )

| L 3! (4)
Lo INeR: Vil xr) = -N"Ve(.s)
A heipt LQ%F&%%- Mu“.’g'.’ka\‘zr‘

w Resullad: Wir echullen also fur Extremalwerslprobless
fFlcq k) — extr. (min [maGx)
s.f. €lxaXy)=0 ‘
die na+weudjg. Extrewmel bcclc'aa uu&
U Lxi X1 = [P O oey) + X7 Ve d0) = 0 2 s
Y LX) = Clsi s}) = O ’
die wit mit Hilfe der sogputunlen Lagrange- FUL.
LOxN) 2 L (%X A) 1= £ X ky) + Ay Colirg x,)
auch Kompak } in des Form LV L{x", N')=0] scheelen Komnen,
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B.2.2. Theoretische Gmndlaaen

n Optim grm&spmﬂem mit G(er&uu,gs nebenbed
o Bfr. (4)r0p mit m=my<n und my=0, d.h.

15) rmun (¥aXpqeng X, min  fex
( xe(ﬂn + L {00 A RLA n) xe'z‘ ‘ ’
M4 s.t. C4(>q,...,x", Xpnéq (1t Yn) "f (& s.“. ch.)=O
Wao'tb : . :

Cm(x‘(l"‘( Xmi Xmeq ---("n)so
e Bem.: Sata Gber wwmplisile Fiten: (15 ) = foP

o Dof.5.45: (Lograuge-Fkr.  Lagrange-Holtipl.)
Die 32U (fic) = (Reelfict, V@) gehirige
Lagrauge « Fuuktion (st defiuiert ale:

C(46) LG A) = L% Xnd >\u WAm ) 2=

t= {Ck) + (A, C("’) x4 1’%)421\., € (%q1-+1%n)

Cacremeier

Qie A (/\4‘ 'l\n)e 'R" “C‘pe" LQQ'G'GQ Mlllflpll

e S "'42 5.46: (No"weucllac E)(ﬁ’euql()ccf.)
y_OL_i 4. deien F ""— R uad ¢: nt — 'Rﬂl
slehg diffbar ued sei m < n.

CQ 3 x* Sc. Stelle ecnes lokalen Extremem
ven § under der NB c(x*) =0 :

rog ') = rang [ ]= rang [2%;)‘.'@ =m,
I=1m

Rh.: Dannkal/\x=(/\:....,/\:.) € R™:
(42) [VLOAX) =0] nas,

, 1
T — focp.t Lfof Spot tn IR




Newed K o 0 tim (eruns Folee W4 &

* fem. 5.41!
4, Ist x Slelle emes lolalen Extremuss vour f
under den Mebenbeclc'nguujeq
Cqex) =0, ..., ¢mlx] =0,
So 3«'(? under den /Vo(%t(d‘-luujﬂ) von Sute U4

=P M-N K

(P 2 = . m .
V=0 [ (x*) 4 §AE %(x‘h O, {=42p.-n

(48) | ™

~ Ru“" C,:(.Xk) = 0, ‘:":411,.-1“
[ -

Das st ein nichtlineares G(ec'c(nuugss§(km
- von (n4m) nichtlinearen Gte«'c(nuuscn Tur
Bech'mmuaz der (ntm) UnbeKannien
CAUATY = (g 10 X 2 teet P ).
3. Die Gleichunsen:(42) smd nur notwendise
Qed«h&um&m fur das Verliegen eives fokalen Ectr. !
3. Auperdem erhalien wiv nur lokale Exfmua,
in denen die bedigung muioc'(x‘):m erfallf st !
. Die Laaroua,e- Mullipliatoren (-A;) sind
ein Map fas die Emp_&’gg‘ [ich et auf die
Vel(ef%uua der L-{en Neben bec[i‘aa%' d.h.
? " (wems ) i
éi(x (T,"..-efm)) '1=(?,....,€,,)=O - /\,,,
wobel X¥(§y,....5m) en lokales Extrencum
von f unfer dea Nebeubedingungen ccx)=7% il d!

AP
Cq (%) --- )("):1 Sy ¢
AL %A -t Ky 1! ,
: ”k\—: .

. X '
Cm ()(:....( Xn )‘fw\ .
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8 OP mit GlecChunqs und Unqle(c(auaq.mebew bethqauqen.
o Analog 2ur Def. & 45 ocdnen wir auch dewms OP (1)ror
die Laarauaz Fict. L Ry R™ — R m!

(46) L(x )) = -F(X)+Z' A c;(x) = fox) + (A cexd)

L=

2u, wobei m=mq+w und A= (Agyerg o) € R™= Lag. Moll.

é B_igchnuuﬁm
() Gradient der Lagramge - FKE. be—gl X
Vi LG A) = V£(x) + ﬁ AcVe; (x)
2) Hesse~Matrix der Laarau?e- Fit, bagl x:
Vi L (6 M) = V2 ex) + 21 AV 00 (sym.)
3) Mcng,c dec Indites der in x afiven NB :
Ax)={ el v, ={12.,m}: cix)=0].

o Satz 5.1%; (na'lwemhae Optimalitah bec(m%)
Selen { R*> R uad c: RN ™ stetiy dilfbay
und ser X¥€ " em lokales Min. des ractt, OF (1), ,p.
Falls { Vey(x®): ce Ax) ] Linear unaLha'no\j sind
(Lineer Independence Constraimt Qualification = LICG),
CANELL ¢ dann eyrstlert genau ein Veltor X'€ R™ ¢

- Py,
il | U L(xTA) = VR4 32 A Veco) = o | = KKT - Bd.
L Karwush

(43 3 ) =0 {far ¢ I
) ¢, (x<) = 0 {ir v& I, K b

k) %0, Ao2D, AL ci(x)=D,tel;
| Tucl(er

® Sat: 519 (hinreichende ﬂeclmaun\?en)
Falls xX*& IR" und A*e ™ die KKT~QBed. Mﬁ) ev{;'l[en -

und Vxx L(Xll\‘) P d. co" dann ;s‘ X em stedles Lo, Min,
© Bewm. sT P L0OAX)s>0 ¥seR" 4 ¥se QU] 3

eto Conest Crthrssl O, uoh‘m
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5.2.3. Das SQP - Verfahren

R Beim NEWTON-Verfahren (vgl. Abs.5.1.3) bew,
bed Quasi-NEWTON- Verfahren (03(. Abs. B.1. (f)
der freien Op"*l'm (eluMJ wurde die S'qchm'clnhaj g™
im Tterationsplt. x® als Losunc des freien
- quadvatischen Optimtemugs peoblemss (QOP)
£6%ks)- (20)1c b T W-&V"‘{;o‘w)s +4sTpMs —> :"e"%"

SPO
& B(tl g =~ Vf(x(c()) - ‘]
| wobei B«) N H(x('") = Viex F(xw) :VZ)CCX“O) = NEWTON
el @ @l o p¥i= (44) = BFGS

G

“
8 Analog werden das DEWTON ~Verfahrea uud
die Quasi-Newton -Veifahren fir restringiovie OP

der Form (1) ,0p f—ormal:'elf: :
Zu geg. Na'hedungen x®) & x* und M
wird die nachile S'uc‘nn’c‘v(uu& sK)e R"
als L5suu3, des fa"ﬁendcn ?uadrgv‘[sglnen OE

Mc(’ " Linearisieiden ' NP2 be;{,wn{.:

@), qop 404+ o) s+ 4 57Bs — B
D PR X SN ¢ id B Vie:x®).s =0, ceL,
WP e c;(x) «Ple(x®) s < 0, (eI,

Die nachste Naher erf(i‘“- Sich dama 2w !

(4e1)

X(Kﬂ' = )(G(' + o{(ﬂ“) S(f’/ 2B, of =4

)\(ﬁ'ﬂ): der U 3«’ gth;fCuJe LRJ nnae— pmkl
des vyQOP C20) rQ0eP .
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Zur Wah! von B .

4. B9 = L (x® A®) = Wilson - Verfa hrew
¢ 2 Newton - Vol fahvem
frne= 7% (foP) ‘

2. B < Quasi- Newdon 2.8, BFGS

Zucr bed-c'mm& der Schetf wete o((m) 3
— Lim’en SuckL V\aoh Jen Krleditn (¥)M (P} !

B Algorcthmus 5.20¢ SQP-Vesfahten : Wilson

| N
Start: Wehle Aufauasm;hemua (X“z z\“’)ék" "
Theiation: K= O, 1) 2i.iey Kergy KKT-4d.
Tt O x%) eve KKT-PkE, doh. Lsg. usn 45) ; SToP !
Berechne emen KUT-pit. (x ™ \t)) e g™
des jua,dm#rsd(w. 6P =QPO: | =
min TEOL)T (e-5)+4 0e-x L, (T, o)
xe
|5t c; (x™) +V§(x“") (x~x¥) =0 (eI,
;&%) + 2T u) (x-x¥) < 0 (e,

RBec'kt dieces QOP me‘.rerev KKT - Puul/-c,
so wehl¥ man den KKT-Puakt (x““‘),\“‘“’) e’ n™

” (x(m: Amn)_ ( kul( A“) ) ” — min,

I

m "Unkl‘ ec‘anekn Bec(fnﬁuu\e’eq Kauwn (oWale
Suget lineaie  biw. Soqar ‘unaclm(-/:oL. Konver cmd

el weiden.
g:'ch. L.b. Saf S, 31 /a C'e:’oel [ Kanov [42 ]).
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5.2.4, Quadratische Oph'm/emnjs problem
8 Bir. das all gemeine res-lra'naierk quadm#(c‘v_

problem (rq[OP = QP = Quadratic Progrumming

Optimlerunag
(24) Gee. x*€ R" .
x*) = mun
o X € IR"

@)

C+ OI)(S O 't‘& 1'2= i'"aﬂ,---(ﬂ(ﬂ"d
‘.—m\vp——‘ e
Ceftne) Linear

!V.,fé f! R £ C»’Jg —

q.x) ==)f<+ g-x+% xTBx

i

=m

séo
mt 39 - -F' ¢ € R und q.2.€ IRntom'e 99 Mafrix 3 Glﬂ"m.

® Bem.i (QP) mit reinen Glea:huua(

nebewbed db. I, =07,

== fdkr‘ nach Safe DAL [ Bewm. 3,17 4,.,[ die

(22)=
mit der La&van&(- FKt. (m= m,,)

J

)

@)

v o
-

A

af
>
C-

(22)

-

KT (22)

Lo'Sau& des melt lineacen &GS

(4,

VLG A) = 0| KUT-Selews

Lk A) = g(x) + Zm} Al (cz+a{>(),

d.h. (22) ergibt sich 3e

Zgu>%

W ‘
'a LY .0 Favead = '=4,...N
'9'35(")* %,\Lw4 (¢iracx) =0 451

Citall =0, =1.um

~R
+(Bx)y+ Z X agy =0, {=4,.n
'E! 1 o

Cb*‘a{ x = OJ l'=4(---lM

. A

[a AT
A O

I[X)=[

_[%44 --- G4n ]
Q.nq e OQmin J

(Mmxn) —Mate'y

] mit Aa[:r
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Sei x™ ein gg_!g‘_’_b_@.&;ﬁﬁ'_{. des (&P)

mt reineq Gle«'c‘wua.& neben Lcd., d.h.
NB: Ax® =-c biv. o] x =-c; (sdmm,.

H‘ far die l(om(dw' Ax (n der Dou/clmn’

(s 0

XK = x® + Ay

\veg.m (ZZ) dce fo(&tude Be!-«e‘nuuj
[BAr][);\] %] KT~ St fer

o [ A=
o (50114 ]=[2]- (3500

| 13' Bx(‘l)’l

e -Ax®
- [- Vs, (x“")}
O

BAx + ATA = -—V?(K"")
A Ax =0
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B Alggrﬂﬁgu; 5.24: Steatesic der alctiven Me.ac-. - (&)
proges ——

Start1 Bestimme ein fur (11)=(aP) 2ulsssiye Starf -
nqhemnj X“)G lﬂn Sowl’e einen !ua.t‘s;rljm
La%rana;-Muu’cplo'Kabf Xe R™,

Sedre o= Ax®):={ieL,vI,: ¢;ta] xV=0},

Scherfle: «=0,1,2,.... Ksrop (= STOP)

(54) It (x% \%) ein KKT- PKt.von (24): STOP !

(§2) Setie )\?ﬂ) 0 fur L Ax uad besfimme

# (Ax(l() )\(K“‘l) ) e |Rﬂ (R‘d"ﬂ(‘

B Ax ][ AxY V1,(X“')]
[ A O ][ )::: ] [~ O /
wobe! )—J‘ = LA ) cede € 'RM“

' Au‘[azlie.h'
(53) Un-lerso‘nec'de die ]cafjenc{en Falle:
) It Ax¥=0 und 230 ¥ieAgnI, ¢ Stop!
) 3t Ax¥=0 und min § 2% (ednz,} <O,
s0 besdimme einen Jndex re.ﬂ nT,;:
A::(-m)s min { /\(u 1) L e )“ /lI,_}
Sette x"““= x und Ae= A ir): GOTO (54)
3) 3t AxE O und x4 Ax® 3(4&&'0‘.'3 far (21),
80 sefe w4z x4 Ax“ uud Shyeg=Ae: GOTO (§4)
¥) Jef Ax“2 0 und xs Ax® nicht auldcsry far (24]
So bestimme even Tuder r m:f

= T (K) )
et Cpotae X . Co+al x
o ”:=-_'*__':______mm{ Gt {d by 4 oF A20]

ar Axu) T' Axtu)
Sehe x(“'") e x(«)+ d(“f')Ax(() UQJ ‘Atﬂ (3 ‘A‘ u{p‘:
e GOTO (54)

GOTO (S4) meane GoTo(SA) A U €K
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52.5. We'lere Ver{ahrm zuw Losuue von roOP
mit NQ in G(ec'c(tuuﬁsaud Ungleie $form

v = min
Ges. x*€ R™: {*)= v)?e‘n" tex) 1

o4, ccx)=0 LeT =iy
Cox)¢0 cely= {mﬁ...,n,m‘i

k=

(), o0

o Bﬁﬂg”t‘, - Methoden:
‘;_4&4. EvscHe (4)(0. durch ein
rOP wmit G(el’chuugt nebeu bed .«
(23) g £
6.¢. Coox)i=Citx) =0, ce I,
C.(x):=maxio cix)y =0, A

2. Evsebun (23) dusch eine Folge von fOPs
mit Stiefparametesr oy 7 o

mek der SteafFUd. (2.5.)
P s et) = .F(g)f%" é(‘c’,_(x))&,

w Bacriere - Mefhoden :
(Moo F>(28) 2% Blx, L) (o )

s.f. c;x)=0, LEL,

mid Blaa):= fox) ~o 2 fn (- ¢;00) oder ’=f”‘)""£ o)

1=Sm e e=mpl

B oo. Stehe Lit 2.8, (127 Geisod / Karzov



