Folce A3

Zusammensie U.u.ng wichtiaer Unglet’ohung;;

a) Cauchy - Ungleichy ung:

| Cu, v)l Hul-Rvll ¥u veV-LZ(.Q),HUI),..
g Friedrichs - Un&lg(clnuu&.
S (ue))2dx < ¢ S Wul*dx MueV,,

wolm Vo=1 ve H‘m): v=0 ouf T |
mid ecnem Yechten® Randstick B e 3= =R,
dh, IF = meas (F):= Sds > 0.

Bem.: V,:={ve H"(Sl) V=0 adf Pa2)=HlY
¢) Pomcare-— Unq(ecc(nuM'
.S uldx g ¢ {( Sucx)clx) -(-Squlldx}

Yue H"(Jz) A
Me'”"lunj& miegm.( CYIY

Erl(evmumg voa us= consl. !

d) Ranc(embe'ﬁ‘uuq: M=

utdx <cps(u £ (7)) oy Yueln)

uu.llLl( ) : "M“L(F’S CE““”H'(.Q)

fFepr



Folie 44

g Bemer Kung; 2.9

1. Bez:’ehung 2(«1('.5’6hen l(/as.smc_lrc’r und
Vemllg,emelhﬂkr Lo’sunj: -

ke fedlwdl e
(6 ) PRLLD. (F)
-f e(ia } 2usa?l. Yor.: £E Lylab)

2.h. $€ L(ad)n G lad)
ueVé n Gilob]

A. In der VF (F) Konnen die Vofaassekupye4
an die Daten abgesc/cwcfchﬁwera/en:
— dnteqrale méssen exitleren !/

d.h. 2B, £€ L, (a) anstctt FeClus)!

3. WesenHiche RB (= 4. At = Dicicklet) ghen in die
'Defl'm:/f'on von 'V;, ( Menjc der zula s.f(;m Fitien)
und von V, (Raum der Testfitlen) ein. ¥

4. Matirliche RB (2. uud 3. 47¢) gehen in
die Variationsgleichung (¥) e )
5. Die VF (7)

(#) Ges. ueVé : a(uw) =<F v ¥veV

) Au53m35 Kt. far die FE- s Kvedis rena
wahrend die Klassische Formulierung (6 )
Ausgauf)s‘,ld . far FOM (= Differensenverfahren) id ¥

(



T —

Folie A5
¥ U/bun?p?;./wg

Man gebe die Variationsformulieruny der
'Fdljen en RWA (in Klassischer Fornu//emnj) an:

Ges. u¢-) € C2(ab) nCLab]s

{ = (AW u'x)) 4 et uex) =fex) | ¥ocetab)
RB: A(a) wl(&)=@a (1.M=Neumnn)

L = Alb)u'(b] =oty (ub)-g,) (3.Art= Robin)

Ge’)en Sie Bedin‘janjen au e Daven
A(')la((')l""(')t aa,ablo(b o

an, so dasc de {uuo/ene Varm//'msﬁma/:?/mj
Korre+ (d.h. alle 7n¢f3m/e masien exicherea ’)
formu“ell fi ¢ ! -

Zec'jen Sic um ‘(elurl‘, dacs fedc
verallgewmernes La"Suué, ué’% N G*Lab]
auch Klassische [ &iung isf / Jalls

die Klassischen Vo/aa:.cg hanjeq am 0/t
Daten erfillf s




Folic 16a

2.5. Au}léSung. *l:r{dc'a_.gena.(er G3
g Gtr. tridiaqonales GS K 4 = £

L

dessen allgcm. Gestalt in Matrix form als

“ ¢ 7 r 9

Cq b1 O uq f4
a, Q by @ U ‘fz_
(13) a3 C3 b us | = | 4,
N\ AN AN : :
@ an.1 Cn.q bﬂ-1 u""1 -. fﬂ'4
! 0 a, CﬂJ J“ﬂl b‘fn J

b2w. é‘q{u[x/a{en% 'n Glea‘chunjsfarm als

CiUg +bguy = §4
QU+ Ciu +biu= £, (=ZnA
Qp Up-1+ CpUn = fn

3eechriebem werd en Kal/ll/).

B (3e(§’2(eL; FE-GS aus PKi. 2.3

7~

2’ -4 9 ru1 r r‘F" \

4 -1 l\""\ ':'1 “?2
h \-4 2 -1 | Un-4 - 'fr;-f
l -1 Atef,h | L Un, thj

Kh u, = 1,



Eolie 16.b

w Direktes Auflosun qsvem(ahren basierend

auf C(e(‘ Gauﬂschen E(:mmahomzdee'

@ Elmma#(on.ssdnnﬂ (£ LU- Fal({onswrunj Bem. .’Ht)

4. u4+cl,_u1 = pz /‘b u1— O(lul+p2
2.GL.
:al("'QUZ*P‘) +C ul‘f‘bzug ‘Fz

=2 (-ay;) uy + buy={,-a, B,

L Ug +ofaUy= Bg ) uy=—~olyuy+ Py
ﬁ (c3-Qyefq)ugt by uy= fa““a [*3
Gl.

3. ug+olyuy =g Uy= -cuy+ Py
= ,
4.4l :

L. (mms) ?

(1), Upyt ol Un =P Ylp-olpUptfip

—'751 (Cn=tnn) un=fn=on Py
n. Gl

Un= F’nM

Rk warfsemseRen
(Berechmuus der u; )

ba -f
irsg l e
by,
o= Cp = Ay,
- f,-Q, B
bs
He= Cy—d3e(3
L= f.’"asps
: - bn-1
o Cﬁ.f’ an-qd“ﬂ
i“ - ‘A-&" Qp-4 hn-c
T Gaam Gangdlyy
[g - ‘fn ~Aan pﬂ
Verwarss efnichac,
(terechnung der b ’

> Trl'c{c‘aa, &S wuwide ‘n GS mit Oreleclsmatn ube/[ﬂ//.‘

o r
4 o O Wue ] (B2 ]
1 osO ||| _| 8
<4lf) @ A 4.<°(n Upoq Pn
i A1 J Lun | anMJ




I Folte 16 ¢
o Rickwartseinseizen:
Das GS (4%) lé'ﬂn‘ Sich nun %m;ﬂ den Be3.

(/15) { Un = [ >

Up = =g Uigq t i Lanqn-2,..1
Leich] auflosew,

e Bem.2 MM: K=LU

1. Eliminatconsschri K=LU
=LU-= [\} ]~ Faktorisierung der Matrix K

Lower V"er
~C4 1 PA O(z N ru‘\ P‘FQ\
%4 () 1 o3 O Wl |4
Ut By 0 4%n ||| [fat
O anan] | 1 JUnf |fn,
L U u = '_f_

mt 4;s G- t=2n (“‘MS)I
A4=C4 ’
Kgaf@; LU U=f sSa L.E:i v)
—
. 2. Uu=¢ (®)
=e=[}]

2. Bed neuer (vielen) vrechien Secde wird
einmal faktoticieit uud die eufcprecheude

| Lo"su.uj schuell durch Vovwérdt = uad
Raclwartcemset 2en berechnet ¥



Folie A6 d

w Zusam men&ssu.n@x

F‘ Q o S N &
€q bd O U,, .f4
agca by O [|u| |g
(13) | 95 G ba | fus [ _ |4
\ \ \ . :
@ Op-g Cn1 b | | Uiy fn4
L O GnCn| Y _ | fn
dz_“' by [ ¢4 By £yl cq Ugi=~otyu, + b,

otgis by |A, P04, upe-wguztpy

dn3= bn_,' 'An,,4 ﬁ",‘.z({ 1 nc’uq)/“ﬁ’i ulﬂ "nun+ﬁn

mrd
AL:‘ C'L- aLO(L Ynp = (7(‘ qn/fﬂ))Aw Uy = r?n 1

Falltorisleren Vowwartsemaetien Riclwericems.

(. REBER
¢4 A o€y Uy {4
% 4y ), ’lds@} up | |5
q. 41\-4 [ﬂ) 4 S | i
O -( j 4.!;“"4 Lf:.

L U u = £

L ¥

Q=#0ps = ¥n-F



Folie 16e

m An2ahl dee netwendigen anthmetischan Operakionen;

Finisahen B | =
-+ Divisionen 20-1 n
¥ Multiplikationen n -2 n-1 | 3n-3
+ [~ Addi'fionen/Subbr. 2n-2 n-4 | 3n-3
en-5 | 2n-2 |&n-¥=8

Dic An2ahl Q=ops ( K% $) =8n-7 der nolw. arithm.
Opecotionen ist proporkio nal Zur Andabl n der Uabe K.
des 2u Wsenden @GS, d.h. Q= 0(n) 4 Verfahsen ist asymp. optied 4

% &ec'cherﬁ/ at3 bed‘l‘{ L K £ sowie {433, tocdini

werden wie felgt gespeichevt b, dber schrieben :

[ 3 Sl k-
0 [ a [ ba [ g | %k
as Cy by {2 e
Qn-1 Cn-1 bo-q | fn-1
Qn . C;z -0 fn
tberschrglbea | mo't srwerde  péclwort
LA VYU "hiy ut™
0 C4 0& B Uy
G | Gg-~azey | o | f3 u
: 7 v 1
On-4 | Gn-1 Q14| Xn Bn gy
Qn Ch ~ On Ol O Pay Un

| mdefKedeb L detU = detL- 45 cqr Ay A
M = Memeiy < Spercherplath = 4n (bww. 3n  fulls K=KT)
= 0(n), d.h. acamptotrch optmal ¥



m Durch flhrborKeit und Shabilitst: To% %¥
o Sat3 2.42:

Vor.. leal>0, lenl>o0;
lagl >0, lbil>0 V£=5ZT-?,- [by[50, la.,l>o,J
lepl> Jagl+lbl ¥i=2nq } ()
| cq , 2 lb.(l ‘ (enl lan!
wobel {dr wenigtlens eine der Ung e chassze (X)
"> gelten soll.

Bh,: 4. A;=¢c;~a;o; #0 ¥i=dn (Puschfuhrb.)
2. leli 1 € A ¥i=2n (Stabilitat)

eweit mms™ (Indulltion) biw. siehe L)leiglur '

o Interpretation;
A. Ai # O sicher} die Berechenbarlet von Wit und ﬁm!
2. loti| S 4 sichert aby dop Rundungs fehler, dve in
einem Rechen schritt auftreten, berm
Ubergany dum nachelen Schek nickt anwacken.

U, = ~of Uu + ' ~
Uy = = o4y (ucﬁ“ Jtﬁ)"p(f’!

> [0 = 1ol Vg <], =ttt

Aﬂgcn. p N“.‘. 4.4 ; J1= ('4)',6(1 Ja‘...' dﬂ Jﬂ = “4)1‘4‘4.0“}"
* n=4006: (4.4)"1 % Ao'4 1l

& Qh_w_a 2,4 d: Man 2eige, dafp die Vor. vou
Catr 2.42 durch die aéE-MaﬁfA/ |
2 -4
Ki = 4 [‘1 4 ]Ae_c S (1), erfallt verden !
h | 0\14\440‘& "



Folre Nuwm Opt 4%,
o Jllusiration des ASSemblIerung\saliau'*hmuf.'

e - i 2’ &6 ¢ n ;NE
a) ) fv\
(e) (2) K‘? Kﬂ KAZ I‘D‘Mr
K™ KD K D @ | e | k2 !«;;5"
“ Q) o) 5
£(e) . 4) [ 1 ce s | 1 J
a (
= 24) f ) zn)
6 4 2 n4 n
r .
o | K K ]
1 ") “m,m K . \
"2 Kzn z‘z”" DKy
Kh= e . e . . . .
) (1) (1)
=4 kza )’(ZZ*K'M Kaz
n K ku
- ! J(nﬁ)x(nﬂ)
r .
o 1; )
1 ‘fM) . 0?) 4
I\ 3 n+¢
L =2 fz‘"+f e R




Folie NwOp'l' AFb

o Algorithmus R

Berechnunj K“) f und ASSemBl.em@ U Kk -

Initate : £h== 0, Kp‘-" O
FOR e:= 4 STEP 41 UNTIL n 20
EOR of:= 4 STEP 4 UNTIL 2 00
BEGWY
* Compute £,
) Je(-efmae ¢ = I.(e d) EZT
3 uPc(ak. f,_ -F -(-uf |
Eor fp=4 STEP 4 mgm. 220
BEGIN
(0-)
X Compute K, -
* determine 4:= g(e,p), EzT
L upda-le l? K.\, k,ff;,
=Ly
EVOFOR
End
ENDEOR
ENOFOR

= zh)l?h (ohne RB ¥ )

(e)

e [
.r)’= 'f(xe‘%) 2 =42,
©)

K44 38% , K;;):z—%

N
tp. A (£)* &



Folle Numbpd 180
m Einbau_der Rond bedingungen :

Im Bsp. aus Abs. 3.2 sind folgeude
RB& Vorg.eaeben

X=a:' uta) =4, (4.AI4=Uc'I«r“(f=W&S&M‘L)
x=b 1 -u'lb) = o (ulb)-9,) (2.Ad=N.=pat)
Mt 3 |
(K) SM,: (k) Vhl(x)dx = I Kh gh,gh) Rt
und
() Sf(x) vx) dx = (fh Vi) g

Konnen wir das FE~Schewa (1) 4 wi'e {o(ﬂ
aufsChra éen !

ntf

Q)h Ges, Uh (ﬁaf"'dr“u I“n) e
ATKu w, + U, vy = v, f k% GV

d.h (1), ist é'qur'valeml 2

~N

.YT Kh Qk +of UpVy, = yfi W% 9o Vn Vyhelﬂn

mit v, = (V.. \v,,) fk (£4,.- fn) und K = [K]

“l

y

5 -0,n



Fol:‘e “%D’f /{ga‘

g 'M) ) N
J KM Kfz '
“ 4 Q2 Q)
1 KM‘ kzt'('(lgﬂ nz @ ) @
, ) (
10 1 KoMy Ky
.‘ ‘ (1) ) | (
vlo @ &Y ke (l)q'{’
( L)
n |O Kot kzz*de
o 1 2 n-1 N
W @ ) 1
atan Ko 0 9 @
Kz('? ‘éz""(«\ Kt(z
N
(i -9
VL 2:-') K;: )‘( o K’%n)
m
| 2: st g, |
@. );\ Kh

Dam(l haben wir die RB u(a) .

~

4
_ {:Z )4_{(‘2)

)

\ J

£9

foug

2

@ )
21 o

() (2)

{1’:7(4 -
Q), L

"2 .+ 13)

(n"i) (n)
{z * 14

U, =
-h

2+ %3 |

L

1.

und

- (A'(b} = O(b (U(U —36) élhgealbel'\lc:’ 4
Bem.: Alternativ Konnen wir die RE A.44

u(b)=q,

ap,aro.!([ma,h'lf ale RB 3. Ast

- Ula)) = o(b (U(b)"ab) V/m'l' ofb'-'—' 409e¢'na/6e4'4m.'

b__ [{
A up=g,+Z [4;"

)
~Kaq Un-g™

(n)
K 22 Un

e

g,+0(10°°)



Folic Numopt A3

B Zusammenfascung der Scheife 2ur
Genemérung_ des F --G(ec'chunjssa.sel-em:

==

1. Zerlesun& des Rechengebiets 2 =(ad)
in fiarte Elemente &= (eqXe), €212 HEn,
und Genem’emnj der Knedenloord inaven l
und der Elemend2usammen ‘w&sk&el[c.

. Ftr alle Elemente dp (Schlefe dber alle Elemle):
¥ Bcrechm.wg_ der Element last veltioren _£(e) ;
¥ Berec‘wmﬁ der Elementsleifiyteikematr. K,
X Ednbaw von {9 baw. K in den

3(abal¢n Last ve ltor -‘Z\L beco. s dre
3(0 bale Skﬁf«'j Kertematn's K, .

3. Einbau der naudéedfnjuuacn (n

CJG.C FE~GS: K'tgl;:.'fh

————— -




Folle Nuwmbpt 20a
2.7 1D-Lagrange - Elemente hoherer Ordnun}

w Die im Weiteren eingefuhrden Elemente heifien
Lagrana,e—Elemen'/e  da 2w ihrer Definttion
Lagrangz- In 'lerpolah‘mspo(bnom genuhs werden .

Zer!eaen dezu wreder _das Rechengzé/el Z=[ab]
in r finile Elemente oQ'G[Xt-,,,X,;], [=An ¢

— n_ n q d¢ b
52'=iL=jAJL=‘L—j4 [xpax: 1= ———t——t——{—»
T X0 Xeq XC Xeaq Xn

Zur Déft'm'hbn der Lazrangz- Elemente (% Formfkten)
und Ansatifiiden fihren wic folgende Schritte durch :

1. Abblldung eines Bdlo Elements §; auf dag sogen.
Basicelement A =[0,4] (Abbn'ldungsfm'n 2{P):




Folie Namo‘){- 20 b

2. Definition dec Formfd. Gop auf dem Basiselement A
Teilen dazu Basisel. A in p (gleiche) Teilittervalle:

® 1 ?
A - 2 ————— >
T4 72. go( g'f/'

A/p
es.: (€)1 1) Polynom p-ten Grades: § € ¥,

{ 2) ‘f«x(fp) cﬁ,p ) onp= A pd
Los wgo{ A Ty 1
osung!
#1800 - ,D (5 )
P Fol
RBeisprele:
Lin. EL. p=1 1 ->< "CP{(S) 1-%
H O = ¢& ¢Z($)=§
quadral. 1 ¢4 (5) = Zzzla-jg.f;'
Slemedd P2 6,(5)~~43"+ ¢
ot 0 E 6s6)=25%-1
=0 T2 9,=1
K« besches p= =3 41 ‘T ¢4(5) i ¥ (f'g )(f’é)(}'v
Element cbz(g) =
$—o—oq o Ct;g(?) =

’4’0 ?z:‘s 73‘% ?‘f ¢{ (g’



Folie NunOp'f 20c

3. Def. der Ansetefit ¢, biw. Form{ii. %l s
durch Abb. (J;<>A) 2.8, far den Rall p=2 (7«00’.)!

o) l,= g (5,00

L dzd(i,o()e(—'ao(

EcdKnodon X X | Xpq 8 ; X
Knolen f” Pa P2 Priy Pai-g Oa¢ Pon |X-Fe
1 o 4 2 2c-2 -4 2¢ 2n s NX
EXT Blewest | %" C—Feld
1 o A 2
2 2 3
L 2-2 | 20-4| 2¢
NE=n 2n-2 | Zn-1| 2n

El e meat gusammenhangsiabelle



Folie NumOpt 20d
n Wie im Falle, Linearer Elemente (= Abs.2.6)

Werclen Kk (SteitigKeds matrix ohne RB )
und ih ( Laﬂvek\‘or ohne Berucks:ch{rﬁuna der RB)

elementeweise generiert) 2.8, far p=2 ($——t):
e = 4

2 n
Ked K K PYlo0 oo X X X
LK“ K“’ K“’, 606 0 > X X
1
2@ [ §4) o x
F AN R O °°° | X
(4) O X
SRk I ’
°© 12 3¢y 202 2t 3
of > % x
: X% ® oo @
3 . 5-drugoma)
l/(\ ¢ C 00 . jm
h - g(@;é (1'+4)~c‘c'ajoucl
w2l @ xiil;
- x x
i J (N+) x (N )
r "
o %
7 | ®
? -: g 'RN-M
= &
<h s
2u-2 %
2n-1 | %
N=2n Lx y




o _

1 &

1

) ' o«
Kn Ky Wy
K K

werden mitlels Abb: lclcmj auf da¢ Bastselement

A
" | dbg, .\ A8,
T ﬁi(x&(sﬂ %6) gt (5) d7

A

GAUSS 2

2[435 (40-50) 4304 (4

Z

=

/J__
ci'c-

A
und i(l) =

Folie NumOpl. 20e
Dte Keeffizienten von

YOOI R
KM K K43

F‘&c.‘) i

1‘1(: )

t)
« 73

S §=?{°(X) = _
§¢ =[x ;1 = =~ A=z=[oA1
)(:)(Ji(f)::: .
berechnet, d.h. far unhsegcﬂsp. (vgl- (K), A=1)
fz\(x‘) up () k) dxe = 23§ hx) Upx) ) daxrs - -
o L=1 xM
foled 2.8, far
() xe Y. d ;-2
KM:;(S‘.:\(K-) %O‘) kX
" dé
77 §,>\c>c;;(‘.f5)){ 7o (3) % %%-(f) h dg
S Bt XmxXp) S OK) T4 g = W e
— T =Zsx)= ZT'.)':T: = 2 (r=¥e~)
402 dk:kdi, 2‘—')—(:3% %: j-dg
A 1

+E)]

A



Folie Num Opt. 41a
m Anwendungen der La@ﬁamqen
dnterpola {ions polynome;

d) Interpolation: ueg)
Uute)
| || - Ex4rarala4mn
0=%, %, |V Sprr 18
~ p+1 X
H©= 33 uy 8,0 = ule)

U ()
ﬂ) Numerische In-!eg rg,ieon; Nec.)+an Cotes - Formeln

fu(g) g = 5 ) u(g) dg = Z u(s,) SZF «(%) Jg’

P+ W,(
= Z U (?.() W,(
=1 T A Gewickle
— SH&fislellen

Bsp.r p=4 Trapearegel

{ 7] €=0: W= Sm-nds U2

g;"." W2.=§ €4¢ =1/2

a3 > gucg)dg~3_-(u(o)+ut4))
P Keplersche Faﬂre:,c’

)\) Sy Ta =0 WQ=S(Z‘1' "Zf""ﬂdg

€, <12 wp'S(—‘('z’ +4)dg = :f/
€5~4 wy=§ (27%-5)d¢ —’/

§uts)«lf % Z (ue)+4u($) +uw)




Folie NumOpt 22 o
3.8. Diskretsierungsehler ak schatung.

m ExaKie Lé‘sanL des RWP (Bsp, aus Abs. 2.2):
(1) |Ges. ueVe: atuv) =<Fvy ¥veV,

wobe( {G¢ uaser Bep. aws Abs. 2.2 |

V& '-'{ ve V:i=H(ab): vi) ‘—“1,} - Men&z der tul. Filten |
Vo ={veV: v(a)=0] - Raum der Tactfiien,
alu,v):= fu'(x) viek) dx + o ulb) v(b) ~ b.'h'nmfom,
{F vy:= 5{0:) Vix) dx + oy 9, V(b) = Linear form.

W EE-Losung_u,: N=n(p-1)+n=NX
(‘?)‘ Ges. uh(x)._-,- gﬁ u; f:(x) + 34:%(*) GTG‘:
a(Uh‘Vh) :‘."-' <F| Vu> VVhGVOh

wobe Y _
Vah::{ vh(x) = 24 V, €:0X) + %a Vo(X)]’ CVa '

L=

%k:= {Vh(x) <= “ﬁ‘ Vg CP.‘(X) 3 = SPW { ‘P“...,%g C-V; °

(z )lg GQS. gh=(u,“...' Up)Te ’RU: K"I. gh:"f"‘t—

m FE - Code: b1 ,

4. Generieren (->-> Abs. 2.6 bw..'&.-?)
2. Lsen (= Abs. 2.5 bia. mms bio. Kap. & )
des linearen Gleichuungssyctem.




Folie Num Op# 22 %
w Beurleilung des Fehlers e=u-u,c¥:

o Zur Deuriei lun3 des Fehlers benotigen wir
eine Norm [I-I| (siehe Abs. 2.4: Norm axiome).

In der Praxi’s sind folnende Normen Inferessanti

cletey
4, G- Norm: [villg= vl =% Vool d

Ne-uy || o= ;2"&‘:“] lusn)~u x| ¢ ¢ (h=0)
Bemerkungi L o Norm : llv lla-,:- -y 4 IV*CX)I

mar e |t g o
Sup faf z.B. V(x) = —+ - e
€S5S Sup ess l'rl{ ' a=0 b= A4

3.L,- Norm: llv "Llfqb)" v ll, ==1/glvcx)|ld;,4,|.
bu-upl,=ny § (un-uo0)2dx < 2 (h0)

3. —ITP" Noim: v Wy can) = Vs lvcx)l"’dx', d.h
N u- Un i pcare) = Wluu)auuml"' < 2 (o)

b H- Noem: v IIH4(Q1D=\IVI|4==\(§(v’+(v')‘)d?:
I u-ukll,’-:-(f[lu(xl-uhu)lzﬂU’&)'Ui(ﬁlzju’;!.z

5. Energicnocm: lllv Il == (Q(V.V))m,
fulls die Bilinear foim al: )
- s(tjmme-‘n'sch‘d.h. atuy) =alvu) -Vu,VGVo
— posiHiv, d.h. alvy) >0 ¥veV, :v#O

st ‘uu-uh"[=-fa(u-uhu-uh_i' < 0

-

(h—0)
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e Man unierscheidet:
4. A-peiort ~ Fehlerabschat?ungen:
fu-u, € cw) hf 2225 ¢

mit R>0 p=p (Ghtheit von u, FE) ="belkanut” (1),
c=¢c(u)>0: ctclh), aber unbekann! !

2. A - po; {;;r-[p(l'f Fe,hler a.b Scha"?umjen !

lu=-u Il € c(uph) ~ berechenbar !

(3 P (W) € Bu-uyll z(g 1;:(14,))
t .

(=1

-

.

- Y
EHektivitat (eff (c?::{j) Zuverlges s et (reliab (lidy)

wober ¥ lun) - berechen barer Element felle schateer
—>» Gitleradaption ¥

@ Generclle Vorausse{-?ungcn:
(Vo) V,- Beschranlithe't der Lineadform <F->,
d.h. 3 Konstaute €= const >0 :
[KFvD| e tvil, ¥veT,

(V4) V,- Ellipt(2itat der Bilinearform al:)-),
d.h. I Koustaute ’41:::(0“! >9;
alvv) > py v I1F ¥v e,
(V2) V,- Beschranléthe/} des Bilinewfom al:y),
d.h. I Koustanle M, = conet >0 :

la(w,v) € o el by lly YwveVo.
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Oce Vor aussetungen (V0)~(V2) sind {ie unser
Bsp. (}) aues Abt. 2.1 erfallt. Tatscchlich,

(V0) I<Fv> [ = §#ve dx + oty 3, v | <

< ”‘«, v, + ot ( l&l lv(b) | (v(z)=0)
b b
[—gy;,. vib) = Y vix) dx = ) V'ix)- 1dax

L] ‘>

[
(Pﬂvﬂﬁm £{T&1 Nv Uy
S "F“, Mvilg+ loty, | [35[ y‘ b-a llvl,=c Ivﬂ,
mit €= 14 0o+ fexy | l%gl{b-a A

[N , b 2
alv,v)=3Vv'- X 4 o) 27 ) (vitx x=
(V1) alvw) = Sv'v'dx + ofy VAb) > S (vix)d
>0 .
5
(vitx))dw + { §(v‘cx?)zdr

I
A
i(vm)‘.lx +% § (viex)) 2dx

>7
As.21
Fm'edra'c g “u't. {.:

At

g

., , b ;
§ vidy s ¢ ,_ZCV"J?!*’ Yvel, :F«""‘"{f&'if

.
-

b
(v2) latwv)| =] gw'v'dx + o, Wib) v(b) , <

< ( ( <
= | fwu/{\vcc:h{gk] + oty | Lwd)| Wb)| =

S‘ﬁbl u'a)lzdxl \/fh'v'cx)lzd;f [ofp [ fwib)[ Lvib)|

< uwlh‘ “Vl4 + O(b (b"'Q) l.ll)“( "Vm’
= {4-%'(5(5-4))1 Hwll, Nvilg -VW,VG.\%.

=1 H;
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® Saf? &.14:(Lax und Milgram)

Vor. E¢ geHen die Vor. (10), (V4) wad <V2).
Bh.y 4. 3! ueVa (#)
2.3 upeVy,: N6 3y e RV (),

Beweis: Siehe Literatur !
¥ ﬁg 2245 (Cea)

!'am Es geltew die Vor (Vo) (V4) und (V2)
Bh.: Daua It die F‘eh[e&a'as&ahuuj

0) 2) H min
46) Iu- a0, <o W..eVik"“ Wi, Il

Des l(reH s‘eruns < fek(cf Approxima fm« fe&(er

Bewers:
(#) uer' alu, v,) = <F,w> ¥Yyel, <V}
- (-’l)h u,eV, oh - a (uy,, v,) = <F v 'VVIGVOh

G ALERKIN - Orthogonalitat ¥

Setzen Vh = (U"uh) —(U"Wh) = Wh-uhevok VW.GVJ‘

a(U-Up U-Up = (U-wp) ) =0 ¥weVy,
alu-up, U-u,) = alu-u, u-w,) -u-

(V4) —— vi A
1"1 0w~y “1 M2 Ilu-uh 4 - Wu"/'

= (46) q.e.d.
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w Zurdchfahren auf den Interpolationsfehler:
Aus Satz 2.15 ( Cea) folgt

(1) o,
B min o~
(“) Iy - Uy, "45F"' W,.e&u“'"hh 5% Hu-u, “1
— A o ‘ v - . S
Dis l(tc-f-ln'emuss- Apperox (mG froas-\ Tnforpolations -
fehler fehler Peller

[ ‘Jmlenpolan! T

|
!

&J

(45’) \fjh(x) =Tnt (u) = Z U(p.) ¥ tx) e_\%'h :

=0

U, (x)
u(x)
9 U %)
-
Eckkmplen  Q=Xo X1 Xey X Xy Xz X

Keuoten Pe Pa Pece Pe Pr-v Pn
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Lemma 2.46 1 (Interpolations fehlerubschitiung)

Unter den Vorausset? ungen

p=1
(43) {u“ e L,(d:), i=Tn  (n=nE)
q(ld die Tnterpolations fehler abscha t 2uny

- o 0.S 2 2 1
(20) " u=-u, "H"(Glb) S (A*C:) (g hé 'u”ull(‘d'i)s-_,

;. (A¢¢2)* h |l U'(UL:“‘U

Salle uteLylab), dh. ueH k) | hemardl]

Bewels: siehe Folled NumOpt 28 h 4284 &
Seft man (20) m (1b) etn, daun folg} :

'l; 2 0-€ n 3-_ u 2 4/1
Q1) Nu-uy, et € F,('f*ccf ( 2 hy llu "L,(r..,,r;})

Dami! haben wic den ‘fdaeuclm Safr bewiesen :
Satz 2.47: (H'-Kou vergens )

Vor.: 4) (Vo) ,(vq), (v2)
2) p=1 (Lineare Elemenie)
:3) Lsg. u GV,: ﬁ)q: Ju"eLy({;) V=T,
Bh.! Juan qilt dee DtsK!¢+t's:'emgsfehlembtctc'hmg
(24) Nu-uy, IIWw < %u«gf‘(z hff lf“r/”fzamm)ﬁ

(=4

f-',-';‘-,{m: ke Ul o)
ue V' N Hz(ﬂtb)
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Bewels von Lemma 2.46:

I fgem U Upgagae) o Uet= “l-ztatb)
zeVo

'..—.d\—\

g2=u- uhGV;,ela'—_‘F - r_J 2
2a) <ute)-Sal =0 A\ ==S’['(u-u,‘) "1 dx
Fnedr(chfuua

(v,l Abs.2.4) Cr
(Cp+4) | 4= Uuh
n X

lu-S If = 12 1, -sw<xn dr= 2 § (a0

L= Xy

o~ 4
lu- m:. = |l Cu-T)' NG

Of{enbar quilt far den Inier polations febler &=u-T;

utx) N
0 00) 20y) = uxy) -G =0
¥4=on
< = O
Folgl.ch %t” ——A——y
S la‘m)l *du = S | 2'ex) --— St €)dg)*dx
J l—w——'}
z'(x)-— E cx)é') = 20x;) =206t 20
Rs § [% é cgoo e.'uz))aﬂ dx
= §z"(»l)d/{

x¢

SL[ A Sz"("z)ng]zdxe@r)
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[h g A sz"q)q de J%dx -

Xo-'l L Ma~e

‘ ,:S,,{—i é..4 d¢ 5 ( Sz"tﬂ,)dq) Jg] dsx

- §k e S (S 12" ) “dglax

3‘:-1 l'l
.——' N
1§y lS(%“tq)) “do |
A\
S 4141- S (t”(q))d‘[
‘ » Weel
}' Yo ....)f‘ xt-«t‘ht
sé ‘I‘L:h,; S h S(e “4))*de d3dx
%, s
= é;d ..Sd é(%"(ﬁ)) dy =
= h;,-h,;é w'w) - "'"cx))dx h S(u"tx)) dx
el ._;.__5_, Xey

%o
nesu,ua“ LS l%ltk”zdl{ h. S (uucx))zdx

3‘1-1 XKeet

Dami! haben wiv %e-ie( J-
Nu-t, 1} < (1ecg )Iu- a’,,n =(4+c,=‘)|-2-(1

= (44 ¢4) Z‘, Y l-z‘cx)l‘elx <

it‘l Xy

= (4+4¢¢) ;.’ hi ..S ('€ ) 2dur
< (44¢c}) W Nu® Ul by Cacl) q-e'd-
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s KESUMEE:

® Jnierpolations{ehlerabschatiungen,
Nu- @, Nyt = O(R°)
Nu=T W)y = OCRT™)
hu -G gpyy = (k™)

wobei i, (x) = Tnd, (u) := Z uxe) §; (x)

i=o

o DisKretisiecungsfehlerabschatung:

@) @), .

“ u -~ Uh " l-z(Q(b) -_ O(h"‘d) (N;“SC"!"TN.CK)

O(In"") Falls "'"’e L eolacd)
lu=uy "CEccb] O(hﬁi) falls u"e Ly (alb).

- Feh kfabéchc‘hua qen Jar die numeticche Teleguation:
Sunr) dx # Suhcx)dx (anJ Newlon -~ Cotes )

| gu(rldx - §uh(x)clx|- l S Cuex) - Uye0) dx| £
< § | uex) - Uh_tk')' dx 0(”"‘4)

.,N 1/&’4*4: J{lu-uhllurmlu-ﬁk{fou‘“ﬁ
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B Be(gpa’el. 2.143: W&‘rme(et’%prob(em "CHIP®

Ges. Temperatur feld uta), xc=(xqx) R

Geg. Gebiet SL = "CHIP'

)
0.9 iﬂ:” p.o—'? Tndeface
ac 1™ 5212“1 Cu - T EeSpn g
oyt —
0.3 i 0.3 + O — [
| SZI SL' — rs
o+ x
X
& 0.3 A 1 [em
0.3

e =0 (Keine Wévmeque((em)

e =0 (Wein Warmeausdauech in %’Kn'chhm&

&
/\ =3.95 (7|, xe

I\ )\sc =0.01 mK],xeSlI.
(sedeop

® [y: 94= 500 K
a [}! ql=0 (ISD(«.\LI'M)
® [3: ga=2300K

« = 0.2 [¥
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Do. in diesem Bep. der WarmeleitKoeffiziont

- AC) unsledte st (2wei verschiedene Nakrhl/'cn),
Konnen wir die POgl. aws (22) nue in K wnd Q5
focmulieten. Am Tnterface 7, massev
Jaderface be::‘c'nﬁumojem 3454{,“% wevden.

Wir erhallen daan die folgende RWA:

Ges. Temperaturfeld UC) mit ut)=ug() in R
und ul-)=ur¢) in Ly ¢

- l )‘l‘t(x) 0 DUéa)

_9 (y Qmp®\_ D urex)y_
axq("“« op> ) ’a’:??_( ke 55, )=0, xelakpe iy

+ Jndecfacebed.:  Up(x) = Ugte) | €[,

- Qr 31‘:(2) A Dur ) dug n
—  =—— () = ~ ..}

F 0, Ag=(9) ¢ T ) = =Acuxy ® €

+ Raudbed.: o U(x) -‘?34(&), xe [}

U,y — ,

oN

o Mex)= o (- utx), xel;

Wa’lmelet"}pwb'em UCHIPY (st das Model -
puoblewt m SHRIPTUHM wud m Lehvbuelh

f:a“"é&" Lornjel]: r_r"'\_“']_‘ o |
o] 5
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a Beisprel 3.48; EleWtcomaquet (wl Abs. 1.4)

Ges. Ule)=wlkyky) = Ag (%), Xx=ra)eR
Geq .- Rec'aeuaz biet L =" Elel(hvﬂajﬂ‘ 14 )
X7,

< 53 *.&:&} ’:( u
0.1 Opd
S 2
Au“}qm ) A_ l -Q-f H —
1 & |
. _ X4
-] -4
-0.4 | Lue]
~0.2. to.2

- &= (-020) x (0, 0.4) - Recheugebie?

Sp= (-0.46) ~0.0%) x (0, ©.0%) ~ Fervomaguel,
Naker o

Ses (042, -0.0¢) x (0.0¢, 0.00) - §pule
= (~o.)elx {0 u {-0.21x [0 047U
[-0.2,07«x {0,417 = Direcklet ~fand |
(3= 103% (0,0.4) - Neumaun - tund
,,w;.{ﬁrr-- S400pe , x € 4,
bo:=4.256033-407C [Z3] souct

= AnC [A-
Jz,(!l'uhhaa‘) = { A [ “!-1 | %€ ch'f
O ( Soutd
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Tm Kapitel 4, Abs. 4.2, haben wir tur
Bestimmung der Xg* (2~) Kampmem‘-c A3(Jr”k2_)
des Vekﬁofroiemh‘au A= (0.0, Aytxx))T
die fofaend& Riw A hcrade:'k/f

Ges, ux) = ulhgky) = Ay (¥ ek, )
- div (-F"—'t;-) Vucac)) = Jb), x€3L,
+RE: pc) =0, xely,

}‘:J(;) = ,-ilc‘u)Vu () Nese) = O,ocef;

—

—

o

= 4 u
,4o oNn
d.b,

%COC).‘: O( x € (-'z.

Evan(lfclz 34“‘ die pﬂﬁl- ‘JN(#"VH)-‘-‘-‘-J nays
fﬂ clen Tellgxbfekn -Qc,, J'Z,‘; and Sld& “".g\{ﬁcu.ﬁ‘s.
Aq den eu4s,rec‘neuclen 'Jalerv[aces Mmuclen d/e
?uwchcebec{w}ju?m ( Sletighest de Prleatialc
Ueed des Flussces e Vu-n—) g‘ﬂfo{dw-ﬁ wedden !

dn def VM!’Q{cbnSfo{mlfevuu,g_ Wwerden dfe

Inleiface~ Bednguncon “audomartrsch
Kotielht beruclex \’fﬂ {
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w BemecrKungen

1. Die Vaciationsformuliesung (23) ist eine

| Vemll&eme«'nemms der Klassischen Formul . (22),
In (23) KSnnen geringere Glatt heitsforderungen
an die Eingangedaten Ay, Ay a o, {1_(31‘3“33
ae&lem werden, 2.6. Langt ec) wewn die Makerial-
Rhlen Ly A, | ;o nur shickweise sletiq sind,
wie es in der Praxis bei verschieden Materialien dblicl icf.

2. Jede "hinreichend "5faﬂe verallgom, Lé'sunj"
ueVnGH(sl), d.h. Lsg. vor (23), s auoch
ee Klassiscke Lsg., d-h. Lsg. von (22),

Tod sach [ich | duvch Pa({ celle "R(:C“l'mqlej 'G'Ll;hb
erha ch Wil aus (23) 90{,,4.,

{ [ \}:4 %32;{%4- gL };Jauv] dx+ r_gazuvds =JJl $vde ‘;{&Vaﬂf fous
¢ ) >/ y 3 ,2‘(3
@)y TR
= j [“%t( )&1{%3 “&%&( A 22%%,\ + ax} vdx .g [‘,\1-5.!;1135;),%;:,&&
YveV, =§ P vde«§ Fvde
3 ” (§ Y

\j

a) W;h,m %U»ﬂac‘%&* Ve ﬁ‘(») CT’O' d.h. ,S"* R VJS=O
;[.9%1 ()4%‘;1) —‘3%3“1%3‘(1) ta u}] Vdx=0 ¥v G(-'lwcz
Eules ~Tritll @ s-Gew‘Jav a2 Aan. Jxcefl: C :‘{q)g

(. | OE) BB sau-f 20 i,
| d.h. _p,ngl- ﬁf” maL v <

—$
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6) Aus (22)° echalfen wir

$ 8,033 (038)% auf Jdie +
e e,

+{ [g—:,-mvas + é [ %{,—«q,@] vds =0

nﬂ.‘(&f’c'(!d( %-ﬂ?: Oltl-h. %:at.w Q,

RE | B et 0
c) Die RB A Art [ d-h. u=9,4 a«[ r, , it
ey (:TU'/'( da ue"fa !

Fo!slwh genugt u in SL des Pﬂal. () und
evfillt auf 1 die RB (9)+ c)) ydh. u i L&saug
Von (22),d-h. u ist Klasiacke L. dee Riy?. m

3. Unier den Vorausset Zungen (vl Abs.2.§)
(Vo) 3F c=comtd>0: KRV [<clivl, Vvé@,
(v4) V,-Eliptizdat : a(uv) > potiviig Yvel,
(V2) V,- Beschrankth.: latww)]$pelwly vl Vel
Kann man wieder theoieltsche Resullcle 2eigen, 2. 8.5
o J!u E.VSr : (23) (Lax- Mo’!@qf{% “&’ﬂ
o |)iskretisieraugsfenlesabschobungen ( Cea-iil)
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2.40.2.. FEM = Galerllin-Rit+-Vei fahren mdt
Spe-?(e(/t’n AnSah-ou Ta‘fanll«bnen

D 20
) o |linear h Q:(x)
Knodeq, |
2 Oz %[ = Formfi.
':(x"#.txl‘i) €
L5
Xieq %6 X

&,(6)=1-51, b(5)=1,
pidmear]  JT3 4.6 | o= s

o ‘]Mm‘h’ldﬂ
$,&)
X

Yyog Yaa 9y g Y361
e X{ X4




Form{Ut. Je{-’:’m’erkr FE - An sote FlE.
"&0‘—)’5 s @d(faé""))r x;edp |L=iled)

Felie NumOpk 270

le der Benutzung lokaler, ther

Anuh-.[ﬁﬂe FotM;ll‘
A. SteiftgUeitemateix K,, (st schoack besetef) da

2.

Kii=al4,9) =0 falls mpBasy¥y=2.

Elemeuteweise Generierang von Ky und £,
(—'9 FE- Tecknal,oa('e) wre tn AD (sieke Abs.2.6):
—> Abi, 2.40.% {or Lin. Deeieckeel. N

Durch Netzverfeinerung ("h—=0")
LolKale

AVANEE . NS
&e{newu’
h hi2 \

Konn Konvergcn% (& “belcebige “ Ver-

besseruny, der Geha.m'a((ec'f ) erveith wesden

de wegen Sat2 2.45 von Cea glt: (
(13) ),

_ 4_&!_ min _
Il u uh"4~," Whevék"u Wuul'm?o

'ts) { [
o= O(hp) _._T

‘Fﬂ.”t e Spaﬂ{édl D€P=P¢|me P-.{u Eraeb.l

, | HpﬂJ)%p:Q"m’tl
e ul; & (de) Ve eE E Elensylc

Cotehe AL:.‘t.a ;c;_g____aoekat! ). b el
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2.40.3. Ne-l-?gener/emn&

o Teiongulacisterung 7 ={4,: reM={4R)|
Zerleaen Rechengcbo’et‘ R R (ambjs.ﬂcv?")
in finite Elemente d, , 2.8, in Dreieclle )
so daft f&v die Tr:'auﬁulan'siemnﬁ '(_1“{5,.: PGRh}

(e
54. = Ud, bw (in praxi) E‘zk: Ud.—>4
rem, rem, h-20

3.
2 oder

frn :): N 8emi0.san Drec'edasec'-b odcr»

gemeinsamer Ecllilnolen
¥errte Ry @ r£r!

® Generelle Hinwers zur Gengg'cmg\g eer ngegq? t,

- un %ql&'[b.‘ae Vernetiungen :

- VC!‘nc""l'uMa. be/ Wechse| der RB uad am 7m‘ef/«el

falsch richt 04
& =
_G {
A At RE 2. A I T R’ A |
QB |

= Vermeidung spitver wnd sfumpfer Wiallel :
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| Me_tzggn_qgﬁi: ewn Programm( das aus

den g.gomejg'uheﬂ Dalen (CAD-Dakn) und
evi. aus qualifativen Dalten der Pyl (RwA)
(= Element Kemn%ec'cknunjen 2.8, Malerial -
bereiche (MP); PunkfKenn reichnungen (xp);
Randl(enn%c«'chnunacn e-lc.) Sowde Neta—

feinhetedalen die folgenden Netdsbn erteujv‘.'

1.

Globale Durchnumeﬁemns aller Elemcule

‘und Knoten sowie F«Hegu\c, dec Knodealloord.

,ha {"t 2( ey Rh ?l ' 8_!»: NE = Number 0’- EIeMs,
5&;:{4( Z]-'-(Wu 3 0 Mﬁ-’ NX= Numbel oJ- NOJ&S,

AL =()q.,;(xz‘;,), tew, - KnolenWoordinalen
Bep.t CHIP: NX=a4 [L: X{.4¢[x0

clql23]l ... [49]20] 24
x; 0.0 [043] 0.5| -- - |0.35|0.5 |0O.68
4' |eolooloo| ..- |o3]0.4§|0.3
XP —

. LoKale Numerieruny der Knslea in jca’m Ip ¢

)

C ¥ ), _( ) (v

&r) x,’?:(x‘m)(w

, o €A=A"={4233
q4 <> ¢

und Fe.hlleaunj der Zuordnungs vorschrift awitche
Lolalen wnd §lobalen Knoktanummern {ir 1'&‘& I rely
| ! o > C=LU‘,0()((¥CA“), Vew,
=> Element sucammenhongfab. |r: o ao v |u
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m  Diskretisierung des Gebietes 2 aus dem Beispiel CHIP " w3y ;giehe Abg, 2,3 \

Ee(spc'el 2.¢

M) Y
I';
® @
0.8 . =0 - MP = 2
3 2 3 8 5 3
T2 22 23 | T,
0.6
MP =1
0.45
® I,
0.3
T2
0.15
T
0
z

— siehe Vernetzungsfile CHIP.NET fiir FEM2D.***



*ﬁ.
-‘\

%‘%mc&uwgs 4, NET 2o Bsp, l4) {u.r g»fzéuom.gﬁ,_ @@me‘ﬂ?ungen ,
21 24 ——
17 2
.5 2 Polle NaMOﬁ 28e
.83 %)
1 %)
- T
.17 .3 xy, Sg
.83 .3
1 .3 .
)] .6 Lv‘;"“x
.17 b
.5 .6
.83 o
1 b
.17 .8
.5 .8
.83 .8
.5 15
.35 .3
.5 .45
.65 .3
1 —— z T
g Z‘? ? i Maleeralbecaibrir,
2 i8 19 - Eler’vx‘\ruSaww\M-
g 3 18 1 o .
3 : i8 1 g
4 21 18 1 = = ¥
; S = : IW), TK(2 ) TeB%), HA(Y)
4 9 8 1
4 = 9 1 P—
& 7 10 1 K=4,NE
7 11 10 1
7 19 11 1
19 20 11 1
20 12 11 1
20 13 12 1
20 21 13 1
21 8 13 1
8 14 13 1
8 9 14 1
11 12 15 2
12 16 15 Z
12 17 16 2
12 i3 17 2
2 Awzakl der GesculosSOvev Réander | OR7 T4 y g
18 _Aniah! der Unplen cal fawd 4
5 _Anyob( der Fuolon gyl Rond 7 , Randbes((me('bunj
)
2
3
2 (’Bﬁ.f,
5
“— ¥ Rand 1
14
13
17
16
15
11
10
6
18
21
20 Rand 2,



VO WNOEREAEPFPND
o

14

17
16
15
11
10

18
21
20
19

.15

.45

19
18
18
18
21

10
10
11
11
11
12
13
13
13
14
15
15
16
17

NNNNRRRPRRRRPRPRRERPRRPRERRPRRERRR
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35

36

23

24

10

29

30

34

33

Vernetzung mit Knoten- und Elementnummerierung

89
o 101 88
102
68 . 100 87
94 67
103 32
93 72 99
69 Loa 106 /98
91 - 107 /\ g7 31
92 08X 96
22 21 95 4 20 19 18 3
53 51 49 6 /5
! " s | S (0| /48 4
8 78 64 73 64 63 >
65
9 47
9 7 79 60 62 46 17
79
20 81 63 71 61 53
4 80
21 45
2| g O = 70 59 "
25 85 83 62 69 44 N
84 68 59 3
61 58
26
67 66 58 43
9 % 57 57 42
56 51 k 39
30
27 47 54 55 0
31 40
o 29 32 %8 58 1
, 9 37
16 28 33 36 3
42 18
14 26 35
15 27 > 34
3 37 41 19 17 :
40
25 24
1 13 11
2 23 12 it
11 12 13 2

M. Jung, U. Langer: Methode der finiten Elemente fiir Ingenieure: Eine Einfiihrung

in die numerischen Grundlagen und Computersimulation.
© B.G. Teubner GmbH, Stuttgart — Leipzig - Wiesbaden, 2001
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2.40.4. FEM- Technoloic'e 2um

elementeweisen Aufbau von K, und £,

(vgl. Abs. 2.6.: 4D )

® Abbildungsprinzip: dp <A

(PL(Q.) [ Jr % (_F::')( x\

>

1
bel'c‘eblses ?feutui J,-E Th ? Basiselement
L=t(r); 4= 4(r2), keklrd) &,(9)= 1-§,~5,.

X=c(g):= }rs +a; ¢

( "") =[ Kag= Xl Xa™ Xay ?‘i) +[ X4l )
X, X, A%l X~ %l g‘s_ X3l

€ =g (%)= };4 (z-2;)!

( g“ ) = - 4 (x&lt'xz.i -(X‘ﬁ(- xdcl:))( X“ - x"(l:
To) debdr \~0tymx) Xag=%ai [\ X2- %
[det 3¢ | = 2 meas J,. y it meas tfr =§rd°€‘~--

9-() {(Fi(x)[ = ¢ ), x ed, reB; (Fomfd.)
() =
L

O, sonst, d.h. ce R\ U §,
) reB;

mt BL t= { re IR. : KJQZ:- 3 | (Pj,rc'x-) - (IO( (EJr(a:')).
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a Assemblierungsalgorithmus (vjl Folie /ﬁﬁ 40) ¢,
Berechnung der Elemew‘:f;{c:{ag((el*s mairizen K
und der Elemem+las4vek+oren £ sow(e ihre
Assemblierung 2u ﬁ(u und f ( ohne
Beruchcchgung der Randbedlmguwjen “)

Tnitratle : fk 0,
FOR r:=4 STEP 4 Ph DO (Schlede aber alle E/)
FOR «:=1 STEL 4 _u__ DO (loksle Unolen | DOF)
BEGIN

% compude -F“) (4) )
L de-lermme c L(f‘o(), !EZT: I ofes

¥ updafe F=T; + £
_M..agtzz4_f;&3&
BEGIN

X Compute Km (¢)
* dedevmine §= 5(:}3), E2T
* upcche k'@ = K(s £ '
END
EnpFoR
END
END FOR
ENDFOR

r=A4,2,... Rh= NE (Sck(eife Gber alle 'E[em,(_wk,)

x @ ~ =
£ = [‘Cg) ]qur’[X] & ‘;22 ?“H ]tea e R

(r) (r) XX l ; _ N,
K [ K"(P ﬂeAf [::;: & K KLl L,jetdu Mein'¢
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R Zur Berechnung von 1 und K re 1, Ry
far Medellproblem (23) = VF von (22):

(23) Ges. ueVy:={veV=HUR): v=g, ouf [4}:
i [/\;?,,3{‘(- },},‘gl-eauv]dz-l- é:( uvds= }., fvdx+ c{gﬂ:‘c *%wgav&
awy)  =<FRv) Vye'Z
2. RB 1. RB RE
3. 3.

3.
1. El_ﬂ!gn{ las-fVelHOPen £CF)= Ho(:)]a(eA =A={1,23}°

£ = § 460 4000 dee
g

h JFGes2) B9 13,1 d5

dp>A » |det 3, |
~ f(25.(8)) B (€)1 3 | meas A
f =1 //A

Numer sche InJeﬁmh'aa : Lehrbech Abs. &5 S
§.232- 238

e}
! V‘=(%t%)
0

M

(r)

fu’ = $ 25 (22) Bt G 13, | 2

.
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4. Ele@;m(s:‘ecfzg Ven‘mm/r':ien K (K m] “
K" - 2%y % AR
“F’ 55[1‘1("-) ?ka Xq Az“‘) axz ‘Dkz

+ Qcx) tf ci:)‘f«)t )]Ja:

D .2 7% .2 97:
rS — A °Xy 09 DX B)q ‘D?,_ 3)‘1

-S[A(z (f))(“ 20p 35 _o%)(afg?! ?b')f,,)

¥y ?’& Xy '31' ‘& 7"9*1

38y [, 21
f*z“#")(%t AR v::) %4 ::, 3; %) t

+ alx(9)) ?p(?) 9«(1)] ) &'Jr’ dg

- [ - ]f'x'; lJJ; 7"er
N\ 7= - %
- f (3{(5

mit (w Falle inearer Farufunkf:'onen)
@461): 4"?1"?L g'%‘ =-1 ggzz""(

- 26, N
21(7) 9:[ :,—;( 1 ’5?:.1:0
holoTs B o s
),

Korp‘ ]s ~g, | fsil - ’z'_'

Ausgesc(an‘ebeue Formeln tiehe er;oﬁn,ﬁJ.QQB_
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3. Einbaw der nadérlichen ﬂandbedmjanjen;

a) JnhomOQM'M_z.J‘_'h. g?z‘?j ds Z> }1_)-?&
2

Anfeile werden wieder elementfe weise (rand-

Kanden we:sz) genercert, 2.8, @ - @
CACE i (-z.) -"q’f (& (x))
X
/1" ;-.-(r ) = & (f (1.\\

[x} %agﬂr"’ds = Shcx €) &,4) (x, %) 4%

@ o

X| @ > =
Sﬂ; P = f 3, (5, )) ¢ (7) (":.w ’9.1)"7
MP ®7 'fn_tf —D_{h

% 9y (2, () &4 () (epay-r2g)

Def. Meunge Ejp:=1€,€08 AT, : inhone. A8 2. Art|
aller Element Kanden mct r’nhonoaeneq RB 2. Aréf:

r FoR e, € E,, D2
EeR q'eA.;CA {443329
BEG(M
> Con'uk ‘Faf SQJ“)? Q)(J'-)J$= (1)
* defermine L’#-(P;'f)’t(ehor)

¥ update J; :=J: ¢ %)
Bro

15w |
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) RB 3. Art: Sqaafjcls a5 {4 — I

e 2 Ry i

Def. ES;h:z{ebc 3, n [3: RB 3. At }

(1)

EoR e, € &, 10
EoR =€ A, CA={4IZI33.D-Q

# dedeimine (:= U (e,,,-() =( (l",o()

4= gleye) - g(re)
* uPko “ - CE&)

Kq:z K'J-E- -

Enl
EwdFol

EN0FaR
EvoFoR

s

EoR e A, D0 &
# Compute Kf;) IO( (a:) [.z) f’(x)ds-

Bsp. CHIP
“ Tz
Eqs {@ @) Q O ©

=5.‘4?.3‘!.'"}




v MWD A

] Befs_p'el Ci'(lpt Folie Nuub'vl- 243,

>

y

F 4=
)
u
W
U
ug
w] [~
‘ “
ug
™
g |
™

.t m L

x&ax D

riol i |,"*i*c;‘u{ 5__.‘14‘33,(:;,)],_)

4E 4= . 2] e
r= A1 2 3 24 €l

a23. .
)-" ":X eeve
K“'i[fiki:] | ][ ] , ]
}CVJ:l[:] P ] [l e r ]
] € ~ X

P
El'ﬂﬁiﬁcfw RG: %ir ‘ ztltt’o_gu:a:yz :_zvfh { Cdip: luu..')

A, Arh . e— '(1\) » K.
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2.40.S. EfjenSchaHen des linayey FE-6S (Z_jL

A. gn(ﬁfmenswm’gfz RcR? (d=1,2,3)
= N = Antah| der Unbelannten = # DOF =O(h‘d)
= A0% ... 10_.. 109 in Praxis
= hs= N-'"d = Da'sl(rel-.'s;'emna.spamuzkr
2, 8¢ ;
Kig=0 ¥ij €@, : sapp ¥ o 9, =0
=> NNE=NichtNul(Elemente = O(h™?) = O(N,)
3. Baend—  biw, Prefil-Mateix:

S

=> m=BW= Boudwerte = O( k-(d-”)

K.,ao( falls li-ql2m | 1.b. m=4

) +ridiagonal
Die BW is+ abhanac'a. von der Purchnumer 4
4 Afaon'H'lﬁ_!e(! sl OP'Hlukruu J der Durch numerer,

k. Weyen der Verecbungsreletion
(29) (K, Y M) = @ lU) Vgh.thu.;QGV,.,

gehen Et’acusclaa}kn von Al-;-) auf K, uber )
2,6, SPp & §po
S. sebilecht Kondtionserd Kh fﬂﬁu\uff EwP
D Amin (K,) =OChY) | A ey (K,) =0(h®2)
== = Con ::"""—Jm-'l = -2 -—900'
Q(Kh) : é'a(h) /\'m'n(m O(k 2;-—90 ’
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3.M, Nichtlineare Probleme
& Falls in PDgI baw. RG nichdlincare Terme acffreten 2.8
Phgl.: - Zb,, (0:06,u V) + atk,u V) = fex) xe@ e

LxN
-Autx) + e /) o ftx) , %€ R
oder

- div (v(x, IVutn)]) Vux)) = fx), xe 2
RB: 8“ = O((UA’U ) 001[ ’-'3 (&lml«/cenj:renaféec()

damh erhalten mif/é’/& FE-Di3kr. ein n[ghfh'neaz‘_gf &S der Art
(29) Ges. ,‘_{k: [U('_]{&whe ’RN“: Kh(gh) = ih l.ﬂ IRM“

Zdr Besh'mmuﬂg_ der Knotenwerde uy, (€, .

w Das nichtlineare @S (29) Kaun man 2.5, m:t
dem f\/ewfon Vérfahferz [5sen | stehe Kap, 3
kt1 4
L. 68 —> K, () wis = £, Kh(""), Y Ut T Y,
= Jacobd - Medrix = (M x Ny,)- ~Madvi't
® Bg(sg{el: 2d MagnefssiatiK (Elektromoter, Abs. A& ) xen
(Wge & Ges. u=AgeX : - div(vix,luc]) Vui)) = for) + BT (Gae=5e
4 RB: ux)=D #xel'=)L ecngepr. 8. = J o) F’emmumhna&t
® VQf(&*lOWS-‘:o{mu(le(ung nic l:,}.o'

(30lyg  Ges. ueVy=V=H) :  alu, V) = <E VD Yoel,
mit atuy) = }Lv(x,lVa(x)l)Vutx) Pvix) dx

<F.v) =§f€¥) Ver) d s

o FE-Galerllin ~ Schema <> FE-GS (nicht linear)
[30)h Ges. (éhesv.gh:vv;h ' Q(Umvh) = <F¢ Vu> 'V V. € 'Vl;h < T/;
(é?)k yhe 'RN“ 3 Kh(uk) = —‘Fk wmit Kh(Uu)':Kh(ﬂh)!!u



HF O/
Haupwa:h der In-fegral- uad Difderentinl reohnuv

b d":" d=112(3 B
(3) §wix)dx=wib)-wia) \ ?,y,- ) dx = ) weoner) ds
. ' K * N
=0 W‘“"f =70

Cug'dc= - ot P 3 '
(«2) éu‘f Jx=-§ u'ddx + ug L ;{ubY{Jx:"JS‘S!?JJ* *..Sh“‘f"c' ds
Pis) H) <0 =0 s

Formel der partiel/en Ineg ration

{“Abung: Zefgen Sie mit H(lfe von (3)
den Gauf schen nve relsafz

(q') S<:|t'v.\_ﬂll doc = S-\ITI‘OF‘I'l de¢ Vﬁ:(z‘;)edQﬁ)
¢ n

Wy
a [N
el

Bewew: triviel

w=w, in (3)
e
1
L=q
ANA d : d
1 ig%gzq,(:jgw;n;ds
L=1q N 1 -_

divw wen
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GalerKin~Rt2 ~-FEM
Variad c'Wlsformal t‘evuuﬁ Minimum 4&1‘0“ ewm,

“GVQ v a(wVv)=<Rv) YveV, =3 ueVg J )= veV v )

|
(A Ve Y
VeV, |
v v
Galerl{m P?c"f-z
B 0 o) = Ry VT - Fw) <310
W ¥veV,

Galerkin ~ Rtz - Sﬂ.d-em = endlichdim . &85

: -3

Ges. u= (Wi, M8 230 a(y )= <P¢">

'-e‘"h - 2 ux 0(‘( ‘?m)'

le

Kn u, = L0
mit Fv):= L atvwv) ~LRVD « Ritasches Energie faniih,
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: o
K= (¢, 4;) = §<(4'Lx) ;) dX + ot dp¢ Iy

?L-q (PC ‘(t:ﬂ "Iﬁ‘" A 'n_4

f 11
:F, g

v
- >
X‘,L X J" X Xee Xoea

l:*'i;Z,.-,ﬂ. |
i q ) O
Ki-gia = S‘PHCXW. X)dx + S\P,.,,(x) G (X )dx

X1,

|
Kig, U - xS (FJLX) “PL-QU() dx
-4

X¢

Kpwn = 3 P &) €' tx) dx

-1

XLH

Kii = S ‘?00‘? () dr + X(P,,(x)q" (x)dx

i=4|2,...|n ) n.‘:NE



