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3.2 Spezielle Stromungen
3.2.1 Poiseuille Stromung in einem Rohr

Um die Fliissigkeitsmenge

Q =/ v(y,z) pdy dz (3.4)
y2+22<R

zu bestimmen, die pro Sekunde durch den Querschnitt (y-z-Ebene) eines Rohrs (die z-
Achse liegt in der Mitte des Rohres) der Lénge ¢ mit dem Radius R fliesst (sieche Abbil-
dung 1), benotigen wir das Geschwindigkeitsfeld v, das aus den stationdren, inkompres-
siblen Navier-Stokes-Gleichungen

—HAV—F(V.V)V—Fle:f::O (3.5)
% 0

Vev=0 (3.6)

und der Haftbedingung am Rohrrand hergeleitet werden kann. Es sollen keine dusseren
Krifte wirken, d.h. f := 0. Die Strémung wird nur durch die gegebene Druckdifferenz Ap
zwischen den beiden Rohrenden hervorgerufen. Dann hat offenbar die Geschwindigkeit
nur eine Komponente in z-Richtung, welche nicht von z anhéngt, d.h.

v(y, 2)
v = 0 : (3.7)
0
Man zeige, dass der Druck die Form
A
p(x) = —Tpx + ¢co (3.8)

hat, wobei ¢y € R eine beliebige Konstante ist, und dass v(y, z) die folgende Poisson-
Gleichung mit homogenen Dirichletschen Randbedingungen 16st:

A
—Nv(y,z) = 75 Y(y,2) € (y,2) € R* : y* + 2% < R?, (3.9)
v(y,z) = 0 VY(y,2) € R*:y*+ 2% = R% (3.10)
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Abbildung 1: Geschwindigkeitsverteilung v einer Fliissigkeit durch ein Rohr.

Das Randwertproblem (3.9) - (3.10) ist offenbar radialsymmetrisch. Bestimmen Sie
die Losung v(y, z) = 0(r), die offenbar nur vom Radius r abhéngt, indem Sie das
Randwertproblem (3.9) - (3.10) in Polarkoordinaten

7 Cos (3.11)
z = rsing (3.12)

uberfithren.

Bestimmen Sie nun die Fliissigkeitsmenge (), die pro Sekunde durch den Querschnitt
des Rohrs fliesst !

3.2.2 Navier-Stokes-Gleichungen in Zylinderkoordinaten

Schreiben Sie die stationéren, inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen (3.5)-
(3.6) in Zylinderkoordinaten

T = TCosQ (3.13)
= rsing (3.14)
z = z (3.15)

fir das Geschwindigkeitsfeld v = (v, v,, v,) mit den Komponenten v,, v, und v, in
Richtung der Zylinderkoordinaten.
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