Parallel Algorithm in Computational Mathematics SS 2008
Tutorial 6 Thursday, 12 June 2008, HF 136, 15.30 — 17.00

Vorkonditionierung: Allgemeine Grundlagen

1. Kroneckerprodukt:
Es seien A € C**! and B € C™*". Dann heifit die Matrix

anB apB -+ ayB
A 2 B GQ%B CLQQB . ang (Ckmxln
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Kroneckerprodukt zwischen den Matrizen A and B. Man zeige die folgenden
Beziehungen:

(0A)® B =A®(aB)= «a(A® B), (1)

(A B)T = AT @ BT, (2)
(A+C)® B = A® B+C® B, (3)
(A® B)(D® E) = (AD) ® (BE), (4)
(A B)™! = Ao B, (5)

wobei @« € C, C € CH!, D € C**, E € C" ", sowie als Zusatzvoraussetzung
A e C* und B € C™" fiir (5).

2. Es seien A € C™™ and B € C™". Weiterhin sei A\ ein Eigenwert and z* der

zugehorige Eigenvektor von A, (AP, zP) ein Eigenpaar von B. Man zeige, dass

)\;4)\}9 ein Eigenwert von A ® B zum Eigenvektor 2! ® gf ist.

Vorkonditionierung: Additiv und Multiplikativ Schwarzsche Methoden

3. Sei a(-, -) eine spd-Bilinearform auf einem endlichdimensionalen Raum V. Weiterhin
sei V=V, @V, und cos £(Vy, Vi) = v < 1 bzgl. a(-,-). Es seien P;, i = 0,1 die
orthogonalen Projektionen auf V; bzgl. a(-,-). Wir betrachten die Lésung von:
Suche u € V, so dass

a(u,v) = (f,v) firalle veV (6)

gilt, wobei f € V gegeben. Die exakte Losung sei u*). Das endlichdimensionale
Variationsproblem (6) werde iterativ mit dem folgenden Verfahren gelést:

o Setze ug =0,

e fori=1,...do

Setze u;y1/2 = u; +w, wobei w € Vj die Losung von
a(w,vy) = (f,v0) — alu;,vp) fiir alle vy € Vy ist.

Setze Uiy1 = Uiy1/2 +w, wobei w € V; die Losung von
a(w,v1) = (f,v1) — a(uit1/2,v1) fiir alle v; € Vy ist.

end do.



Man gebe eine obere Schranke fiir

a(uipr — u™ uiy —u®)
au; —u® u; —u®)

an, die kleiner als 1 ist.

Hinweis: Sei e; := u; — u™ und €iy1/2, €i+1 analog definiert. Zeige zunachst dass
a(e;, €ir172) = 0 und a(e;1/2, €i41) = 0. Damit lassen sich unter den gegebenen
Voraussetzungen die Ungleichungen

lleiv1]la ||€i+1/2||A

leis1y2lla = lleill 4

zeigen, wobei ||v||4 = a(v, v)/2.

. Wir betrachten die Zerlegung V = @, , V;. Man gebe eine Matrix-Interpretation
des zugehorigen ASM und MSM Vorkonditionierers an.

Hinweis: Was passiert, wenn die Raume V; jeweils eindimensional sind?

. Wir betrachten die Zerlegung V = @;", V; mit den orthogonalen Projektionen P

auf V; bzgl. a(-,+). Sei nun P := Y " P, und die Matrizen K, C~! wie in der
Vorlesung definiert. Man beweise

a(Pu,v) Za (Pyu,v) —UTKC 1Ku.

=0

. Zerlegung und Projektionen wie in Bsp. 5. Zeige

Amaz(P) = maXa<P—U’U) <m+1.
veV  a(v,v)

Hinweis: Dies ist leicht zu zeigen sobald man sich sicher ist dass ||Pv]|a < ||v]|a.



