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Die Ubungen sind grundsétzlich alleine zu machen, Gruppenarbeit ist nicht erlaubt.
Die Ausarbeitung muf} sorgfiltig abgefasst werden. Wichtig ist, dass nicht nur die Losung
sondern auch die Losungsidee (der Weg zur Losung) beschrieben wird. Programme sind
in Form von gut dokumentierten Programmlisten beizulegen. Testresultate sind (wenn
moglich) grafisch darzustellen. Das Abgabeformat ist DIN A4. Heften Sie alle Unterlagen
gemeinsam mit dem Ubungsblatt zusammen!

3. Beispiel (100 Punkte):
Ein diinner ldngsbelasteter elastischer Stab (Druckstab) der Lange L ldsst sich durch
folgendes Modell beschreiben:

(a)

Gleichgewichtsbedingung;:

Ofl—];[(x) +¢q(x) =0 firalle z € (0,L),

N(x) = Ao(z) ist die in positiver z-Richtung wirkende Léngskraft einer flichen-
haft verteilten Kraft, dargestellt mit Hilfe der Spannung o(x) und der konstan-
ten Querschnittsfliche A, ¢(x) ist die Kraftdichte (Kraft pro Lénge) einer in
Langsrichtung angreifenden Volumenkraft, jeweils an der Stelle z. Der Stab sei
in vertikaler Lage. Als Volumenkraft wird nur die Gewichtskraft beriicksichtigt,
also q(x) = —pg A mit der Massendichte p und der Erdbeschleunigung g. Die
positive z-Richtung verlduft von unten nach oben.

Nichtlineares Materialgesetz:

o) = Bete) 2+ 22)

€p

mit Konstanten o, > 0, ¢, > 0, £ = 0,,/¢,, €(x) ist die Verzerrung an der Stelle
x. (Die Materialgleichung ist fiir e(z) > —¢, giiltig.)

Verzerrungs-Verschiebungsbeziehung: geometrisch linear

c(x) = Th(a),

u(x) ist die durch die Belastung verursachte Verschiebung des Punktes x in
axialer Richtung.



Der Stab sei am unteren Ende fest verankert:
u(0) =0,
am oberen Ende wirke eine gegebene Druckkraft F:
N(L)=-F.

Folgendes Problem soll untersucht werden: Wie verformt sich der am unteren Ende
fest verankerte Druckstab mit gegebener Léange L, gegebener Querschnittsfliche A,
gegebenen Konstanten o, €, bei gegebener Belastung ¢(z) = —pg A und F.

e Formulieren Sie dieses Problem als ein Randwertproblem einer Differentialglei-
chung 2. Ordnung fiir die Verschiebungen u(x).

e Formulieren Sie anschliefend das Randwertproblem als Variationsproblem: Ge-
sucht ist u € V;, sodass

a(u,v) = (F,v) fir alle v € Vj,.
Vo =7, V, =7, a(u,v) =7, (F,v) =7.

e Diskretisieren Sie das Problem mit Hilfe einer Finiten Elemente Methode mit
stetigen stiickweise linearen Elementen auf einem &dquidistanten Gitter mit Git-
terabstand A = L/n. Dadurch erhalten Sie eine Nidherungslosung

up(z) = Z u;pi (),

wobei ¢;(x) die dem Knoten x; = i-h zugeordnete Basisfunktion der Knotenbasis
ist. Stellen Sie das resultierende nichtlineare Gleichungssystem

K, (u,) = ih (1)

fiir den Vektor w, = (uy,ug, ..., u,)? der Ndherungen fiir die exakte Losung an
den Gitterpunkten auf.

Hinweis: Die nichtlineare Abbildung K : R® — R" setzt sich komponenten-
weise aus

L ()] = alun, ¢i)
zusammen. Bei der Auswertung von a(up, ;) benotigt man die (schwache) Ab-

leitung von wuy, die sich stiickweise durch die Komponenten des Vektors w;, aus-

driicken lasst: )
U;L(SL’) = E(ukﬂ — uk) fir x € ($k,$k+1).

Die Funktion [K (uy,)], lasst sich fiir ¢ = 1,...,n— 1 folgendermafien darstellen:
1

2 1
[Kh(ﬂh)]i =d;- —Euz’—l + Eui - Eui-i-l



mit einem geeigneten Faktor d;, der von u;_; und u;,; abhéngt:
d; = d(u;—1,uis1).
Eine analoge Darstellung erhélt man auch fiir i = n.
Dem in der ersten Ubung betrachteten linearen Materialgesetz
o(z) = Fe(x)

entspricht ein konstanter Faktor d; = d (unabhéngig von wu,), wodurch man
dann anstelle von (1) ein lineares Gleichungssystem

Khyh = ih (2)
erhalt.
Berechnen Sie die Jacobi-Matrix K} (uy,).

Erstellen Sie ein Programm zur Durchfithrung des Newton-Verfahrens zur Lo-

sung des nichtlinearen Gleichungssystems (1) mit vorgebbarem Startwert g%o)

und dem Abbruchkriterium
k 0 . k k
I N2 < el lle mit rf = 9 — K, ().

Achten Sie bei der Implementierung des Verfahrens auf optimale Rechenzeit
und optimalen Speicherbedarf fiir die Berechnung der Losung des linearen Glei-
chungssystems in jedem Iterationsschritt des Newton-Verfahrens.

Losen Sie das nichtlineare Gleichungssystem (1) mit dem Newton-Verfahren fiir
die skalierten Daten

L=1 A=1 p=1, g=1, 0,=2, =2 F=1
und untersuchen Sie folgende Punkte:
(a) Wie verhilt sich die Iterationszahl K in Abhéngigkeit von der Anzahl n der

Unbekannten?
(b) Wie verhlt sich die Iterationszahl K in Abhéngigkeit der Wahl des Start-
wertes
w,” = (wo(w0))ics,.
mit

up(z) = —c- ¢, -,
fiir folgende Werte der Konstanten c:
i. c=0,
ii. ¢ geringfiigig kleiner als 1,
iii. ¢ =1,
iv. ¢ geringfiigig grofler als 1,
v.c=27

Welche Schlussfolgerungen ziehen Sie aus diesen Testrechnungen?



