Numerik IIT (Zeitintegrationsverfahren)

Mittwoch, d. 8.1. 2003 (Zeit : 1042 —

WS 2002/2003

11% Uhr; Raum : T 711 )

3 Numerische Behandlung parabolischer ARWA

3.1 Differenzenverfahren

3.1.1 Ein spezielles diskretes Eigenwertproblem

stetig diskret
Ges.u € C%(0,0)NC[0,4] : u#Ound A€ R | Ges. v : Wy, — R! v # 0und A € R,
: r€wy, = {x,=th :1=1,n—-1:
—u" () Au(z) ,x € Q=(0,¢) (16) —vzz(r) = Av(x) (164)
u(@0) = u) = 0 v = v, = 0 h=1¢/n
Homog. lin. Dgl. mit konst. Koeff. ! Matrixeigenwertproblem
—u" —Xu = 0 2 -1 v1 vy
) -1 2 -1 0 v2 v2
0 -1 2 -1 Un—2 Un—2
-1 2 Un—1 Un—1
1. Eigenfunktionen
2 k 2 k
ug(x) = \/; sin 7;; , € 10,7 pip(r) = \/; sin%x, T € Wy,
k=12, k=1,2,...,n—1
2. Eigenwerte
k2
A = | — k=1,2,... 4 kmh
’; (z) )\k—ﬁsirﬁ% k=1,2,....n—1
0<(7) =M< << 00
(B =h<h<h<— 5 < N < x < < AN <
3. Orthonormalitit der Eigenfunktionen
l
(uk,um L2(9) /uk d:L‘ = 5km (,uknum Z hﬂk - 5km
TEWH
0
kom=1,2,... kkm=1,2,...,n—1
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4. Ableitungen (bzw. Differenzen) der Eigenfunktionen

\/_\/>cosk7r—ng xz €0,/ = VX —Cos (mzh/Q), T € Wy

k=1,2,... k=1,2,....n—1
5. Orthogonalitéit der Ableitungen (bzw. Differenzen) der Eigenfunktionen

L
up (z)ul (r)dr = ApOg.m
0/ g 7 (,uk: zs Hm,T J: Z h,uk: T Um T ) = AIcfslc,m

TED)
k=1,2,...
k=1,2,....n—1

Op = {x,=1h :1=1,n}

6. Uber die Vollstéindigkeit des Systems der Eigenfunktionen
Sei feLy), Q=1(0,0).]| Yf() : wp, — R!-Gitterfunktionen gilt :
Dann gilt fiir die Fourierreihe :

S fru(e

-
> fem(x), w € wy
k=1

k=1 !
! Fourierkoeffizienten
T = (f;ur)120) fe = (f, ) Z hf(z)pg(z
eiS. LQ(O E) falls f S LQ(O,@), TEWH

dh. | f- Z frur(@) [I,, ™= 0.

oiS. m"/;(g),faus fewiQ).
ei.S. C(Q), falls fe WA(@QNC2(Q).

7. Die PARSEVAL’sche Gleichung

Al

n—1
¢ 2
2 . 2 La(wp) ka

17120, = [ f@Pde = 3 1 =

Man l6se das diskrete EWP (16,) bzw. man beweise, da§ die angegebenen Eigenfunk-
tionen (1.) und Eigenwerte (2.) richtig sind !

(O Hinweis :  Ansatz v(x) = c¢-sin(ax) oder exp-Ansatz.
Man beweise die Ungleichungen :

ok \ 2 2
a) <7k> <)\k<<ﬂ7f:> Vk=1,n—1
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8 4
b)€—2<)\1<)\2<...<)\k<...<)\n,1<ﬁ !

Man zeige, dal die Eigenfunktionen [y = c-sin k%x , T Ewy, k=1,n—1 fir
¢ =+/2/l bzgl. des Skalarproduktes (-, -); orthonormal sind !

Man zeige die Beziehungen 4. und 5. fiir die riickwértigen Differenzen der diskreten
Eigenfunktionen !
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