Skript

Finite—Elemente—Methode

Eine Einfiihrung fiir Ingenieurstudenten

Michael Jung

Technische Universitat Chemnitz—Zwickau

Ulrich Langer

Johannes—Kepler Universitiat Linz



Autorenadresse:

Dr. rer. nat. Michael Jung
Technische Universitat Chemnitz—Zwickau
Fakultat fiir Mathematik

D - 09107 Chemnitz

Prof. Dr. rer. nat. habil. Ulrich Langer
(O. Univ.-Professor)

Johannes—Kepler Universitat Linz
Technisch—-Naturwissenschaftliche Fakultat
Institut fir Mathematik

Ordinariat ,,Numerische Mathematik*
Altenberger Strafle 69

A — 4040 Linz / Osterreich



Vorwort

Das vorliegende Skript entstand auf der Grundlage einer Vorlesung zum Thema ,Nu-
merik partieller Differentialgleichungen®, welche die Autoren in den letzten Jahren fiir
Ingenieurstudenten gehalten haben.

Das Skript ist als eine Finfithrung in die numerische Losung partieller Differentialglei-
chungen gedacht. Fin derartiges Skript kann natiirlich nicht eine umfassende Darlegung
aller bekannten Diskretisierungsmethoden beinhalten. Wir haben uns auf die Beschrei-
bung der Finite-Elemente-Methode (FEM) konzentriert, da diese die wohl am haufig-
sten genutzte Methode in Ingenieuranwendungen ist. Unser Ziel besteht darin, anhand
von Beispielen den gesamten Prozefl vom Aufstellen des mathematischen Modells einer
physikalischen Erscheinung bis zur Computerrealisierung zu erlautern.

Im ersten Kapitel beschreiben wir verschiedene physikalische Sachverhalte, welche
durch partielle Differentialgleichungen modelliert werden kénnen. Mit der Auswahl
von Problemen aus der Thermodynamik, der Elektrostatik und der Festkérpermecha-
nik soll dem Leser verdeutlicht werden, dafl in vielen Anwendungsgebieten partielle
Differentialgleichungen bei der Modellierung entstehen.

Wiéhrend im ersten Kapitel verschiedene physikalische Erscheinungen und ihre mathe-
matische Formulierung nur zusammenfassend dargelegt sind, wird im zweiten Kapitel
der Weg von der physikalischen Erscheinung zum mathematischen Modell anhand der
stationdren und der instationdren Warmeleitung ausfithrlich beschrieben. Die hergelei-
teten Differentialgleichungen dienen in den folgenden Kapiteln als Modellbeispiele bei
der Beschreibung der Finite-Elemente-Methode.

Um einen ersten Einstieg in die Idee von Diskretisierungsverfahren zu erhalten, wird
im Kapitel 3 die Finite-Elemente-Methode fiir eindimensionale Probleme erlautert.
Dabei beschreiben wir ausgehend von der Warmeleitgleichung in differentieller Form
alle Schritte, die bei einer Finite-Elemente-Diskretisierung erforderlich sind, d.h. den
Ubergang zur verallgemeinerten Formulierung, die Diskretisierung des Gebietes, die
Wahl der Ansatzfunktionen, den Aufbau des Finite-Elemente-Gleichungssystems, die
Loésung dieser Gleichungssysteme und Fehlerabschatzungen.

Das Kapitel 4 ist der Finite-Elemente-Methode fir Randwertprobleme in mehrdi-
mensionalen Gebieten gewidmet. Zunéchst beschreiben wir allgemein das Ritz— und
das Galerkin—Verfahren als mogliche Diskretisierungsverfahren. Anschliefend wird
die Finite-Flemente-Methode als spezielles Ritz—Galerkin—Verfahren erlautert. Wir
beschranken uns im wesentlichen auf Diskretisierungen mit linearen Dreieckselemen-
ten. Dabei werden aber die Teilschritte der Finite-Elemente-Diskretisierung so darge-
legt, daf sie leicht auf Diskretisierungen mit anderen Elementtypen iibertragen werden
kénnen.

Da jede Finite-Elemente-Diskretisierung letztendlich auf ein im allgemeinen grofidi-
mensioniertes lineares Gleichungssystem fiithrt, haben wir einen Schwerpunkt auf die



Diskussion verschiedener Auflésungsmethoden gelegt. Mit dem Kapitel 5 geben wir
einen Uberblick iiber verschiedene Moglichkeiten zur Losung grofdimensionierter Glei-
chungssysteme. Wir beschreiben die Algorithmen klassischer direkter Verfahren, klassi-
scher iterativer Verfahren sowie moderner iterativer Verfahren und zeigen ihre Vorteile
und Nachteile auf.

AbschlieBend werden im sechsten Kapitel Diskretisierungsmethoden fiir parabolische
Differentialgleichungen kurz erlautert.

Wir mochten uns bei unseren Kollegen Herrn Dr. B. Heise, Herrn Dr. W. Queck, Frau
Dr. B. Weber, Herrn Dipl.-Math. T. Steidten und Herrn Dipl.—Math. A. Vogel fiir
die Unterstiitzung bei der Aufbereitung von Beispielen und fiir zahlreiche Hinweise
beziiglich der Gestaltung des Skripts bedanken.

Chemnitz, Januar 1995
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Kapitel 1

Einfiihrung

Viele technische und physikalische Prozesse, wie z.B. die Warmeleitung in festen Kor-
pern, die Deformation von Bauteilen unter vorgegebenen Belastungen sowie elektrische
und magnetische Felder konnen durch partielle Differentialgleichungen beschrieben wer-
den. Die Losung dieser Differentialgleichungen, d.h. die Bestimmung der unbekannten
Grofen Temperatur, Verschiebungen, elektrisches und magnetisches Potential, kann
nur in wenigen Fillen auf analytischem Wege erfolgen, so daB die Anwendung nume-
rischer Verfahren notwendig ist. Der Einsatz von Computern erfordert den Ubergang
vom kontinuierlichen Problem (Differentialgleichung) zu einem endlichdimensionalen
Ersatzproblem. Dieser Ubergang wird als Diskretisierungsprozef bezeichnet. Diskreti-
sierungsmethoden fiir partielle Differentialgleichungen sind die

¢ FEM - Finite-Elemente-Methode (Finite Element Method) [27, 92],
¢ FDM - Differenzenverfahren (Finite Difference Method) [30, 70],

¢ BEM - Randelemente-Methode (Boundary Element Method) [6, 35].

Die Finite-Elemente-Methode hat sich in den letzten 40 Jahren zum wohl meist ver-
wendeten Diskretisierungsverfahren entwickelt. FEin Vorteil dieser Methode besteht
darin, daB sie bei der Diskretisierung von Problemen in beliebigen beschrankten zwei—
und dreidimensionalen Gebieten erfolgreich angewendet werden kann. Wichtige Ein-
satzgebiete der FEM sind z.B. Berechnungen in der Automobilindustrie, im Flugzeug-
und Schiffsbau sowie bei der Konstruktion elektrischer Energiewandler. Die Randele-
mente-Methode ist besonders geeignet zur Lésung von Feldproblemen in unbeschrank-
ten Gebieten wie z.B. zur Berechnung der Fernwirkung von elektrischen und magneti-
schen Feldern.

Im weiteren wollen wir uns mit der Losung stationdrer und instationarer Probleme
2. Ordnung beschéaftigen. Ein erstes Beispiel fiir ein stationdres Problem ist die folgende

Randwertaufgabe (RWA):
Gesucht ist die Funktion u(zy, x5, 23), fiir die

—Au(zy,x9,73) = f(x1,70,23) fiir alle z = (21, 29,23) € Q
gilt und die Randbedingung

u(zy,x9,23) = g(x1,22,23) firalle = = (z1,22,23) € T = 00

erfiillt ist. Dabei bezeichnen

0° 0° 0°

A= d0x? + dx? + o3
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den LAPLACE-Operator und I' = 9 den Rand von . Die Funktionen f(z1,z2,x3)

sowie g(x1,x2,x3) sind vorgegeben.

Mit einer derartigen Randwertaufgabe kann z.B. die Temperaturverteilung in einem
Korper Q bei gegebener Warmequelle f und vorgegebener Randtemperatur g beschrie-
ben werden.

Allgemein bedeutet die Losung einer Randwertaufgabe 2. Ordnung die Ermittlung der
Lésung einer partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung in einem bestimmten Gebiet,
wobei die gesuchte Lésung am Rand des Gebietes noch gewissen Bedingungen, den
Randbedingungen, unterliegt. In einer partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung héngt
die gesuchte Funktion u(zy,xs,...,2,) von mehreren Veranderlichen x1, 2, ..., z, ab,
und die hochste Ordnung der auftretenden partiellen Ableitungen ist 2.

Als ein Beispiel fiir ein instationdres Problem formulieren wir hier die folgende Anfangs—

Randwertaufgabe (ARWA):
Gesucht ist die Funktion u(zy, x2, x3,1), fur die

g_r‘; - Au(xlaxQ)xfnt) = f(x1?x2’$37t> in Q X (tO’T)

gilt und die Randbedingung
u(zy, x9,23,1) = g(x1,22,25,1) auf T x[to, T
sowie die Anfangsbedingung

7L($17$27$37t0) = gO(:I;laJ;ZaJ;S) in Q

erfilllt sind, mit vorgegebenen Funktionen f(z1,z2,23,t), g(x1, 29, z3,1) und

90(5617 T2, $3)-

Mittels dieser Anfangs—Randwertaufgabe kann das zeitlich veranderliche Temperatur-
feld im Gebiet 2 wahrend der Zeitspanne (to,T') beschrieben werden. Dabei bezeichnen
die Funktionen f(z1,x2,x3,t) eine zeitlich veranderliche Warmequelle, g(x1, x2, 23,1)
die vorgegebene Randtemperatur und go(z1, x2, x3) das Temperaturfeld zum Zeitpunkt
t = 1.

Die Losung einer Anfangs—Randwertaufgabe 2. Ordnung bedeutet allgemein die Bestim-
mung der Losung einer partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung in einem bestimm-
ten Gebiet © im Verlaufe eines Zeitintervalls T = [to,T], wobei die gesuchte Losung
am Rand des Gebietes noch gewissen Bedingungen, den Randbedingungen, sowie zum
Zeitpunkt ¢ = tg der Anfangsbedingung gentigt.

Weitere Beispiele fiir Randwertaufgaben und Anfangs—Randwertaufgaben beschreiben
wir im Abschnitt 1.3.
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1.1 Vom technischen Prozefl bis zur Computersimulation

Eine erfolgreiche Losung komplexer Problemstellungen aus der Praxis erfordert eine
enge Zusammenarbeit zwischen Technikern, Ingenieuren, Physikern, Mathematikern
und Informatikern. Das folgende Schema charakterisiert alle Schritte, die notwendig
sind, um ausgehend von einer physikalischen Erscheinung oder einem technischen Pro-
zef} ein addquates mathematisches Modell aufzustellen. Letzteres bildet die Grundlage
fiir eine Computersimulation.

Physikalische Erscheinung

technischer Prozef3 Techniker,
Ingenieure,
Physikalisch—technisches Modell Physiker

(Erhaltungssatze, Stoffgesetze u.a.)

Mathematisches Modell Mathematiker
Differentialgleichungen (RWA, ARWA, ... ),

Integralgleichungen usw.

Funktionalanalytische Untersuchung des
mathematischen Modells

Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit der Losung,
Ermittlung weiterer Figenschaften der Losung

|

Numerische Analysis

1. Diskretisierung

Aufstellen des diskreten mathematischen Modells
Ziel: Ermittlung einer Naherungslosung

Methoden: FEM, FDM u.a.

2. Klassische numerische Untersuchungen

A

Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit der
Néaherungslosung, Konvergenzuntersuchungen,
Fehlerabschéatzungen u.a.

3. Auflosung
Auswahl von Auflésungsverfahren fiir das diskrete

Modell (Gleichungssystem)
4.  Algorithmisierung

Mathematiker,

‘ Erstellung und Wartung von Software +——————— X
Informatiker

| Numerische Tests | Praktiker
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1.2 Zur Geschichte der FEM

¢ Vorgeschichte

In der Arbeit [73] beschreibt SCHELLBACH die Losung eines Minimalflichenproblems.
Bei einem solchen Problem wird die kleinste Flache gesucht, deren duflerer Rand eine im
Raum gegebene geschlossene Kurve ist. Der von SCHELLBACH beschriebene Losungs-
weg beinhaltet Teilschritte, wie sie fir die Finite-Elemente-Methode charakteristisch
sind. Seine Vorgehensweise kann als FEM mit linearen Dreieckselementen auf einem
regelméBigen Gitter interpretiert werden (siehe auch Abschnitt 4.3.3).

Weiterhin zdhlen die Arbeiten von R1TZ und GALERKIN zur Vorgeschichte der Finite—
Elemente-Methode. Die FEM ist namlich ein spezielles Ritz— bzw. Galerkin—Verfahren
(siehe auch die Abschnitte 4.2 und 4.3).

1. W. Rtz (1908, siehe auch [68])

Es ist ein Funktional J(u) zu minimieren, wobei u alle zuldssigen Funktionen durch-
lauft, z.B.:

Gesucht ist die Funktion u*(z) aus der Menge aller iber dem Intervall [0, 1] stetig
differenzierbaren Funktionen u(z) mit u(0) = u(1) = 0, die das Funktional

J(u) = /[(u'(i))Q —sinwz u(x)] dx (1.1)

minimiert.

Eine Naherungslosung fiir «* wird beim Ritzschen Verfahren auf die folgende Weise
bestimmt: Man wihlt ein System linear unabhangiger Funktionen ¢;(z), ¢ =
1,2, ... ,n, und setzt den Ausdruck

() = S (o) (1.2)

mit beliebigen reellen Zahlen u; in das Funktional J(u) ein. Damit hangt das
Funktional nur von diesen reellen Zahlen ab. Das Minimum des Funktionals tiber
allen Funktionen, die sich gemaf der Beziehung (1.2) darstellen lassen, kann somit

aus den Gleichungen

aJ(u(”)) _0 aJ(u(”)) _0 aJ(u(”)) _0
ou, ou, 7 ou,

ermittelt werden. Die Giite der Niherung u(™ fiir die Funktion v* héingt von n ab.
Zur Bestimmung einer Naherung fiir das Minimum des Funktionals (1.1) kann man
beispielsweise

eile) = (1 — o)’ (13)
wahlen.

2. GALERKIN (1915)

Betrachtet wird eine Randwertaufgabe, z.B.: Gesucht ist die zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktion u(z), fiir die

—u"(z) = f(x) fiir alle z € (0,1) und u(0) =u(1)=0
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gilt.  Zur Bestimmung einer Ndherungslosung wird wieder ein Ansatz der Ge-
stalt (1.2) gewéhlt. Es wird die Funktion u(™ gesucht, welche die Beziehungen

[ (@) = @) e o =0

bzw. die nach partieller Integration erhaltenen dquivalenten Beziehungen

1
J1@)ei(e) = f@)gida)]de = o
0
fiir alle p;(z), 1 = 1,2, ..., n, erfiillt.
¢ Geschichte

1. R. COURANT (1943, siehe auch [14]): ,Variational methods for the solution of
problems of equilibrium and vibrations®

Erstmals wurden im Ritzschen Verfahren Ansatzfunktionen mit lokalem Trager (so-
genannte Hitchen—Funktionen, siche Abschnitt 4.3.3) verwendet und FEM-Rech-
nungen durchgefiithrt, d.h. es wurden im Unterschied zu den Ansatzfunktionen (1.3),
die im gesamten Gebiet (Intervall (a,b)) von Null verschieden sind, solche Ansatz-
funktionen gewahlt, die nur in einem ,kleinen® Teilgebiet nicht identisch Null sind.

Die Arbeit von COURANT fand zunéchst keine besondere Beachtung.

2. Neuentdeckung der FEM durch Mechaniker in den 50er Jahren:

Im Jahr 1956 beschrieb TURNER eine Methode, die charakteristische Grundge-
danken der FEM beinhaltete. Die Grundidee bestand darin, einen festen Koérper
(Kontinuum) in endlich viele finite Elemente zu unterteilen und die Verschiebungen
bei einer vorgegebenen Belastung in den Knoten der finiten Elemente zu berech-
nen, d.h. letztendlich die Berechnung der Verschiebungen auf die Loésung eines
Gleichungssystems zurtickzufithren (siehe auch [81] und ARGYRIS (1955 [3])).

3. In den 60er Jahren erfolgte die theoretische Absicherung der FEM durch Mathe-

matiker.

Die ersten mathematisch fundierten Untersuchungen stammen von K. O. FRIED-
RICHS (1962, [21]), L. A. OGANESJAN (1966, [62]), V. G. KORNEEV (1967, [45]),
M. ZLAMAL (1968, [98]) u.a.

4. Im Jahr 1967 wurde die erste Ingenieur-Monographie (Mechanik) zur FEM publi-
ziert [90]
O. C. ZIENKIEWICZ
»The Finite Element Method in Structural and Continuum Mechanics®.
Diese Monographie initiierte eine rasche Verbreitung der FEM in ingenieurtechni-

schen Anwendungen.

5. Die erste Monographie zur mathematischen Fundierung der FEM erschien im Jahr

1973 [77]
G. STRANG und G. J. FIX
WAn Analysis of the Finite FElement Method*.
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o Gegenwart

Die Finite-Elemente—-Methode ist die standarde Diskretisierungsmethode fiir Feldpro-
bleme. Sie wird in allen Ingenieurwissenschaften angewendet und ist das Kernstiick von
CAD-Systemen. Es existiert eine Vielzahl von FEM—-Programmsystemen zur Losung
von Problemen der Festkorpermechanik, der Strémungsmechanik, der Elektrotechnik
u.a.

e Zukunft

Auf der Basis von FEM-Modellen und unter Nutzung modernster Rechentechnik (Par-
allelrechner, Vektorrechner) wird die Simulation komplexer Prozesse moglich (z.B. in-
verse Aufgabenstellungen)

e Literatur
Ingenieur-FEM-Literatur:

— DANKERT (1977, [16])
wNumerische Methoden der Mechanik*

- H. GorriNg, H.—G. Roos, L. ToBiska (1985, [27])
LWFinite-Flement—Methode “

— N. KikucHI (1986, [44])
SFinite Element Methods in Mechanics®

Mathematische FEM-Literatur:

— G. STRANG und G. J. Fix (1973, [77])
WAn Analysis of the Finite Flement Method“

~ V. G. KoRrRNEEV (1977, [46])

LSchemy metoda konecnych elementov vysokich porjadkov toénosti®

— PH. CiARLET (1978, [13])
L, The finite element method for elliptic problems

Die soeben erwahnten Biicher zur Methode der finiten Elemente sind nur ein klei-
ner Teil der sehr umfangreichen FEM-Literatur. Weitere wichtige Literaturquellen
sind z.B. die Biicher von AXELSSON/BARKER [4], BRAESS [9], BREITSCHUH / JURISCH
[11], BRENNER/ScoTT [12], FISCHER [20], GALLAGHER [22], GIRAULT /RAVIART [24],
GRIFFITHS [29], GROSSMANN/Ro0s [30], HAckBUSCH [34], HINTON/OWEN [41],
KRIZEK /NEITAANMAKKI [48], MERCIER [50], MITCHELL/WAIT [51], HLAVACEK/
NECAS [52], NORRIE/DE VRIES [53], ODEN [54], ODEN/REDDY [61],ODEN/BECKER/
CAREY [55, 56, 57, 58, 60, 59], OGANESJAN/RUCHOVEC [63], SCHWARZ [74, T5],
SHAIDUROV [82], WHITEMAN [85], ZENISEK [84], ZIENKIEWICZ [91, 92, 93], ZIEN-
KIEWICZ /MORGAN [95], ZIENKIEWICZ / TAYLOR [96] u.a.

Die Anzahl der Zeitschriften Artikel und Proceedings ist fast uniiberschaubar. Fine
wichtige Fachzeitschrift ist das ,, International Journal for Numerical Methods in Fn-
gineering®.
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1.3 Beispiele

1.3.1 Berechnung von Temperaturfeldern

Die Temperaturverteilung in einem Kérper (Gebiet @ € R?) im Zeitintervall T = ({,, t.)
kann durch die Losung eines Anfangs—Randwertproblems bestimmt werden. Die Tem-
peratur u(z,t) geniigt der Differentialgleichung

ou 0 ou 0 ou 0 ou
du_ 9 () ) _ <)\ ) _ <)\ ) _ 1.4
e 8t 8:01 < 8301 8,7;2 8302 8.7;3 8:03 f ( )
fir alle z = ($1,x2,x3)T aus dem Gebiet  und fiir alle ¢ aus dem Zeitintervall T.
Dabei bezeichnen ¢(z,t) die spezifische Warmekapazitat, o(z,t) die Dichte, A(z, 1) die

Wairmeleitzahl und f(z,t) die Intensitit der Warmequelle. Nutzen wir die Differen-
tialoperatoren div und grad mit

81}1 + 81}2 + 81;3
a.’L’l a.'L'Q a{l,'g

(0= ('Ul,'UQ,'UQ,)T) (1.5)

dive =

sowie
d _<0'U ov av>T
graa v = 8—331’8—532’8—%

dann konnen wir die Gleichung (1.4) in der kompakteren Form

el )olir, 1) 0% — div (N, 1) grad uli, 1)) = f(a, 1) (1.7
aufschreiben.
Die Temperatur zum Zeitpunkt ¢ = ¢, wird durch die Vorgabe einer Anfangstempera-

turverteilung go(z), der Anfangsbedingung
u(z,t,) = go(x) fur alle z € O,

im mathematischen Modell beriicksichtigt.
Der EinfluB der Umgebung auf die Temperaturverteilung im Koérper wird durch die
Vorgabe sogenannter Randbedingungen modelliert. Wir unterscheiden die drei folgen-

den Moglichkeiten:
1. Vorgabe der Temperatur u(z,t) auf dem Rand T' des Gebietes €, d.h.
u(z,t) = gi(z,1) fiir alle z € T' und fiir alle ¢ € [t,,t.],
mit einer vorgegebenen Temperaturverteilung ¢;(z,1).

2. Vorgabe eines Warmestromes, d.h.

% = go(z,1) fiir alle z € T' und fiir alle ¢ € [t,,¢.],

. Bu a1 .
wobei g5 die Konormalenableitung

X t)<au N du N du )

x —ny+ —ny+ —n

’ aCU] ! a.fg 2 a.fg 3

bezeichnet. Der Vektor 7i(z) = (771(7‘),772(7‘),7’13(7'))T ist der Vektor der aufleren
Einheitsnormalen im Punkt z auf dem Rand T. Die Funktion g(z,t) beschreibt

einen Warmestrom. Mit gz(z,¢) = 0 kann man eine Warmeisolation modellieren.
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3. Beschreibung des Warmeaustausches mit der Umgebung, d.h.

d

8—; + a(z, t)u(z,t) = a(z, t)uas(z,t) fir alle € I und fir alle t € [t,,1.].
Dabei bezeichnen a(z,t) den Warmeaustauschkoeffizienten und w4 (z,t) die Umge-
bungstemperatur.

Natiirlich ist es auch méglich, bei der Formulierung des Warmeleitproblems eine Kom-
bination der obenbeschriebenen Randbedingungen zu nutzen, d.h. daf auf einem Rand-
stiick I'y eine Temperaturverteilung und auf einem Randstiick I'y ein Warmestrom vor-
gegeben werden sowie auf einem Randstiick I's der Warmeaustausch mit der Umgebung

modelliert wird (I' = TUuT,UTs, Ty N I'; =0 fir i # ).

Im Kapitel 2 werden wir ausgehend vom physikalischen Modell die Differentialglei-
chung (1.4) herleiten (siehe auch [17, 37]).

Im weiteren stellen wir zwei konkrete Beispiele fiir Warmeleitprobleme vor. Zuerst
betrachten wir das folgende stationare Problem:

Gesucht ist die Temperaturverteilung in einem Kihlkérper. Ein Schnitt durch den
Korper parallel zur (1, z2)-Ebene ist in der Abbildung 1.1 dargestellt.

T2

~

T

Sy
-]

"
F‘Z

Abbildung 1.1: Schnitt durch den Kithlkérper parallel zur (zq, z3)-Ebene

Am Boden (Rand I'}) flieBt der Warmestrom ¢(z) in den Kiihlkorper hinein, und iiber
seine grofle Oberfliche wird die Warme an die Umgebung abgegeben. Auf Grund des
konstanten Querschnitts in z3—Richtung und unter der Voraussetzung, dafi die Umge-
bungstemperatur, die Warmetibergangszahl, die Warmeleitzahl sowie der Warmestrom
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von der z3—Richtung unabhédngig sind, kann man das Wéarmeleitproblem als ein ebenes
Problem in der (z1, z2)-Ebene betrachten. Da der Querschnitt und die Eingangsdaten
wie Umgebungstemperatur, Warmeiibergangszahl, Warmeleitzahl und Warmestrom
auch symmetrisch beziiglich der z,—Achse sind, konnen wir schliefllich unsere Berech-
nungen auf die Bestimmung des Temperaturfeldes in dem in der Abbildung 1.1 grau
markierten Gebiet reduzieren. Es ist somit die folgende Randwertaufgabe zu 16sen:

Gesucht ist das Temperaturfeld u(zq, 2,), fiir das

0 ou 0 ou . -
o </\5m1> - (Aam) ~ 0 fiir alle @ € O
0 0 0

a—;t/_ = )\(a—;nl + 7u2n2> =0 fiir alle z € T,
du . . "
N = q(z) fir alle z € T

ou .
IN +a(z)u(z) = a(z)us(z) firalle z €T3

gilt. Dabei sei A(z) = 232.6 W(mK)™', a(z) =58.15 W(m?K)™", uas(z) =273.15 K
und ¢(z) = 659400 Wm==2.

Die Randbedingung auf dem Rand T% ist eine , kiinstlich* eingefiihrte Randbedingung.
Sie ergibt sich aus der zugrunde liegenden Symmetrie beziiglich der x;—Achse.

Die Abbildung 1.2 zeigt Niveaulinien des Temperaturfeldes, d.h. Linien mit gleicher

Temperatur.

Abbildung 1.2: Niveaulinien des Temperaturfeldes im Kiihlkorper
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Als Beispiel fiir ein instationares Warmeleitproblem betrachten wir den Abkiithlungs-
prozeB in einer abgesetzten Welle (siehe auch [8]). Die Welle hat zum Zeitpunkt
t, = 0 eine Temperatur von 1073.15 K (800°C'), und die Umgebungstemperatur ist
293.15 K (20°C"). Wir wollen das zeitlich verdnderliche Temperaturfeld u(z,t) berech-
nen, d.h. wir bestimmen zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ > 0 die Temperaturverteilung
in der Welle. Da die Welle rotationssymmetrisch ist, nutzen wir zur Beschreibung des
Problems Zylinderkoordinaten (r, ¢, z). Die Meridianebene, d.h. die Fliche, welche
durch Rotation um die z-Achse den Korper (Welle) erzeugt, ist in der Abbildung 1.3
dargestellt.

{
x
c = 670 Ws (kg K)™t §
AN
o = T7.68-10° kgm™3 §
A= 20 W(m K)~!
a = 40 W(m* K)™!
= 29315 K
[ = 0.8 m
=
re = 0.35 m ?
)
g

Fo={(r,2) €09 : 2=0}U{(r,z) €02 : r=0}, T3=00\T,

Abbildung 1.3: Meridianebene der Welle und Niveaulinien des Temperaturfeldes

Die Warmeleitgleichung (1.4) lautet in Zylinderkoordinaten:
Gesucht ist das Temperaturfeld u(r, ¢, z,t), das der Differentialgleichung

Jdu 10 du 1 0*u  0*u
o5 e (o )+ gt ) = 1-8)
geniigt, wobei wir hier vorausgesetzt haben, daff die Warmeleitzahl A eine Konstante
ist. Da das Gebiet, d.h. die Welle, rotationssymmetrisch ist sowie alle Eingangsdaten
wie spezifische Warmekapazitdt, Dichte, Warmeleitzahl, Warmeiibergangszahl und
Umgebungstemperatur konstant sind, ist das Temperaturfeld unabhingig vom Win-
kel ¢. Deshalb sind in der Gleichung (1.8) alle Ableitungen nach ¢ identisch Null.
Beachten wir auflerdem noch die Symmetrie der Meridianebene beziiglich der r—Achse

(siche Abbildung 1.3), dann ergibt sich die folgende Randwertaufgabe:
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Gesucht ist das Temperaturfeld u(r, z,t), fir das

du ,[1 0 du 0*u ; .
5 ¢ [F@T(T 87) + ﬁ] = 0 fiir alle (r,z) € @ und fir alle ¢ € (0,1.)

u(r,z,0) = 800 fiir alle (r,z) € Q

% = 0 fir alle (r,z) € 'y und fir alle ¢ € [0,¢.]
Ju . .
IN +ku = kuy firalle (r,z) € T's und fur alle ¢ € [0,¢]
gilt, mit
2_ A O Ou g O O
a,_cg, Ii—cg un aN—a arnr aaznz.

In der Abbildung 1.3 sind Niveaulinien des Temperaturfeldes zum Zeitpunkt ¢ = 1h
dargestellt. Die Temperatur am dufleren Rand betragt zu diesem Zeitpunkt 460°C,
und in der Mitte hat die Welle noch eine Temperatur von 739°C'.

1.3.2 Berechnung elektrischer Felder

Den Ausgangspunkt fiir die Berechnung elektrischer Felder in einem Gebiet Q bilden
die beiden Mazwellschen Gleichungen

ot £ =0 (1.9)

und

div D = o, (1.10)

wobei E die elektrische Feldstarke, D die elektrische Verschiebung und p die La-
dungstrigerdichte bezeichnen (siehe auch [37, 49]). Der Differentialoperator div ist
durch die Gleichung (1.5) und der Operator rot durch die Beziehung

{7 = <8U3 _ 6’02 6’01 _ 8’03 8’02 _ a’Ul)T
rore = 8302 81:3’ 81:3 8301 ’ 8301 81;2

mit 7 = (vy, vy, U3)T definiert.

Auf Grund der Giiltigkeit der Gleichung (1.9) existiert eine skalare Funktion ¢, fir die

(1.11)

ﬁ:—gradcp (1.12)

gilt. Diese Funktion wird auch als elektrisches Potential bezeichnet. Wegen D=cE
mit ¢ = goé, (&o elektrische Feldkonstante, ¢, Dielektrizitatszahl des Mediums in Q)
folgt aus den Gleichungen (1.10) und (1.12) die skalare Differentialgleichung

— edivgrade = p. (1.13)
Nutzen wir die Beziehung A = div grad mit dem Laplace—Operator

o  d*e

022 922 02’

Ay

(1.14)



20 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

so kann die Differentialgleichung (1.13) auch in der Form

~Ap=? (1.15)
e
geschrieben werden.

Als Beispiel betrachten wir die Berechnung des elektrischen Feldes in einem Elektro-
nenstrahlverdampfer. Dabei reduzieren wir die Berechnungen wieder auf die Losung
eines Randwertproblems in einem zweidimensionalen Gebiet. In der Abbildung 1.4 ist
ein Schnitt in der (z1,z;)-Ebene dargestellt. In dem mit [ ] gekennzeichneten Gebiet
wird der Elektronenstrahl erzeugt. Die durch | | markierten Gebiete sind Abschirm-
platten. Gesucht ist das elektrische Potential in der gesamten (zq,z2)-Ebene, d.h. in
einem unbeschrankten Gebiet. Da wir zur numerischen Bestimmung des Potentials
die Methode der finiten Elemente nutzen wollen, miissen wir unsere Untersuchungen
auf ein beschranktes Gebiet reduzieren. Wir legen den Berechnungen ein Gebiet 2 zu-
grunde, dessen duflerer Rand hinreichend weit von dem Gebiet entfernt ist, in dem der
Elektronenstrahl erzeugt wird. Auf diesem duBeren Rand wird das elektrische Potential
als identisch Null angenommen.

Abbildung 1.4: Aquipotentiallinien des elektrischen Potentials

In unserem Beispielist o = 0. Auf I';;, dem Rand des Gebietes| |, ist ein Potential ¢,
vorgegeben, und auf dem Rand der Abschirmplatten sowie dem &ufleren Gebietsrand
ist das Potential identisch Null. Gesucht wird das elektrische Potential im Gebiet (2
([ 1). Somit ist die folgende Randwertaufgabe zu losen:
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Gesucht ist das elektrische Potential ¢(z1,x2), so da}
—Ap = 0 fiir alle z € Q
Y = gn fir alle z € T'y4
e = 0 fur alle x € 09\ I'4

gilt.
Die Abbildung 1.4 zeigt die Aquipotentiallinien des elektrischen Potentials.

1.3.3 Berechnung elektromagnetischer Felder
Den Ausgangspunkt zur Aufstellung des mathematischen Modells bildet die Mazwell-
sche Gleichung

rotﬁzg, (1.16)
wobei H die magnetische Feldstarke und S die Stromdichte bezeichnen (siche auch
[49]). Weiterhin fithren wir das Vektorpotential A ein, das durch die Gleichungen

rot A = B (1.17)

und

divA =0 (1.18)

definiert ist. Hierbei ist B die magnetische Induktion. Der Zusammenhang zwischen
der magnetischen Induktion B und der magnetischen Feldstdrke H ist durch

B = pop.(H + Hy) (1.19)

mit der magnetischen Feldkonstante pg und der materialabhangigen Permeablhtatszahl
pr gegeben. Fiir die nicht permanentmagnetischen Materialien wird Ho = 0 voraus-
gesetzt. Bel Permanentmagneten bezeichnet —H, die magnetische Feldstarke, bei der
die Induktion verschwindet (siehe auch [38]). Besteht fiir den Permanentmagneten ein
linearer Zusammenhang zwischen Bund H ,

B = pop H + Jy (1.20)

so ist

Ho = (popr) ™" o, (1.21)

wobei J, die Permanentmagnetisierung bezeichnet. Fir nicht ferromagnetische Mate-
rialien 1st die relative Permeabilitdtszahl p, eine Konstante, und fir Ferromagnetika
besteht bei Vernachldssigung der Hysterese ein eineindeutiger Zusammenhang zwischen

B und H so daB} sich p, als

e = (1 B) (1.22)

aufschreiben 1aft.
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Damit ergibt sich aus den Beziehungen (1.16) — (1.22) (siehe auch [39]) die Gleichung

—

1 — —
rot <—_, rot A) =S +rot Hy. (1.23)
fropir (|rot Al)

Wir wollen im weiteren das magnetische Potential in einer Gleichstrommaschine berech-
nen (siehe [39]). Die Erregung erfolgt durch radial magnetisierte Permanentmagnete,
und die Stromdichten in den einzelnen Nuten sind jeweils vorgegeben (siehe Abbil-
dung 1.5). Auflerdem sind die Magnetisierungskennlinien fiir die ferromagnetischen
Materialien Dynamoblech und Walzstahl fiir gewisse Wertepaare (|ﬁ|7 |§|) tabellarisch
gegeben (siehe Tabelle 1.1).

Dynamoblech Walzstahl
] (am= [18] vam=) [ 1] am=) [1B] Vam~]
200 0.698
500 1.110
1000 1.381 1000 1.0
2000 1.32
2500 1.618 2500 1.40
5000 1.750 5000 1.61
10000 1.892 10000 1.78
20000 2.062 20000 1.95
30000 2.139

Tabelle 1.1: Magnetisierungskennlinien fir Dynamoblech und Walzstahl

In einer ersten Naherung betrachten wir das Problem als ebenes Problem in der (z1, x2)-
Ebene. Der Querschnitt der Gleichstrommaschine ist in der Abbildung 1.5 dargestellt.
Wir setzen voraus, daf} die z1— und z,—Komponenten des Potentials A und der Strom-

dichte S identisch Null sind, d.h.
A=(0,0,45)" wnd  §=1(0,0,55)7.

Somit erhalten wir aus dem Differentialgleichungssystem (1.23) die nichtlineare Diffe-
rentialgleichung

_ dlv(#oltr(|gfad ) grad A3> = S3 4 (rot Hp)s .

Setzen wir weiter voraus, daf}

— } O0Hy 0Hy,
H =0 7 —
(Ho)s sowie o o

=0

so folgt
OHp n aH02>T

t Hy = 0
rot Hy <0,0, Bz, Pr
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R Rotor (Dynamoblech)
St Gehause (Walzstahl)
M Permanentmagneten, Magnetisierung radial
((Jo)r = 0.4Vsm=2, p, = 1.15)
A Luft (p, =1)
J1:J25- 512 Wicklungen (Kupfer)
Stromdichten in den Nuten  jo, s, ja, s, J¢ = —3.75-10° Am=?
Stromdichten in den Nuten  js, jo, jio, J11, J12 3.75-10 Am=2
Stromdichten in den Nuten j1, Jr 0 Am™?

o = 1.256637 1076 Vs(Am)~!

Abbildung 1.5: Querschnitt des Gleichstrommotors

Damit ergibt sich das Randwertproblem:
Gesucht ist die z3-Komponente u = Az des Vektorpotentials A’, fiir die

4 ( 1
propir(|gradul)

gilt. Als Randbedingung stellen wir die Forderung

0Hp n 0Hops

fir alle z € Q
o1y 92, ur alle xr €

grad u) =55 —

u=0 furalle z €T.

23

(1.24)
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Abbildung 1.6: Feldlinienbild fiir die Gleichstrommaschine

1.3.4 Berechnung mechanischer Felder

Das Verschiebungsfeld @(x) = (uq(x),uz(x), us(x))" unter vorgegebenen Belastungen
wird in der linearen Flastizitatstheorie als Losung eines Differentialgleichungssystems
bestimmt (siehe [25, 26, 47]). Die Verschiebungskomponenten u;(z), ¢« = 1,2,3, be-
schreiben die Verschiebung des Punktes P(zq, 22, 23) in Richtung ¢. Bezeichnen wir
mit f = (f1, f2, f3)T den Vektor der Volumenkrifte, i = (¢11,¢12,¢13)7 den Vektor
der vorgegebenen Randverschiebungen, g, = (ga1, g22, 923)7 den Vektor der vorgegebe-
nen Oberflichenkréfte und 7 = (n1,n2,n3)7 den Vektor der duBeren Einheitsnormalen,
dann kann die Randwertaufgabe der linearen Elastizitatstheorie in kartesischen Koor-
dinaten folgendermaflen geschrieben werden:

Gesucht ist das Verschiebungsfeld u(z), fiir das

O [Our  Ous  Ous
Ox? + Ox2 + 8x§>_()\€+'ue)8._r1< >

2, 2 2
o (3 uy  0%up 0%uq fl(l’) fiir alle z € Q

82u2 32U2 82U2 8 E)ul 3U2 E)u?, _ .
_,Ue< 927 922 523 > — (A + #8)8.—1:2 <8—r1 B4 + 6—1'3> = fa(z) fiir alle z € Q
(1.25)
d*uz  9*uz  O’us d (Ouy  Ouy  Ouz\ i
_ e< (91‘% + 0.1?% + (9.13:25 ) - ()\e +ﬂe)8'—133<ﬁ 8—132 @—I‘3> = fs(l‘) fir alle z € Q
i(z) = §qi(2) fiir alle z € Ty
oi1ny + Oians + oyzng = gai(x) fir alle z € T,

i=1,2,3
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gilt. Dabei bezeichnen A\. und p. die Laméschen Elastizitatskonstanten, die durch

Ev K
Ae = und fe = —————
(1 + 1/)(1 —2v) 2(1 +v)
mit dem Elastizitatsmodul £ und der Poissonschen Querkontraktionszahl v definiert
sind. Das Hookesche Geselz beschreibt den Zusammenhang zwischen den Komponen-

ten des Spannungstensors und denen des Verzerrungstensors (siehe [25, 26]). Fiir die

Komponenten o;; des Spannungstensors gilt
oii = Ae(e11 + 22+ €33) + 2pecii, 1=1,2,3
oy = 05 = 2ugi;, i,j=1,2,3,1#j

mit den Verzerrungen

1 8u¢ 8uj ..
€ = = . 4,5 =1,23. 1.2

Nutzen wir wieder die Differentialoperatoren div und grad aus (1.5) bzw. (1.6) sowie
den Laplace-Operator eines Vektorfeldes & = (v, vy, v3)7, d.h.

AT = (Avy, Avg, A1)3)T , (1.27)

dann kann das Differentialgleichungssytem der linearen Elastizitatstheorie in der Form

— pe AU — (A + pe) grad divad = f (1.28)

aufgeschrieben werden.

e

S S
Iy

Abbildung 1.7: Querschnitt des Trigers in der (z1,z2)-Ebene und die Deformation
der Kontur (stark vergrofert dargestellt)

Zuerst betrachten wir das folgende Beispiel. Gegeben sei ein Profiltrager, auf den eine
Kraft wirkt und der am Boden (Rand Ty) fest verankert ist. In der Abbildung 1.7 ist
ein Schnitt in der (zq,z3)-Ebene dargestellt.
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Der Querschnitt ist konstant in s—Richtung. Auflerdem wirkt die Kraft F' in Ebenen
senkrecht zur xs—Achse, und sie ist unabhangig von der zs—Richtung. Deshalb kénnen
wir annehmen, daf}

8u1 81@

b 1.2¢

8&03 8303 s 0 ( 9)
gilt und folglich ist

€13 = €3 = €33 = 0.

Unter Beachtung der Beziechung (1.29) erhalten wir aus der Randwertaufgabe (1.25)

das folgende ebene lineare Elastizitatsproblem (ebener Verzerrungszustand):

Gesucht ist das Verschiebungsfeld @(z) = (uq(x), ux(z))", fiir das

= 0 fur alle z € O

52u1 82u1
- Me - /\e e
M(@m% +81‘§> ( +M>81‘1

2 2
—m(a “ 2 W) — (e +ue)aa <8ul + 9“2) =Y fralle o el
2 \ar

D2 9al Oy Oy
(1.30)
i(z) = 0 fiir alle = € Ty
opny +oppng = 0 fiir alle x € Ty
Oy + Ogang = Gy fir alle z € T'y

gilt. In unserem Beispiel ist £ = 1.96 - 10" Nm~=2 , v = 0.3 und

F=—-10°2, — 4-10° Nm™? auf der Oberseite des Trigers
goo = (LCl € [00,018], Tg — 024)

0 Nm~? sonst.

Als zweites Beispiel betrachten wir ein dickwandiges Rohr unter Innendruck. Der
Querschnitt des Rohres ist in der Abbildung 1.8 dargestellt. Auf Grund der Rotati-
onssymmetrie des Rohres ist es sinnvoll, zur Bestimmung des Verschiebungsfeldes die
Randwertaufgabe der linearen Elastizitdtstheorie in Zylinderkoordinaten (r,¢,z) zu
formulieren.

In diesem Koordinatensystem sind die Komponenten des Verzerrungstensors durch die

Beziehungen
O, _1<%+ ) _ Ou,
Epr = or Cop = r \ dg Up )y Ezz = 92
(1.31)
ST P S O 8 R T
e = 9\; dp oar r¢) T o\ ar )7 T3\ g, T dy
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definiert (siehe auch [26]), und geméaB des Hookeschen Geselzes bestehen zwischen den
Komponenten des Spannungstensors und den Komponenten des Verzerrungstensors die

Beziehungen

Oprr = )‘e (87"7* + ) + gzz) + 2/1/6 Erp
Top = Ae(Err + €pp + €22) + 2pe gy
Ozz = )\e (57"7‘ + Epp + Ezz) + 2/116 Ezz

Orpg = Opr = 2fcErg
Ory = Oz = 2,“5 Erzy
Op: = Osp = 2fcEyps.

Es ist die folgende Randwertaufgabe zu 16sen:

(1.32)

Gesucht ist das Verschiebungsfeld w(r, p,z) = (u.(r, ¢, 2), uu(r, ¢, 2), u.(r, 0, 2))7, fiir

das

<82u7- 1 0u, 1 0%u, 0%*u, u, 2 Juy,
‘\or2 " ror r?2 0p? 022 r2  r2 Jp

- ()‘e + /-Le)

0 <8uqn w, 10u, Ou,
or\ar " r T r e 0z

ar?2  ror r2 Jp? + 0z? r2 = r2 dy

B <82u¢ 10u, | 1 Pu,  Puy  ug 28ur>

10 <3ur Uy 1% 4 ou,

_()‘e +Ne) ~ A

r 0y W+7+F8¢ 0z

B <82uz l% i&zuz 82u2>
Bel\"arz ™ ¥ or r2 Jp? 022

_()\e‘l‘,‘ﬁe)& ‘I‘_‘I‘_—‘I‘

0 <8uT u, 1 0u, (9Uz>
or r o or dp 0z

q
OrrTyp + OppNy + OpzM,
TprNy + TNy + Opzny

OorNp + OrpMyp + T2z

:fr

= fo

= f,

9or

924

92z

fiir alle (r, ¢, 2) € Q

fiir alle (r,,2) € Q

fiir alle (r,p,2) € Q

(1.33)
fiir alle (r,p,2) € Iy
fiir alle (r,,2) € I'y
fiir alle (r,,2) € I'y

fiir alle (r,p,2) € I'

gilt. Es bezeichnen ]E’: (fry [y [2)T den Vektor der Volumenkrifte, i = (gir, G190, 912)"
den Vektor der vorgegebenen Randverschiebungen, ¢ = (gor, g2y, 92-)" den Vektor

der vorgegebenen Oberflichenkrifte und @ = (n,,n,,n.)" den Vektor der &uBeren

Einheitsnormalen.
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Zwischen den Verschiebungen (u,, u, uz)T und dem Verschiebungsfeld (w1, us, U3)T n
kartesischen Koordinaten besteht der Zusammenhang

U = U COSP — Uy SN
Uy = UpsiNp 4 U, COsp
Uz = Uy

sowie zwischen den Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) und den kartesischen Koordinaten die
Beziehung

T]=TCcosp, Ty=rsingp, IT3=z.

Innenradius r; : 0.1 m Flastizitatsmodul © 6.87-107 Nm™2
Aulenradius ry : 0.2 m Querkontraktionszahl v : 0.3
Druck p : 1105 Nm™?

Abbildung 1.8: Geometrie des Rohres und Darstellung der verformten Kontur

Auf Grund der Geometrie des Rohres und der Wirkung des Druckes gilt
Ou,  Ou,
B Oy 0.
so daB} sich das Differentialgleichungssystem (1.33) auf eine eindimensionale Randwert-
aufgabe reduziert, d.h.:

Uy = U,

Gesucht ist die Verschiebungskomponente u,, fiir die

aQUT 18“7‘ Uy
_ 9 _ T — .
(Ae + 2pc) < 92 + - r2> 0 fur alle r € (rr,ra)
Opp = —D fir r =1y (1.34)
o = 0 fir r=1ry

gilt.
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Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (1.34) ist

C
u, = Cir + =2
r

Die unbekannten Konstanten 7 und C; werden unter Nutzung der Randbedingungen

bestimmt (Beziehungen (1.31) und (1.32)), d.h.

du, (7 )
()\E—I—QIU,B)W—I—)\@? = —p furr=r;
(%4‘2%)%4‘&% = 0 fir r=ryu.
Wir erhalten schlieBlich die Losung
u7~=p< 1 r? - 1 r?ri l)
20 + 2pe 74 — 13 2pe TH — 13 1

Das Verschiebungsfeld fiir das Rohr unter Innendruck konnten wir analytisch berech-
nen. Bei allen anderen bisher vorgestellten Beispielen ist eine analytische Berechnung
des Verschiebungsfeldes nicht moglich. Fiir eine ndherungsweise Bestimmung des Ver-
schiebungsfeldes miissen wir eine Diskretisierung des jeweiligen Problems vornehmen.

1.3.5 Berechnung gekoppelter Felder

Im weiteren diskutieren wir die Berechnung thermomechanischer Felder. Wir berechnen
zuerst ein stationdres Temperaturfeld und bestimmen dann die durch den Temperatur-
gradienten verursachten Verschiebungen. Somit sind die folgenden Randwertaufgaben
zu losen:

Gesucht ist das Temperaturfeld T'(z), fiir das

—div(Mz)grad T(z)) = fT(x) fiir alle x € Q
T(z) = g7(2) fiir alle z € TT
o ) (1.35)
N = gl () fiir alle z € T'7
or . T
IV +a(z)T(z) = ofx)Ts(z) fiir alle =z € T'3

gilt, sowie das Verschiebungsfeld u(z), welches das Differentialgleichungssystem

—peAti(z)—(Ac4p.) grad divi(z) = fe(x)—(?))\e—}—Z/Le) aj(z)grad T(z) fiir alle z € Q

(1.36)
und die Randbedingungen
u(z) = gj(x) fiir alle z € TS
onn + o1ang + o13ng = g5, () fiir alle 2 € T
. ; . (1.37)
o91ny + Ogany + oa3ng = go.(7) fiir alle z € T3

8
~—r

05101 + O3ang + 03303 = g5 fiir alle z € T
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erfillt. Fiir den Rand des Gebietes ) gilt 00 = Tip U T;F U Tg =T, UuT, mit TT N
F; =TinTy =10, ¢,7 =1,2,3. AuBerdem bezeichnen wieder A(z) den Wirmeleit-
koeffizienten, a(z) die Warmeiibergangszahl, f7(z) die Intensitit der Warmequelle,
Ta(z) die Umgebungstemperatur, fe(x) = (fi(x), f(2), f£(2))T den Vektor der Vo-
lumenkrifte, §¢ = (g5, 9%,,955)" den Vektor der vorgegebenen Randverschiebungen,
G5 = (951,95, 95;)" den Vektor der vorgegebenen Oberflichenkrifte, a; den linea-
ren Warmeausdehnungskoeffizienten und n = (nl,ng,n3)T den Vektor der aufleren
Einheitsnormalen. Die Spannungskomponenten bei thermomechanischen Feldern sind

durch

oii = Ae(enn + €22 + e33) + 2pee — (3Ae + 2p.) aiT, 1 =1,2,3
O = 05 = Q[I/e&'j i,j=1,2,3,i7éj

definiert, mit den in den Beziehungen (1.26) eingefithrten Komponenten ¢;; des Ver-
zerrungstensors (siehe auch [25, 26]).

Wir berechnen im weiteren das Verschiebungsfeld im oberen Teil des Kolbens eines
Verbrennungsmotors. Die Verschiebungen werden durch die Temperaturdnderungen
infolge des Verbrennungsprozesses hervorgerufen. Wir nehmen an, daf§ der obere Teil
des Kolbens rotationssymmetrisch ist. In den Abbildungen 1.9 und 1.10 ist die Meri-
dianebene des Kolbens dargestellt. Weiterhin setzen wir voraus, daf alle Eingangsdaten
wie z.B. die Warmeleitzahl, die Warmeiibergangszahl, die Umgebungstemperatur, die
Laméschen Konstanten, die vorgegebenen Oberflichenkréfte und der lineare Warme-
ausdehnungskoeffizient vom Rotationswinkel unabhéngig sind.

Abbildung 1.9: Niveaulinien des Temperaturfeldes

Zur Bestimmung des Temperatur— und Verschiebungsfeldes nutzen wir die Formu-
lierung des Wéarmeleitproblems und des Elastizitatsproblems in Zylinderkoordinaten.
Auf Grund der getroffenen Annahmen sind alle partiellen Ableitungen nach dem Rota-
tionswinkel ¢ sowie die Verschiebungskomponente u, identisch Null. Wir erhalten die
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folgenden Randwertprobleme (siehe auch die Beziehungen (1.8) und (1.33)):
Gesucht ist das Temperaturfeld T'(r, z), fiir das

2
—X(r, z) [%%(r STT> + g;;] =0 fir alle (r,z) € Q
T(r,z) = ¢T(r,z) firalle (r,z) € T
oT ;
N - 0 fiir alle (r,2) € T}

gilt, mit TT = {(r,z2) € 00 : r =0} U{(r,2) € 9Q : 2z =0} und TT = 90\ TL. Die

Funktion g7 (r, z) beschreibt ein vorgegebenes Temperaturfeld auf T'7.

Das Verschiebungsfeld w(r, z) = (ur(r, 2),u.(r,z))T wird durch die Losung der folgen-
den Randwertaufgabe bestimmt.

Gesucht ist das Verschiebungsfeld u = (u,,u,), das die Differentialgleichungen

Or? ror 0z2 72

04 g(&h N Uy N 8uz>
(Ae + re) dr \ Or r 0z

Pu,  10u, 0*u, u,
_,U/e< + + >

= —(3A 4+ 2p) aa—T fiir alle (r,2z) € Q
r

B <82uz N lauz N 82uz>
fe or? r Or 022

\ 0 <auT Uy 8u2>
et g\ G T

erfillt und den Randbedingungen

T
= — (3)\6 + 2,ue) Qg g— fir alle (r, z) €0
z

w = 0 firalle (r,2) € I,
w, = 0 firalle (r,2) € I7,
Oty + 0poms = g5, firalle (r,z) € T,
Oorly + 0sm, = g5, firalle (r,2) € T'g,

geniigt. Die Komponenten des Spannungstensors sind durch die Beziehungen

Opp = /\e (67‘7‘ + é:zz) + 2,“’6 Err — (3)\6 +2,ue)alT
Oz = )‘e (57"7" + 622) + 2,“6 Ezz — (3/\6 +2,Me)alT

Orz = Oz = 2,”/667‘2

mit den Verzerrungen (1.31) definiert.
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Die Réander I'5,, I',, I's, und I';, sind durch

s, = {(r,z) €00 : r=0},
I3, = 0Q\If, = T5,0Ul%, I'%, = {(rnz)edl: =0}
Iy, = {(r,z) €092 : z =0},
rs, = 0Q\Is, = Iy, uls,., TS, = {(rhz)€d:r=0}

gegeben. Weiterhin gilt
g5, =0 auf T, und g5, =0 auf T, .

Auf den Teilrdandern I'},, und I'},, sind die Funktionen ¢5, sowie g5, durch den Gasdruck

gegeben.

O

Abbildung 1.10: Darstellung der Deformation der Kontur (stark vergroBert)



Kapitel 2

Modellierung am Beispiel von Temperaturfeldern

2.1 Stationire Warmeleitprobleme

2.1.1 Das stationire 1D-Wiarmeleitproblem

o Physikalisches Problem

Gesucht ist das Temperaturfeld u(z), z € (a, b), in einem hinreichend diinnen Stab der
Lange [ = b — a mit konstantem Querschnitt @) (z.B. Draht), wobei [ > @@ ist.

Aufheizung (z.B. durch Umwandlung
von elektrischer Energie in Wéarme)

Kreis |0Q| = 2xr Wérmeabgabe tiber

9 den Mantel

(
L
| — TN

() = const. r_ Ac . 2+ %

Kreis |Q] = nr?

Ya gb
Temperatur im linken ug = us(w) Temperatur im rechten
Randpunkt Randpunkt

Umgebungstemperatur
u(a) = ga u(b) = g,

Abbildung 2.1: Einfliisse auf die Temperaturverteilung im Stab
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o Wirmemengebilanz an einem kleinen® Stabstick der Linge Ax (spiter Az — 0)

@ Waiarmeaustausch

mit der Umgebung LT

U A

L @ Aufheizung

@ einfliefende @ ausfliefende
Wiarmemenge | | | | | | | | Wiarmemenge

x — &2 Az z + &2
Abbildung 2.2: Warmemengebilanz an einem ,kleinen® Stabstiick

1. Warmemenge, die durch Autheizung entsteht:
x+%
Wi =1Ql [ f(&)de.
Ax

=5

wobei f(¢) die Funktion der Intensitit der Warmequelle bezeichnet.

2. Transportierte Warmemenge beim Warmeaustausch mit der Umgebung iiber den
Mantel:

z‘-l-% o4 AT

Wa=19Q] | al©) (@) —uaende = 10l [ o we) - uaenae.

q(¢)
Der Warmeaustauschkoeffizient ¢(¢) ist materialabhéngig.

3. Warmemenge, die am linken Rand des Stabstiickes, d.h. bei (z — %), in ,Az“

hineinflieBt bzw. am rechten Rand, d.h. bei (z + %), aus ,Az“ herausfliefBt:

Nach dem Fourierschen Erfahrungsgesetz der Wirmeleitung (siehe [17]) ist der
WirmefluBl o(z) proportional zum negativen Temperaturgradienten —u'(z). Fiih-
ren wir als Proportionalititsfaktor die Warmeleitzahl A(z) ein, dann gilt

Somit ergibt sich fiir die einflieBende Warmemenge

W —42) = - Az — 42)u(z - ) |Q

2

und fiir die ausflieBende Warmemenge

Wz + 55 = =M+ 85 u'(z + 55) Q).
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Aus der Warmemengebilanz

35

Warmemenge, Warmemenge,
die am linken die am rechten Wairmemenge, Wiérmemenge,
Rand, d.h. bei Rand, d.h. bei die iiber den n die durch Auf-| 0
(z — %), in (z + %), aus Mantel abge- heizung ent- |
»Az“ hinein- »Az* heraus- geben wird steht
fliefBt flieft
(2.1)
W(.I — %) — W(:C + %) — Wy + Wi =0

erhalten wir die integrale Form der Warmeleitgleichung.

o Die Wirmeleitgleichung in integraler Form

Fir alle z € (a,b) und fir alle Az > 0, fur die [z — %,x + %] C (a,b), gilt die
Gleichung

z+82 z+42 (2.2)
—1Ql [ a&)w(&) —ua@)de = — QI [ r(&)de

und in den Randpunkten sind die Randbedingungen u(a) = g, sowie u(b) = g
vorgegeben.

o Die differentielle Form der Wirmeleitgleichung bei homogenem Material und stetiger
Wirmequelle

Wir gehen von folgenden Voraussetzungen aus:
\

1. g € Cla,b], d.h. g(z) ist eine stetige Funktion im Intervall [a, b];
q>0, zB. ¢g=const. >0 (¢ =0 entspricht einer Isolation)

2. A € C'(a,b), d.h. A(z) ist eine stetig differenzierbare Funktion im
Intervall (a,b); A(x) > Ao = const. > 0, z.B. X = const. (2.3)

3. f € Cla,b], d.h. f(z) ist eine stetige Funktion im Intervall [a, b]

4. uy € Cla,b], d.h. us(z) ist eine stetige Funktion im Intervall [a, b]

Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (siehe [19]) folgt, daB fiir eine beliebige
Funktion v(z) € Cla,b] und fiir ein beliebiges z € (a,b) die Beziehung

=+ 5

Jim o [ w(€)de = v(a) (2.4)

r— Az

2

gilt.
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Multiplizieren wir die Gleichung (2.2) mit —1 und dividieren sie durch Az sowie |Q|,
dann erhalten wir

Ma + A2/ (x4 22) — Mz — 22/ (¢ — AT 1 ’

o+ 8L z+ 52
— A%;/ f(e)de + A%;/ q(E)ua(€) dé

Mit Az — 0 ergibt sich auf Grund der Voraussetzungen (2.3) und der Beziehung (2.4)
die Differentialgleichung

—(A(@)u' ()" + q(@)u(e) = [(z) + §(w)uale).

Bemerkung 2.1  Aus den Voraussetzungen 1. bis 4. folgt, daB o € C'(a,b), d.h.
der WarmefluB ist eine stetig differenzierbare Funktion im Intervall (a,b), und u €
C*(a,b) , d.h. die Temperatur ist eine zweimal stetig differenzierbare Funktion im
Intervall (a, b).

Die klassische differentielle Form der Warmeleitgleichung lautet

Gesucht ist u(x) € C*(a,b) N Cla, b], so dab

— (Ma)u'(2)) + g(z)u(z) = f(z) + §(z)ua(z) fiir alle z € (a, b) (2.5)

gilt sowie die Randbedingungen u(a) = g, und wu(b) = g, erfillt werden.

o Die differentielle Form der Wirmeleilgleichung bei stiickweise homogenem Material
und stickweise stetiger Wairmequelle

Wir betrachten 0.B.d.A. einen Stab, bestehend aus zweir Materialien.

8
D

Eisen Kupfer
)‘17 617 UAL, fl )‘27 627 UA2Z, f2
Abbildung 2.3: Stab, bestehend aus zwei verschiedenen Materialien

Dabei setzen wir voraus, daB Ay, i, uas und f; die Voraussetzungen (2.3) im Intervall
(a,n) sowie Ay, 2, uaz und f; diese Voraussetzungen im Intervall (5, b) erfiillen.
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Eine zur Herleitung der Warmeleitgleichung (2.5) analoge Vorgehensweise liefert die
Randwertaufgabe fiir die Warmeleitung bei stiickweise homogenem Material und stiick-
weise stetiger Warmequelle.

Gesucht ist das Temperaturfeld u(z), fiir das die folgenden Beziehungen gelten:

Randbedingung u(a) = gq fir z =a
Differentialgleichung MUY +qau = fi + Grua fiir alle z € (a,n)
Interfacebedingungen u(n—0) = wu(n+0) fiir x =17
“Mn=-0w(n=-0) = -X(n+0)u'(n+0) firz=n
Differentialgleichung —(Mu)Y +q@u = fo+t Gouan fiir alle z € (n,b)
Randbedingung ub) = g fiir z = b

Die Interfacebedingung —X;(n — 0)u'(np — 0) = =Xy(n + 0)u'(n + 0) folgt unmittelbar
aus der Gleichung (2.2) fir z =7 und Az — 0.

Bemerkung 2.2 Maoglichkeiten zur Formulierung von Randbedingungen

— Randbedingungen 1. Art: Vorgabe der Funktion u (Temperatur) am
(Dirichletsche RB) Rand
— Randbedingungen 2. Art: Vorgabe des Warmeflusses am Rand
(Neumannsche RB): Ma)u'(a) = g,
—A(b)u'(b) = g5
—~  Randbedingungen 3. Art: Freier Warmeiibergang

Der Warmeflufl ist proportional zur Differenz

zwischen dem Wert der Temperatur am Rand
und der Umgebungstemperatur.
Ma)u'(a) = a,(u(a) — u,)
M) (b) = anlult) — )

Dabei bezeichnen o, und o die Warmeiiber-

gangszahlen sowie u, und wu, die Auflentempe-
ratur am linken bzw. rechten Rand

— Gemischte Randbedingungen: z.B. u(a) = g,, v/(b) =0 oder
u'(a) =0, =A(b)u'(b) = a(u(b) — up)

Bemerkung 2.3 Modellierung von Punktquellen

Im Punkt z = 75, sei eine Warmequelle der Intensitat f konzentriert. Aus der Warme-
mengebilanz

- )‘(Up - %)“l(% - %)|Q| + )‘(7719 + A%)“%% + A;p)|Q|

(2.6)

An An An
77P+Tp 77P+Tp 77P+Tp

—1Ql [ @@ —wa@)de = — Q1 [ r@yde— QI [ fo(¢—n,) e

_Anp _Anp _Amp

Np 2 Np 2 Np 2
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ergibt sich fir Ap, — 0 die Beziehung

—A(n, = 0) ul("/p —0) = =A(n, +0) u,(% +0) - f

Hier bezeichnet 6§(§ — n,) die Diracsche Deltafunktion (siehe auch [55, 88]).

Bei homogenem Material und einer Punktquelle im Punkt = = 5, erhalten wir somit
die im folgenden formulierte Randwertaufgabe.

Gesucht ist das Temperaturfeld u(z), fiir das die Beziehungen

Randbedingung u(a) = ga fiir x = a

Differentialgleichung —(AY +qu = f+ Gua fiir alle 2 € (a,n,)

Interfacebedingungen u(n—0) = u(n+0) fir z =7,
~A(n = 0)u/(n=0) = —A(n+0)u'(n+0)~f firz=n,

Differentialgleichung —(AY +qu = f+ qua fiir alle z € (n,,b)

Randbedingung u(b) = g fir z = b

gelten.

2.1.2 Das stationdre 2D—Wéirmeleitproblem

o Physikalisches Problem

Gesucht ist die Temperaturverteilung u(z1, z2) in einer hinreichend diinnen Platte mit
einer konstanten Dicke h.

€3
/ )
* Aﬂfl [§)
/ Aey , o0
/ ; (Rand der Mittelfliche )
L |
h /
2
kb -
P(z1,24,0)

Abbildung 2.4: Platte mit konstanter Dicke h
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o Wirmemengebilanz an kleinem* Quader Az X Azy X h* im Punkt P(x1,x4,0)
fir ein beliebiges x = (w1, x2) €

Wir setzen voraus, daB der Warmefluf} iiber der Hohe der Platte konstant bleibt,
d.h. 0 = o(zy,22) ist von z3 unabhingig.

Warmeaustausch oa(&ryxe + %)

mit der Umgebung I /

innere Warmequellen
| 4 h

o1 (x4 Arl ,€2) — )» P — o1 (1 + Axl ,&2)

/ | Axg
//
/ Az
4 Az Y Wirmeaustausch
o3(&r, w0 — 552)

mit der Umgebung

Abbildung 2.5: Warmemengebilanz an einem Quader ,Azqy x Axy x b

Fiir alle 2 = (21, 2,) € Q und fiir alle Azy, Azy > 0 mit {(y1,92) 1 70 — 22 <y, <

Ty + A;“ , a=1,2} C Q erhalten wir die Warmeleitgleichung in integraler Form

T2t 2$2 To+ 5=

I Qe — b [ o+ 556)dé

x2_A$2 x2_A$2
w1420 o+ 22

+ b [ aGm-tmyda - b [ e ) dé (2.7)
xl_AII :L‘l_Az1
oi+—t e +A’2ﬂ x1+—x +—

2 [ ] e dads + ok / | faeydads = o
Azy ., Azy L] Ay

2

Zusitzlich sind noch die Randbedingungen auf 02 vorgegeben.
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Nach dem Fourierschen Erfahrungsgeselz der Wéirmeleitung gilt fiir ein orthotropes
Material

a1 = —)\1 % und 09 = —)\2 %

8.1:1 ax?
mit den Warmeleitkoeflizienten A\; und Aq.

In Analogie zum eindimensionalen stationdren Warmeleitproblem stellen wir an die
Eingangsdaten die folgenden Voraussetzungen:

1. A(z), Ax(z) € C'(Q), d.h. Ay und A3 sind einmal stetig differenzierbare Funktionen
iiber dem Gebiet ; Ay, Ay > Ay = const. > 0

2. f(z) € C(Q), d.h. f ist eine stetige Funktion iiber
3. q(z) € C(Q), q(x) 20
4. uy(z) € C(ﬁ)

Multiplizieren wir die Gleichung (2.7) mit —1/(hAz1Az;) und lassen Az sowie Az
gegen Null streben, dann erhalten wir die Warmeleitgleichung in differentieller Form:

Gesucht ist u(z) € C*(Q)NC(Q) , so dabh

2 (M) ) = o (Rl g )+ ateule) = @)+ a@uale) (29
fiir alle z = (21,22) € Q
u(z) = g(z) firalle z € 00

mit ¢ = 2q/h gilt.

Bemerkung 2.4 Weitere Moglichkeiten zur Formulierung von Randbedingungen
— Randbedingungen 2. Art:
du ou

(a) Warmeisolation: -\ (9—:vlnl — A 8—an =0 auf I'=00
(b) vorgegebener Warmefluf: —)\1%77,1 - )\ZﬂnZ =gy, auf T’
8.7:1 8.732

Dabei bezeichnen 7i(x) = (n;(z), na2(2))" (77| = 1) den Vektor der duBeren Ein-
heitsnormalen im Punkt z = (z1,25) € I' und A (z) sowie Ay(z) die Wirme-
leitkoeflizienten.

- Randbedingungen 3. Art: Freier Warmeaustausch mit der Umgebung
Ju du

—XM=—n1 — Ay—ng = a(u —uy) auf T

8x1 62172

Es bezeichnen a(z) die Warmeiibergangszahl und u4(z) die Umgebungstemperatur.
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Abbildung 2.6: Vektor der duleren Einheitsnormalen am Rand T

— Gemischte Randbedingungen

Auf I'y sind Randbedingungen 1. Art, auf I'; Randbedingungen 2. Art und auf I's
Randbedingungen 3. Art vorgegeben.

F]
FB
=T, Ul UT;3,
TN, =0fir i#j,4,j=1,2,3

Abbildung 2.7: Darstellung des Randes I' als Vereinigung der Teilrdnder I'; , 2 = 1,2, 3

Bemerkung 2.5 FEin Spezialfall

Fir thermisch isotropes, homogenes Material, d.h. Ay = Ay = A = const. > 0, sowie
q = 0 erhalt man aus der Gleichung (2.8) die Poisson—Gleichung

—Au=f/A

mit den jeweils vorgegebenen Randbedingungen.
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2.1.3 Das stationdre 3D-Wairmeleitproblem und einige Spezialfille
o Physikalisches Problem

Gesucht ist das stationdre Temperaturfeld u(z) in einem dreidimensionalen Korper,
der das beschrinkte Gebiet @ C R? einnimmt.

"
’ n innere Warmequellen
fi(z) = ( N9 )
n3
I'=00
Umgebungstemperatur v 4
Randbedingungen:
- z.B. u(z) =g (z), z €T
P(xh T2, J:B)

T

Abbildung 2.8: Skizze eines 3D-Kérpers

o Wirmemengebilanz an einem kleinen® Quader ,Axq X AxgXxX Axs“ mit dem Schwer-
punkt x = (x1, x2, x3) €

o3(&r, &aws + 252 oa(&ry g+ 822, L5)

.

‘ / A.fg

L
J1(»’101 - %752753) )» _ _
— .P
/

innere Warmequellen

oy (1 + A%af%fre)
Axy
// T
/ Az,
/
02(517552 - %753) 03(51,52,303 - %)

Abbildung 2.9: Warmemengebilanz an einem Quader ,Ax; x Axzy X Axz®
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Fir alle = (21,22,23) € Q und fir alle Azq, Azy, Azs > 0 mit {(y1,y2,y3) :

J:Q—AQ&Syagxa—{—A;“,a:l,Q,S}CQ gilt

1‘2+—
/ / o= 856, 6) deady — / / o+ 226, 6) dEsdey
Az3 Az3
1‘1+—1‘ +— x1+—x +—
- / / (6,72 — 22 £ degdty — / / (6172 + 232 6) dédty
z AI% z AI%
(2.9)
o1+ B0 g, 202 I
+ [ oule o — A2y dtadty - | oo+ A2) dtadty
=21 (L'2—Aw2 o= 2" 332_&1'2
Aﬂ”s

331+— 3?2+— T3+

+ / / / 51’52753 désdgydéy = 0.

A12 A:c3

Zusatzlich sind noch die Randbedingungen auf 0} vorgegeben.

Auf Grund des Fourierschen Erfahrungsgesetzes der Wirmeleitung gelten fir ein or-
thotropes Material die Beziehungen

Jdu

—, t=1,2,3.
axz_7z 7

o, = — N\

Unter den Voraussetzungen:

L. N(z) € CY(), 1 =1,2,3, d.h. die \; sind einmal stetig differenzierbare Funktionen
iiber dem Gebiet 2, \; > Ao = const., Ag > 0 und

2. f(z) € C(Q), d.h. [ ist eine stetige Funktion iiber Q,

erhalten wir nach der Multiplikation der Gleichung (2.9) mit —1/(Az;Az;Az;) und
dem Grenziibergang Az, — 0, Azy — 0 sowie Azy — 0 die Warmeleitgleichung in
differentieller Form:

Gesucht ist u(z) € C*Q)NC(Q) , so dab

Z 83( agil )) = f(z) firalle 2 = (29, 2,23) € Q (2.10)

u(z) = g(z) firalle z € 00

gilt.
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Bemerkung 2.6  Maoglichkeiten zur Formulierung anderer Randbedingungen

— Vorgabe des Warmeflusses (Randbedingungen 2. Art)

3
du : Z Ai(z ('3 ni(z) = go(z) firalle z € I' =00

=1 T

Konormalenableitung

— Freier Warmeaustausch mit der Umgebung (Randbedingungen 3. Art)

ou

—oN = az) (u(z) —uy(z)) firalle z €T

Es bezeichnen a(z) die Warmeiibergangszahl und u4(z) die Umgebungstemperatur.

— Gemischte Randbedingungen

u(z) = gi(x) fir alle z € T
0

_5% = gz) fiir alle = € T
u fiir alle z € T

_aN = a(m)(u(m)—uA(:v)) ur alle x € 143

Dabeiist 00 =T =T, UT,UTs, I,NT; =0 fiir i £ 4,4,5=1,2,3.

Bemerkung 2.7  FEine weitere Moglichkeit zur Herleitung der Warmeleitgleichung
und einige Spezialfille hinsichtlich der Wéarmeleitkoeffizienten

1. Herleitung der Warmeleitgleichung mittels des GauBschen Integralsatzes:

Wir betrachten ein beliebiges Teilgebiet G C 2 mit G C Q (falls G C T, U T3
gilt, sind Sonderbetrachtungen notwendig).

Aus der Warmemengebilanz

_/<‘§:Ai2—§"i>d5+/f(€>df=o
9G i=1 i P

folgt nach dem Integralsatz von GauBi-Ostrogradski (siehe z.B. [18])

_/< aa aa)@ /f )¢ fiir alle G C Q mit G C Q.

Hieraus erhalten wir die Differentialgleichung

Z Oz, ( aaj) = f(z) firalle z € Q.

Zusatzlich miissen die Randbedingungen formuliert werden.
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Fir ein homogenes, isotropes Material, d.h. Ay = Ay = A3 = A = const. in (), geht
die Gleichung (2.10) in die Poisson-Gleichung
~Au = f(z) fiir alle z €
u(z) = g(x) fiir alle z € T' = 0Q
0? 0* 0?

- Ox? t 0x? + 5 und f@) = f(x)/\ uber.

0z}

mit dem LAPLACE-Operator A

Inhomogenes, anisotropes Material (Materialspriinge):
— Die Warmeleitgleichung in integraler Form gilt nach wie vor!

— Die Differentialgleichung gilt nur in Teilgebieten mit , glatten® Daten. Zusétz-
lich miissen die Ubergangsbedingungen am Interface gestellt werden, d.h. die
Temperatur und der WarmefluB sind stetig.

o Spezialfille bei 3D-Wdirmeleitproblemen

1. Lange ,zylinderartige“ Korper mit von z3 unabhdngigen Daten

0=, x (=11

€2

it

C W,

xr

w

Abbildung 2.10: Beispiel fir einen ,zylinderartigen* Koérper

Somit muf die Losung von x5 unabhéngig sein. Aus der Aufgabe (2.10) ergibt sich
deshalb die folgende Aufgabe:

Gesucht ist u(z) € C?*(Q,) N C(Q,), so dabh

9 </\( )8”> 9 (AQ(:C)@> = flz) firalle 2 = (21,22) € O

T 0e " 020 ) T Oy O

u(z) = ¢i(x) fir alle z = (21, 22) € 08,

gilt.

Rotationssymmetrische Probleme, d.h. rotationssymmetrisches Gebiet und Unab-
hangigkeit der Eingangsdaten vom Rotationswinkel

Wir gehen von den kartesischen Koordinaten (z1,z3,23) zu Zylinderkoordinaten
(r,p,z) dber (@ — Q, x [0,27)) und erhalten aus (2.10) mit A; = Xy = A die
Aufgabe:
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Gesucht ist u(r, z), so daB

_%%G«)\(T’Z)%) - %()\(r,z)%> = f(r,z) firalle (r,2) € Q,

u(r,z) = ¢i(r,z) furalle (r,z) € I'y,

Fl - aQa\FR

—X(r, z)a—nr(r, z) — A(r, z)a—nz(r, z) = 0 fir alle (r,z) € T'g

I'r

r

Abbildung 2.11: Meridianebene €, eines rotationssymmetrischen Korpers

2.2 Instationire Wiarmeleitprobleme

2.2.1 Das instationidre 1D-Warmeleitproblem

o Physikalisches Problem

Gesucht ist ein sich zeitlich dnderndes (instationdres) Temperaturfeld u(z,t) in einem
hinreichend diinnen Stab der Liange [ = b —a, d.h. = € (a,b), wihrend der Zeit
teT=(0,T).

tk
t+ &
2
At t
At
Y f_T

VAR
(D

Abbildung 2.12: Instationdare Warmeleitung im Stab
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o Wirmemengebilanz in Raum und Zeit

Wir stellen die Warmemengebilanz an einem ,kleinen® Stabstiick der Lange Az wah-
rend der Zeitspanne At (spater ,Momentaufnahme“, d.h. At — 0 und Az — 0)
auf.

Warmemenge, die

am linken Rand,

d.h. bei z — %, in

»Az“ wahrend der

Zeitspanne At

Warmemenge, die
am rechten Rand,
d.h. bei x + %, aus

»Az“ wéhrend der

Zeitspanne At

Warmemenge, die
uber den Mantel
wahrend der Zeit-
spanne At abgege-
ben wird

hineinfliefit herausfliefit
t+— t+— t+—a:-|-—
b+ |0 / e g |Q|/ / (4 — uq)dedo
t—— Az t—— z+£ t——f -4z

2

Wiarmemenge, die - :
durch Aufheizung Warmemengendifferenz

+ . = in ,Az“ zwischen End-

wahrend der Zeit- und Anfangszeit

spanne Al entsteht

it rtde
o0l [ [ rdeds = Q1 [ colu(é+8h) — u(é 1-50)) de
t—%r—% IAT

Hier bezeichnen p die Dichte, ¢ die spezifische Warmekapazitat, A den Warmeleitkoef-
12Q]

fizienten und ¢ = K den spez1ﬁschen Wirmeaustauschkoeffizienten.

Die Warmemengebilanz liefert die instationdare Warmeleitgleichung in integraler Form.
Fir alle z € (a,b) und fir alle Az > 0 mit [z — %,x + %] C (a,b) sowie fur alle

t € (0,7) und fiir alle At >0 mit [t — 24 ¢+ £ C (0,7) gilt

/Tcg (6,480 — (e, — B))dé - /Q%LM‘”\%L_Q“

At
T= =5

(2.11)

Ax

IS
(€,0) (u(&,0) — ua(é,0)) dédd = / / (€,0) dedd .

+
—
<

Zusitzlich sind die Randbedingungen (z.B. 1. Art)
u(a,t) = gq(t) und u(b,t) = gu(1) fiir alle ¢ € [0, 7]
sowie die Anfangsbedingung

u(z,0) = up(z) fir alle z € (a,b)
gegeben.



48 KAPITEL 2. MODELLIERUNG AM BEISPIEL VON TEMPERATURFELDERN

o Ubergang zur differentiellen Form

Multiplizieren wir die Gleichung (2.11) mit 1/(AtAz) und lassen Az sowie At gegen
Null streben, dann erhalten wir bei glatten Eingangsdaten (z.B. homogenes Material,
stetig verteilte Warmequelle, siehe auch die Voraussetzungen (2.3)) die differentielle
Form der instationdren Warmeleitgleichung.

Gesucht ist u(z,t) € C*(Qr) N C(Qy), so dab

e(a,t) om0 = 2 <)\(x,t) g—;‘) (e, (e, t) = f(o,0) + ala, ua(a,£) (2.12)
fur alle (z,t) € Qr

gilt und die Randbedingungen (z.B. 1. Art)

u(a,t) = gu(t) )
u(bt) = gyt } fir alle ¢t € [0,7]

sowie die Anfangsbedingung

u(z,0) = wuo(z) firalle z € (a,b)

erfiillt werden.

Qr

0 a b =z

Abbildung 2.13: Raum-Zeit-Zylinder Qr = (a,b) x (0,7

Bemerkung 2.8 Der Raum C*!(Qr) umfaBt alle Funktionen, die zweimal stetig dif-
ferenzierbar beziiglich des Ortes = € (a,b) und einmal stetig differenzierbar beztiglich
der Zeit ¢t € (0,T) sind.

Bemerkung 2.9 Analog zu der stationaren Warmeleitgleichung kénnen auch bei der

instationdaren Warmeleitgleichung Randbegingungen 2. Art oder 3. Art bzw. gemischte
Randbedingungen gestellt werden.

Bemerkung 2.10 Fiir die Existenz einer klassischen Losung, d.h. Losung der Auf-
gabe (2.12), ist die Kompatibilitdt zwischen der Anfangsbedingung und den Randbe-

dingungen notwendig, d.h.

Jim ga(t) = wola) , lim gy(1) = uo(b)
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Bemerkung 2.11 Fiir ¢, 0, A = const. und ¢ =0 erhalten wir

ou , 0% , 2 A - f

Nach der Substitution

v (0 _ 004 10
TR dr  Oz' dxr  kox!
ergibt sich die Gleichung
Ju  0*u -
at dx? I

2.2.2 Verallgemeinerung auf den mehrdimensionalen Fall und auf Warme-
leit—-Wiarmetransportprobleme

o Der mehrdimensionale Fall (2D,3D) — Q C R™,m = 2,3

Die Herleitung der Warmeleitgleichung in differentieller Form erfolgt analog zum 1D-
Fall, vgl. auch die Abschnitte 2.2.1 und 2.1.2 bzw. 2.1.3.

Gesucht ist u(z,t) € C*Y(Qr) N C(Qr), so dab

c(x,1) o(z, 1) % -y %(Ai(x,t)g;) — fa,0) (2.13)

i=1

fir alle (z,t) € Qr =2 x (0,7)
gilt und die Randbedingungen (z.B. 1. Art)
u(z,t) = gi(x,t) fir alle (z,t) € 00 x [0,7]
sowie die Anfangsbedingung

u(z,0) = ug(z) fiur alle z € Q

erfilllt werden (z = (21, z3) baw. z = (21, T4, x3)).

Bemerkung 2.12  Der Raum C?'(Qr) umfafit alle Funktionen, die zweimal stetig
differenzierbar beziiglich des Ortes z €  und einmal stetig differenzierbar beziiglich

der Zeit ¢t € (0,7) sind.

Bemerkung 2.13  Analog zu der stationdren Warmeleitgleichung kénnen auch bei
der instationdren Warmeleitgleichung Randbegingungen 2. Art oder 3. Art bzw. ge-
mischte Randbedingungen gestellt werden.
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e Instationdre (staltiondre) Wirmeleit- Warmetransportprobleme

Gesucht ist u(z,t) € C*(Qr) N C(Qy), so dab

ou &0 Jdu " Jdu _
ol ol ) 5 = %C\i(x,t) ax) LI DU CH) e ()N
=1 ? ? =1 ?
Wirmeleitung Wéirmetransport ~ nur im 1D- bzw.
im 2D-Fall
= flz,t) + gz, D)ua(z,t) fir alle (z,t) € Qr =Q x (0,7)
N —
nur im 1D- bzw.
im 2D-Fall

gilt und die Randbedingung
u(z,t) = g1(z, 1) fir alle (z,t) € 02 x [0,T]
sowie die Anfangsbedingung

u(z,0) = ug(x) fiir alle z € Q)

erfiillt werden. Dabei bezeichnen

c=c(z,t) die spezifische Warmekapazitat,
o= p(z,1) die Dichte
Ai = Ai(z, 1) den Warmeleitkoeffizienten (in Richtung z;),
a (:U, t) T . . .
o . den Vektor der Geschwindigkeit, mit welcher das Material
= : durch das Gebiet Q flieBt (siehe auch [55]),
A (2,1)
q(z,1) den spezifischen Warmeaustauschkoeffizienten,
flz,t) die Warmeintensitatsfunktion,
g1(z, 1) die vorgegebene Randtemperatur und
ug(x) die Anfangstemperatur.

Bemerkung 2.14  Bei der stationdren Warmeleit—-Warmetransportgleichung wird
die Losung u als eine Funktion u(z) gesucht. Gleichzeitig sind alle Eingangsdaten von
t unabhangig. Weiterhin entfallen der Term cgg—: in der Differentialgleichung sowie die
Anfangsbedingung.



Kapitel 3

Grundprinzipien der Finite—-Elemente—Methode:
Ein 1D—-Beispiel

3.1 Die Funktionenrdume Ly(a,b) und H'(a,b)
Eine Funktion u(z) ist Element des Funktionenraumes Ly(a, b), wenn das Integral

/b (u(x))* dr

existiert und endlich ist.

Zum Beispiel gehort die folgende Funktion zum Raum Ly(—2,2).

u
| 1 fir 0<x<2
u(z) = sgn(z) = 0 fir =0
-1 0 1 x —1 fur —2<x<0
-1

Abbildung 3.1: Die Funktion u(z) = sgn(z) im Intervall (—2,2)

Sind wi(z), 7 =1,2, ... ,n, Funktionen aus dem Raum L,(a,b), dann gehort auch jede
Linearkombination

u(z) = Z:; a;ui(x)

mit reellen Zahlen «; zu Ly(a,b).

Fiir beliebige Funktionen u(z) und v(z) aus Ljy(a, b) gilt die Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung

< \I/b(u(:c))Qd;v \I/(v(m))de.

/b u(z)v(z) dx

Mit

[[ullo,2,(ap) = /(u(l‘))2 dx

a

ist eine Norm in Ly(a,b) definiert und mit
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ein Skalarprodukt.

Im weiteren wollen wir den Sobolev—Raum H'(a,b) definieren. Dazu fithren wir zu-
nachst einen neuen Ableitungsbegriff ein.

Wiederholung: Besitzt eine Funktion u(z) eine stetige Ableitung u'(z), so gilt nach
der Formel der partiellen Integration fiir jede stetig differenzierbare Funktion () mit

pla) =p(b) =0

Wir definieren mit Hilfe dieser Formel Ableitungen fiir Funktionen, die im iiblichen
klassischen Sinn nicht differenzierbar sind. Sind u(z) sowie w(z) integrierbare Funk-
tionen und gilt

fir alle differenzierbaren Funktionen o(z) mit p(a) = ¢(b) = 0, so wird w(z) als
verallgemeinerte Ableitung von u(x) nach x bezeichnet.

u
1
r+1 fir —1<2<0
u(r = (3.1)
l—z fir 0<z<1
1 0 S

Abbildung 3.2: Ein Beispiel einer Funktion aus dem Raum H'(a, b)

Die durch die Beziehung (3.1) definierte Funktion u(z) ist wegen des ,Knicks“ bei
z = 0 im klassischen Sinn nicht differenzierbar. Fir differenzierbare Funktionen o(z)
mit ¢(—1) = p(1) =0 erhalten wir mittels der Formel der partiellen Integration

/1 u(e) @(a) do =

l‘\o

(D ¢@)de + [(1-2) @) do
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Damit ist im verallgemeinerten Sinn

u'(z) =

1 fir —1<z<0
1 fir 0<az<1

Im Punkt = = 0 kann u/(0) beliebig festgesetzt werden.

Der neue Ableitungsbegriff erlaubt es also, stetige, stiickweise polynomiale Funktio-
nen zu differenzieren. Solche Funktionen treten gerade bei der Methode der finiten
Elemente auf (siehe auch Abschnitt 3.5).

Eine Funktion u(z) aus dem Raum Ls(a,b) ist Element des Raumes H'(a,b), wenn
u'(x) existiert und zum Raum Ly(a, b) gehort.

Im Raum H'(a,b) ist durch

]2, (ap) = /b(u(fc))2 de + /b(u’(:v))2 dz

eine Norm definiert und
b b
(u,v)H1 = /u(;v)v(;v) dr + /u'(m)v'(m) dz

ist ein Skalarprodukt in H'(a, b).

Fiir Funktionen u(z), die wenigstens in einem der Randpunkte = = a bzw. z = b den

Wert Null annehmen, gilt die Friedrichssche Ungleichung

b b

/(u(;c))2d;c < CQF/(uf(x))Qdm.

a a

7u jeder Funktion u(z) € H'(a, b) kann man eine stetige Funktion u.(z) finden, so daf
sich die Funktionen u(z) und wu.(z) nur auf einer Menge vom MaB Null unterscheiden.
»Die Funktion u(z) € H'(a,b) nimmt im Randpunkt z = a bzw. z = b einen
vorgegebenen Wert g, bzw. g, an“ bedeutet: wu.(a) =g, baw. u.(b) = g .

Eine ausfithrliche Darlegung der Theorie der Sobolev—Rédume kann der interessierte

Leser z.B. in [1] und [86] finden.

3.2 Variationsformulierung von Randwertaufgaben

Die Grundidee der Finite-Elemente-Methode beschreiben wir im weiteren anhand eines
stationdres 1D-Warmeleitproblems (sieche Abschnitt 2.1.1). Dabei setzen wir voraus,
daBl die Warmeleitzahl konstant ist, z.B. A = 1, und daB fiir den spezifischen Warme-
austauschkoeffizienten ¢ = 0 gilt. Die klassische Formulierung des Warmeleitproblems
lautet somit:
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Gesucht ist u(z) € C*(a,b) N C'(a,b] N Cla,b], so dab
—u"(z) = f(z) fir alle z € Q = (a,b)
ula) = g (3.2)

—u'(b) = ay(u(b) - g)
gilt, wobei ¢, und g, vorgegebene Werte sind und f(z) eine gegebene Funktion ist.

Die Variationsformulierung des Warmeleitproblems wird wie folgt hergeleitet.

Wir wihlen eine beliebige Funktion v(z) € H'(a,b), wobei v(z) in den Randpunk-
ten mit Randbedingungen 1. Art verschwindet, d.h. in unserem Beispiel v(a) = 0,
und multiplizieren die Differentialgleichung (3.2) mit einer solchen Testfunktion v(x).
AnschlieBend integrieren wir tiber (a,b) und erhalten

~ [w'@)oa) de = [ fla)o(a)da. (3:3)

Geméaf der Formel der partiellen Integration

b b

— /u"(:};)v(w) dex = /u’(l‘)'u’(x) de — u'(z)v(x)

a a

b

(3.4)

a

und unter Beachtung der Randbedingung —u'(b) = a;(u(b) — g;) sowie der Bedingung
v(a) =0 ergibt sich

b

—/ z)dr = /u'(x)v'(:v)dx + apu(b)v(b) — angyv(h). (3.5)

a

Aus den Beziehungen (3.3) — (3.5) folgt die Variationsformulierung (= schwache For-

mulierung = verallgemeinerte Formulierung) des Warmeleitproblems, d.h.:

Gesucht ist u(z) € V,, so daf

/ul( W'(x)dx + ayu(b /f z)dr + apgyo(b) fiir alle v(z) € Vy (3.6)

a

mit V, ={u € H'(a,b): u(a) =g,} und Vo ={v e H'(a,b): v(a) =0} gilt.

Bemerkung 3.1  Die verallgemeinerte Formulierung (3.6) enthélt im Unterschied
zur klassischen Formulierung (3.2) keine 2. Ableitungen mehr.

Die Aufgabe (3.6) ist der Ausgangspunkt fiir die FEM (Finite-Elemente-Methode)
und die Aufgabe (3.2) ist der Ausgangspunkt fiir klassische Differenzenverfahren (siehe
z.B. [70]).

Bemerkung 3.2  Wesentliche Randbedingungen (Randbedingungen 1. Art) gehen
in die Definition von V, und Vj ein, natiirliche Randbedingungen (Randbedingungen
2. bzw. 3. Art) gehen in die Variationsformulierung ein.



3.3. DIE FEM ZUR NAHERUNGSWEISEN LOSUNG DES VARIATIONSPROBLEMS b1)

3.3 Die FEM zur niherungsweisen Losung des Variations-
problems

o Der Begriff der finiten Funktion

Eine finite Funktion ist eine Funktion, die nur in einem ,kleinen“ endlichen Intervall
(c, ) von Null verschieden ist.

u

u = ()

« /3 X
Trager — suppp(z) = [a, ] (lokaler Triiger)

Abbildung 3.3: Ein Beispiel einer finiten Funktion

Bei der Finite-Elemente-Methode wird die Naherungslosung als Linearkombination
finiter Funktionen gesucht.

o Die Idee der FEM: Wie wird die Naherungslosung konstruiert ?

1. Wir diskretisieren (unterteilen) das Intervall [a, b] in n Teilintervalle (= finite Ele-
mente) mit i.a. verschiedener Linge.

Abbildung 3.4: Unterteilung des Intervalls [a, b]

Der Einfachheit halber wéhlen wir zunéchst eine gleichméafige Unterteilung, d.h.
fiir die Koordinaten des i—ten Knotens P;, ¢ = 0,1, ... n, gilt

x; = 1o+ 1h

mit dem Diskretisierungsparameter

2. Jedem Knoten P; ordnen wir eine im Intervall [a, b] stetige, finite Funktion ¢;(z)
(Ansatzfunktion) zu, die nur im Intervall (z,_1,z;41) von Null verschieden ist. Ein
Beispiel fiir die Funktionen ¢;(z), ¢ = 0,1, ... ,n, sind die in der Abbildung 3.5

dargestellten stiickweise linearen Funktionen.



56 KAPITEL 3. GRUNDPRINZIPIEN DER FINITE-ELEMENTE-METHODE: EIN 1D-BEISPIEL

Abbildung 3.5: Stiickweise lineare Funktionen ¢;(z)

Fiir die Funktionen ¢;(z), ¢ =1,2, ... ,n —1, gilt

0 a<z<ziq
S zio1 <z <w
pi(z) = h
_m $i<xsmi+]
h
0 i <z <b

und fiir die Funktion ¢o(2) bzw. ¢, (z)

T —x . .
1 0<a<a 0 a<z<xh1

gao(ac) = h ) S‘Oﬂ(m) = T — Tp_1
0 <z <hb 5 Tpoy <z < b

U
¢o()
1 J
} Y f f f f f }
a T T2 Ti1 T Ti41 Tn—1 T
I I
Zo Tn
U
pi()
1 J
} f f f f Y f }
a T T2 Ti—1 T Ti41 Tn-1 } T
I Il
Zo Tn,
U
en()
1 J
} f f f f f f }
a T T Ti—1 Tp Tip Tp-1 xr
I I
Zo Tn
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Die Ansatzfunktionen g;(z), 7 =0,1, ..., n, erfillen offenbar die Bedingung
1 fir 1=y
wi(z;) = 6ij = { 0 fiir i 4 (3'9)

(6;; das Kronecker—Symbol).

3. Wir suchen die Naherungslosung wy,(z) der Aufgabe (3.6) als Linearkombination

uh(;c) = éulg.oz(x) (3.10)

der Ansatzfunktionen p;(z), wobei die u; = up(z;) noch zu bestimmende Parame-
ter sind.

Der Parameter v ist in unserer Aufgabe auf Grund der vorgegebenen Randbedin-
gung u(a) = g, bekannt. Die unbekannten Knotenparameter u;, ¢ = 1,2, ..., n,
werden durch die Lésung eines linearen Gleichungssystems bestimmt.

Setzen wir den Losungsansatz (3.10) in die Variationsformulierung (3.6) ein, dann
erhalten wir zunachst die Ersatzaufgabe:

Gesucht ist up(z) € Vyp, so daBl

/u;(x)vg(x)dx + apun(b)on(b) = /f(:v)vh(:c)dx + apgeon(h) (3.1

a
fiir alle vy, € Vi
mit

Vin = {une) : un(e) = X wipi(@) + guro()

und
Vor = {on(e) : on(e) = £ vigit)
gilt.

Die Losung der Aufgabe (3.11) zu ermitteln heiBt, die unbekannten Knotenparame-
ter u;, e = 1,2, ... ,n, zu bestimmen. Diese sind die Lésung des Finite-Elemente—
Gleichungssystems, welches aus der Ersatzaufgabe (3.11) auf die im weiteren be-
schriebene Weise entsteht.

o Bestimmung der Knotenparameler uy, ug, ... , Uy,

Wir wihlen nacheinander in der Aufgabe (3.11) als Funktion v, die Funktionen ¢;(z),
i =1,2, ... ,n. Damit ergibt sich das zur Aufgabe (3.11) dquivalente Finite-Elemen-
te—Gleichungssystem
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b

=t Yu [ A e+ am®end) = [ [(er(e)de + o)

a

S
Il
=]

2

b

o= Youi [ @) o+ au(Bga(d) = [ f(@)ea(z)dr + argiga (D)

=0 a a

m=n Y / PN (0) o + aun(B)pn(b) = [ F()pa(e) dr + argpn(b)

=0 a

Auf Grund der vorgegebenen Randbedingung gilt uy = ¢,. Beachten wir auflerdem
w;(b)=0 firj=1,2, ... ,n—1, ©,(b) =1 und uy(b) = u, , dann folgt

. b b b
> / PH(2)eh(2) da = [f@a@de  — g [ G@)e(@)da
1=1 a a
. b b b
> ui [ pile)eh(e) do = [f@ea)de  — g0 [ Gla)eh(a) do
i=1 a a a
(3.12)
. b b b
3 ui / i) = [H@pur(@)de — gu [ Gy(@)é(@)do
=1 a a
. b b b
> ui [Gl)gn@)de + aw = [[@en@)de  — g [ G(@)g(e)da
=1 a a a
+ ags-
Die Beziehungen (3.12) werden als das Finite-Elemente-Gleichungssystem
[(hr{_j,h = ih (313)
zur Bestimmung des unbekannten Koeffizientenvektors u;, = (u1,uq, ... ,u,)" € R"

bezeichnet. Die Elemente der Steifigkeitsmatriz Kj sind durch

b n
K, = { / o (2)g)(z) dx + ab(sij(sm]
a 7 1

definiert, und fiir die Komponenten des Lastvekiors [, gilt

n

= {/ f(@)pi(x) dz — ga /wé(w)wi(w)dw + abgb&m}

=1
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Die Aufgaben (3.11) und (3.12)/(3.13) sind auf Grund der folgenden Uberlegungen
dquivalent. In der Aufgabe (3.11) suchen wir eine Funktion up € Vi, so daB die
Integralidentitat fiir jede Funktion v, € Vo, gilt, also auch fir jede Funktion ¢;(x),
i = 1,2, ... n. Mittels dieser Forderung erhielten wir aus der Aufgabe (3.11) die

Gleichungen (3.12). Bestimmen wir einen Lésungsvektor wp, = (ur,ug, ... yu,)’ des
Gleichungssytems (3.12)/(3.13) und somit uj, = Z u;ipi(z), d.h. eine Funktion u;, die

den Gleichungen (3.12) gentigt, dann erfillt dlese Funktlon auch die Integralidentitat
n (3.11) fir alle v, € Voi, da sich jede Funktion v, € Vp, als Linearkombination

v, = Zn: v;;(x) darstellen 1aBt.
=1

o Figenschaften des Finite—FElemente—Gleichungssystems

Kyuy, + Kyug + ... + Kyu, = fi
Koyuy + Koug + ... + Kju, = [y = Ku={
Knlul_|_[‘n2u2_|_ ..... + Amun:fn
mat
Ki = [ ¢(@)¢i() o+ andijb,
und

b

b
fi= [ J@)eida)de = gu [ ife)eile) do+ argisi,

a

Zur Vereinfachung der Schreibweise wurden in der obigen Formel die Indizes ,h* weg-
gelassen.

1. K;j = Kj; furalle 7,5 =1,2, ... ,n, d.h. K ist eine symmetrische Matrix.

2. Die Matrix K ist schwach besetzt, d.h. viele Elemente K;; sind Null, denn auf
Grund der Definitionen (3.7) und (3.8) der Funktionen ¢;(z) gilt:

(0 g {i—1,ii+1}
K /% d””“b‘s”%_{%o fiir j € {i—1,4,i+ 1}

wi—1(x) wi(z) Pit1(z)

Abbildung 3.6: Veranschaulichung des gemeinsamen Trigers der Funktionen ¢;_q(z),
pi(z) und @i (2)
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3. K ist eine tridiagonale Matrix

¥* % 0 0 0 0
*x % x 0 0 0
0 * % *x 0 0
0 0 % % % 0
0 0 0 *x % =%
0 0 0 0 =% =%

o Berechnung der Koeffizienten K;;

Die Funktionen ¢;(z), ¢ = 1,2, ... ,n, sind wie folgt definiert (siche auch die Bezie-
hungen (3.7) und (3.8))
0 x < x;_q
x —};732'—1 iy <1< 1 0 a << Tp
wi(z) = . ; pn(z) = T — Ty
_TZH $i<$§$i+1 T $n_1<$§b
0 Tit1 <z
Somit gilt firz =2,3, ... ,n
i 7 yi 1N\ /1 1 1
Kiion = / pi (@) i) de = / <_E> <E> dz = —ﬁh:—gy
fire=1,2,...,n—1
x; Ti41
Ki = [ d@)d@de + [ fl@)ele)ds
_7’11d ““( 1)( 1>d_1h L, 2
R A VA Y R TR E A
Ti41 Ti41
, | | | |
Kiiyn = ) Pipa () pi(z) dz = T/ <ﬁ><—ﬁ> de = —5h = -+
und
K i (@)@l (x)de + 711d+ +
o = T z)dr + ap = ——dr + o = - + «
Pl En ' hh PSR T
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Weiterhin ist

/bsoé(w)eoi-(w)dw =

0

fir 1 =1

fir 1 =2,3,...,n

Damit ergibt sich das tridiagonale Gleichungssystem

61

2 -1 0 0 0 0 ur Fit 5 9a
-1 2 -1 0 0 0 Uz f2
| 0 -1 2 -1 0 0 us [
- : co Tl T : = K
0 0 —1 2 —1 0 Up_9 Jn—2
0 0 0 -1 2 -1 Uy i
0 0 0 0 —1 14aph U, T+ angs
Tit1 Ty
mit f; = / flz)pi(z)de fir i =1,2,...n —1 und [ = / fz)en(z)de.

3.4 Der elementweise Aufbau der Steifigkeitsmatrix und des
Lastvektors

Wir beschreiben im folgenden wie die Steifigkeitsmatrix und der Lastvektor element-
weise berechnet werden kénnen. Dabei werden zuerst eine Steifigkeitsmatrix K und
ein Lastvektor f generiert, in denen die Randbedingungen noch nicht beriicksichtigt
sind. Die Beachtung der Randbedingungen erlautern wir spéter.

Der elementweise Aufbau des Finite-Elemente-Gleichungssystems ist eine Vorgehens-
weise, die in jedem gréferen FEM-Programm genutzt wird.

o Berechnung der Elementbeziehungen

Auf Grund der im Abschnitt 3.3 beschriebenen Diskretisierung gilt fiir das Intervall
[a, ]

n
[ab:U.LZ 1, 24] -
=1

Damit erhalten wir zunachst
b ;

n
/Uh( Uh Z / Uh ’Uh
=1 Ti_1

und mit dem Losungsansatz (3.10) sowie unter Beachtung der Definition der Funktio-

nen @;(xz) (siehe (3.7) und (3.8))

Z;

(Uic1@ioy () + wipi(z)) (Vi (2) + vigi(z)) do

(3.14)
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Die Matrizen K, i =1,2, ... ,n,

o K9 K
K9 K

T

[ va@ia@i [ o) d (3.15)

T

/ Pl ) de [ Gla) i) da

Ti—1

werden als Flementsteifigkeitsmatrizen bezeichnet.

Auf analoge Weise erhalten wir fiir die rechte Seite

/bf<x>vh<x)d:c = Z / f(x) v (x) da
a =1 57,
= i [ J(2) (vicipizi(z) + vigi(z)) de (3.16)
i=1 5,
- i (viea 'Uz)i(z)
in1
Die Elementlastvektoren [, i = 1,2, ... n, sind durch die Beziehung

fo=1"" . (3.17)

definiert.

o Assemblierung des FEM-Gleichungssystems, d.h. Zusammensetzen der Elementstei-
figkeitsmatrizen und Elementlastvektoren zur globalen Steifigkeitsmatrix bzw. zum
globalen Lastvektor.

Wir schreiben die Beziehungen (3.14) und (3.16) nochmals ausfithrlich auf. Es gilt

= o, Kyuy, =

\@
=
o>~
Ve

)
S—

S
o>~
e

)
S—

=W

)

I
e
S

|
-

S
N

=
N
& &

|

-
N~——
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[Kﬁ)uo + KS)Ul ] vo
+ [KWuy + (K + KDy + KDu, ] v
+ [ [(é?_l)un—Q + ([(2(;_1) + ](1(?))1%—1 + [(l(g)un ] Un—1
+ [ K,y + K3 u, ] v,

/f(:v)v(:v)d:v = i(w—1 Uz')i(i) = ﬁ%fh =

Hoo + (A7 + fe 4+ o+ B2+ FD)vnns + [P o,

n_lit vy = (vo o1 .o o)y by = (o ur oo up)t i_h =(fo fi --. fu)" und
[(h, = [[X’M]Zj:o.
Aus den obigen Beziehungen wird deutlich, wie sich die Matrixelemente der globalen
Steifigkeitsmatriz K aus Elementen der Elementsteifigkeitsmatrizen und die Kompo-
nenten des globalen Lastveklors [, aus Komponenten der Elementlastvektoren zusam-

mensetzen.

Zur Berechnung der globalen Steifigkeitsmatrix und des globalen Lastvektors fithren
wir den folgenden Algorithmus durch:

Zuerst stellen wir den Zusammenhang zwischen der globalen und der lokalen Knoten-
numerierung her (sieche Abbildung 3.7). Dieser Zusammenhang wird in einer entspre-
chenden Zuordnungstabelle gespeichert.

Elementnummer globale Knotennummer des Knotens mit
der lokalen Knotennummer
1 2
1 0 1
2 1 2
3 2 3
n n—1 n

Tabelle 3.1: Zuordnungstabelle zwischen globaler und lokaler Knotennumerierung
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pi-1(z) i)

ZTo T Z9 ;-1 €T, :L'z'-l-l Tpn—1 Tp

globale Knotennummern:
0 1 2 v—1 ¢ 141 n—1 n
lokale Knotennummern:

1 2 1 2
1

O
—_
O
[u—
DO

Abbildung 3.7: Zusammenhang zwischen globaler und lokaler Knotennumerierung

Wir setzen K und LL identisch Null. Danach bauen wir elementweise, d.h. Element

fiir Element, die Elementsteifigkeitsmatrizen K () und die Elementlastvektoren S @ in
Ky, bzw. f. ein.

Lh
oo _ (KK £ = AN
K K ) 2 - ;) 2

1 2

lokale Knotennummern

Nach dem Einbau von K und i(l) erhalten wir

o (KO KD 0o ... 0 Jo

1 kD KD 0 -0 7

2 0 0 0 ---0 und 0

n 0 0 0 0 0
0 1 2 n

globale Knotennummern
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Der Einbau von K® und f® liefert

65

kY K 0 0 0 7Y
Ky Ky + KK 00 i+ 1
0 Kg) KQ(Z) 0 0 2(2)
und
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 --- 0 0
Nach der Assemblierung aller K bzw. i(i), v = 1,2, ... n, entstehen die globale
Steifigkeitsmatrix
kb gl 0 0 0 . 0
Ky KR4k K 0 0 0
0 K3 KQ+kY K 0 s 0
Ky = )
0 0 K§7) kGG kG 0
0 0 0 K5 K54k k)
0 o 0 0 0 K K
sowie der globale Lastvektor
7t
B+
145

T
H T 4
13"

wobei die Randbedingungen noch nicht berticksichtigt sind.

o FKinbau der Randbedingungen

Im Beispiel aus dem Abschnitt 3.2 sind die folgenden Randbedingungen vorgegeben:

(a) Randbedingungen 1. Art bei z =a: u(a) = g,

(b) Randbedingungen 3. Art bei 2= =05b: —u'(b) = ap(u(b) — )
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Mit den Beziehungen (3.14) und (3.16) konnen wir die Ersatzaufgabe (3.11) folgender-
mafen aufschreiben:

Gesucht ist u;, € R"*, so daB

o Kpay, + o upv, = o) LL + gy, fiir alle v, € R™H! (3.18)
mit uy, = (ga vy ... uy)?t und o, = (0 vy ... v,)T gilt.
Wegen v =0 ist die Beziehung (3.18) dquivalent zu
y%f K, uy, + apuyv, = yg fh + apgpv, fur alle v, € R”. (3.19)

Dabei ist v, = (v1 vy ..

. 'Un>Ta fh :<f1 f2
Da die Identitat (3.19) fiir einen beliebigen Vektor v, € R* giiltig ist, mufl auch

fn)T und [{7 = [[(ij]znzl,j=0'

Ja

K kDR k(2 0 0 0 £V 452
u
0 XSS (S SN S SO [ 0 0 ! (2) 4§
Uz
0 0 K g e gl 0 (n=2) 4 g(n=1)
u
0 0 0 K=" KO L gl n? (n=1) 4 g
0 0 0 0 K el et FAS0N
21 22 2 b9b
u”l
gelten. Beachten wir noch, dafl g, der vorgegebene Wert aus der Randbedingung

u(a) = g, ist, so konnen wir KQ(Pga von der ersten Komponente der rechten Seite
subtrahieren. Damit erhalten wir schliefllich das Finite-Elemente—Gleichungssystem

KO 4 g2 0 0 0 u F+ P kg,
KD ROLKD KD o o [ PR
0
o KD (D4 g(nmD gD 0 Upy_g R
0 - 0 gD kYR K U1 SR
0 - 0 0 K™ K4/ \ u, (m) 4 gy

in dem die Randbedingungen u(a) = ¢, und —u'(b) = oy (u(b) — g3) eingearbeitet
sind.

o Jusammenfassung der Schritte zur Generterung des FE-Gleichungssystems
1. Zerlegung des Intervalls (a,b) in finite Elemente (x;-1,2;), 1 =1,2,...,n.
2. Fur alle Elemente (2,1, z;)

— Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen K(), i =1,2, ... ,n

— Berechnung der Elementlastvektoren i(i), 1=1,2,...,n

— Einbau von K® bzw. i(i) in die globale Steifigkeitsmatrix bzw. den globalen
Lastvektor

3. Einbau der Randbedingungen in das FE-Gleichungssystem
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3.5 1D-LAGRANGE—-Elemente hoherer Ordnung

Die im weiteren eingefithrten Elemente heilen LAGRANGE-Elemente, weil zu ihrer
Definition LAGRANGE-Interpolationspolynome genutzt werden.

Es sei die Zerlegung
ﬁ = [a,b] = U ﬁi, ﬁi = [:L'z'_l,.'l,'z']
1=1

des Intervalls [a, b] gegeben. Zur Definition der LAGRANGE-Elemente fithren wir die
folgenden Schritte durch:

1. Definition der Abbildung von §; auf das Basiselement 0= [0, 1]

Transformationsvorschrift:

@) ¢ = () = —=L (3.20)

- Ti — Tiz1
0 1 ¢

Abbildung 3.8: Das Basiselement 0 = [0, 1]

Fiir die Umkehrabbildung gilt = = z(§) = (z; — x;21)€ + 1.

2. Definition der Formfunktionen &)k(f ) auf 0

Wir teilen das Basiselement € in m gleiche Teilintervalle

f.l 5.2 | | | | €m|+1
0 | | | | | 1

~

Abbildung 3.9: Unterteilung des Basiselements {2
und definieren fiir jeden Knoten &, & =1,2, ... ,m + 1, das Polynom

m+1

IT€-¢&). (3.21)

i=1
VN
3. Aufstellen des LAGRANGE-Interpolationspolynoms
Durch eine Normierung der Polynome (3.21) erhalten wir die Formfunktionen
S e
Pr(é) = = k=1,2,...m+1, (3.22)
j];[l (fk - 52)
i#k
fiir die &)k(fj) = by; gilt (6, ist das Kronecker-Symbol).
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Im Fall m =1 ergeben sich aus den Beziehungen (3.22) die linearen Formfunktionen

O1()=—E(4+1  und  By(¢) =¢. (3.23)

Die Ansatzfunktionen iiber den Elementen [z;_;,z;] werden mittels einer Koordina-
tentransformation aus den Formfunktionen (3.23) bestimmt. Die so erhaltenen An-

satzfunktionen sind die im Abschnitt 3.3 definierten Funktionen ¢;(x) (siehe auch die
Abbildung 3.5).

e b,
I
0 1 ¢
c=a9) \ \ €= €
14 Yi-1 i
.fL‘I() .fL‘I1 .fL‘IQ .CL‘Z'I_1 $IZ .fL‘nl_l xln xr
Po D1 P2 Pi—1 Di Pn—1 Pn

Abbildung 3.10: Bestimmung der linearen Ansatzfunktionen

Bemerkung 3.3
— Die Funktionen ¢;(z), ¢ =0,1, ... ,n, sind linear unabhangig.

— Der Finsatz dieser Ansatzfunktionen bei der Diskretisierung des Randwertpro-

blems (3.6) fithrt auf eine tridiagonale globale Steifigkeitsmatrix (siehe auch Ab-
schnitt 3.3).

Fiir m = 2 erhalten wir aus den Beziehungen (3.22) die quadratischen Formfunktionen

D (6) =262 =36 4+1, By(é) = -4+ 46 und By(€) =262 — €. (3.24)

Die Ansatzfunktionen iiber den Elementen [z;_1, x;] werden wie im Fall m = 1 durch
eine Koordinatentransformation gemaf der Vorschrift (3.20) aus den Formfunktio-
nen (3.24) bestimmt.
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o, 9, o,
14 J
/
/
/
/
0 % 1 £

1_
I - I - I ! I ° I -
T T T r\\”/’/\/l T T
Ig I Iy Ti_1 Z; Tp—1 In I
Po P11 P2 P3 P4 P2i—-2 P2i—-1 P2 Pan—2 Pan—-1 P2n

Abbildung 3.11: Darstellung der quadratischen Form— bzw. Ansatzfunktionen

Bemerkung 3.4  Fiir die Ansatzfunktionen @;(z), 7 =0,1, ... ,2n, gilt:
79‘9j(pk>: ik s jak:()a]a"'72n'
— Die Funktionen ¢;(z), 7 = 0,1, ...,2n, sind linear unabhéangig.

— Die FE-Matrix ist 5—diagonal und hat bei den im Abschnitt 3.2 gestellten Rand-
bedingungen die Struktur

*

* K| K| ¥
* ¥ ¥
* K| ¥| ¥ ¥

o
]

* ¥ %
* ¥ %
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Fir m = 3 sind die kubischen Formfunktionen fiir das Basiselement wie folgt definiert
B(6) = =5E-DE=DE=1), 326 = F(E-HE -1,

- (3.25)
O5(6) = —Z(E— )€ - 1), b4(6) = 2(E—)(E—2)E.

Abbildung 3.12: Darstellung der kubischen Formfunktionen tiber dem Basiselement

Bemerkung 3.5 Die Ansatzfunktionen iiber den Elementen [z;_;, z;] werden wie-
derum durch eine Koordinatentransformation geméB der Vorschrift (3.20) aus den
Formfunktionen (3.25) bestimmt. Fiir die auf diese Weise definierten Ansatzfunktionen
w;i(z), 7 =0,1, ... 3n, gilt:

- wi(pr) = bk, 7,k =0,1, ... 3n.

— Diese Ansatzfunktionen sind linear unabhéangig.

— Die FE-Matrix ist 7-diagonal.

In der Praxis werden auch Kombinationen von linearen, quadratischen und kubischen

Elementen auf unregelméaBigen Gittern genutzt, z.B.

p2(z) ps(z)
: ! : 1 | : — :
o xr Z \/'1;3 x}f Ts Xg rr T
Po P P2 Ps3 P4 Ds Ps P7 P8 Y4 P1o P11 P12 P13 P14

Abbildung 3.13: Kombination linearer, quadratischer und kubischer Ansatzfunktionen
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3.6 Auflésung des Finite-Elemente—Gleichungssystems

Wir betrachten ein tridiagonales Gleichungssystems, das z.B. bei der FE-Diskretisie-
rung von 1D-Randwertaufgaben 2. Ordnung mit linearen Ansatzfunktionen entsteht
(sieche auch Abschnitt 3.3). Die allgemeine Gestalt des Gleichungssystems Ku = [ sei

c —b 0 0 0 e 0 Uy S
—as ca —by 0 0 e 0 Uy fa
0 —asz c¢3 —bs 0 e 0 U3 I3
0 e 0 —anp—2 Cp—2 —bn_g 0 Up—2 fn—2
0 0 0 —dnp-1 Cn—1 _bn—l Up—1 fn—l
o -+ 0 0 0 —ay Cn Uy, fn

oder in der aquivalenten Schreibweise

C1uUq — byuy = fl )
— a;u;—1 +  cu; — buyr = fi, 1=2,3,...,n—1,
— Aplnp_1 + Cpl, - fn

e FEliminationsschritte (LU-Faktorisierung)

by fi
1. U — agug = [, u = aguy + B ay=—, f[o=—
(8] (8]
= (¢ — azan)ug — byusz = fo + azf3,
by
2. Uy — agz = s, Uy = agus + fs a3 = ——,
Co — Gy
f2 + CL252
fy = ————
Cy — A0y
bs
3. Uz — Qqtig = [, Uz = aqtig + P4 gy = ————,
C3 — G303
fs 4+ asps
Ba =
C3 — G303
bTL—l
(TL - 1) Up—1 — QpUy = ﬂna Up_1 = QpUy + ﬂn ap = s
Cn—1 — Up—1Qpn_1
Jam1 + @1 Bna
- (cn - anan)un = fn + an/Bn ﬂn = = =
Cp—1 — Up—_10p_1
+ a
w4y = Bon Bypy = It anln
Cp — ROy
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Infolge der Eliminationsschritte haben wir das tridiagonale Gleichungssystem in ein
Gleichungsystem mit einer Systemmatrix in Dreiecksgestalt tiberfithrt, d.h.

by S
Uy — QU = 52, Qg = —, /32:_a
Cc1 C1
/. bz
;g — gty = fBig1, Qip1 = ————,
C;, — ;0
fi +a:B;
ﬁz+1: ) Z—2737 7n_17
C, — a; 0
fn + an,Bn
Unp = Bor s Brgr = ——

Cp — ApQy,

Dieses Gleichungssystem hat in Matrixschreibweise die Form

1 —ay 0 0 0 S 0 Up B2
0 1 —a3z 0 0 e 0 U B3
00 1 —ay 0 - 0 U B
STl el el T . : : = : . (3.26)
0o - 0 0 1 —a,-y 0 Uy Br_1
0o - 0 0 0 1 —ay, U1 B,
0o - 0 0 0 0 1 Uy, Bt
o Riickwdrtseinsetzen
Das Gleichungsystem (3.26) 1aBt sich gemaB den Beziehungen
Up = ﬂn
! _ (3.27)
u;g = Bipn + it t=n—1Ln=2...,1,

leicht auflosen.

o Anzahl der notwendigen arithmetischen Operationen

Elimination Riickwartseinsetzen gesamt

Divisionen 2n —1 —_— 2n —1
Multiplikationen 2n — 2 n—1 3n—3
Additionen /Subtraktionen o2n — 2 n — 1 3n —3
insgesamt 6n —5 2n — 2 8n — T

Die Anzahl der notwendigen arithmetischen Operationen ist also proportional zur An-
zahl der Unbekannten des zu l6senden Gleichungssystems.
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o Speicherplatzbedarf

Die Systemmatrix, die rechte Seite des Gleichungssystems sowie die bei der Elimination
entstehende Dreiecksmatrix kénnen wie folgt abgespeichert werden.

0 5] 51 f 1
as C2 52 f 2
as Cc3 53 f 3

Up—1 Cpn—1 bn—l fn—l

J iiberschreiben mit

0 1 (&%) B, Uy
a9 Co — G302 a3 133 5 U9
as C3 — G303 (o7} 54 5 Uus
Up—1 Cp—1 — Up-10p_1 Qay, /877, 9 Up—1
(7% Cp — UnpQp 0 /677,+] ) Unp

Ist die Systemmatrix symmetrisch, dann entfallt der Speicherplatzbedarf fir die a;,
t = 2,3, ...,n. Es werden also 4n bzw. 3n Speicherplatze benotigt, d.h. auch der
Speicherplatzbedarf ist proportional zur Anzahl der Unbekannten des zu l6senden FE-
Gleichungssystems.

o Durchfihrbarkeil und Stabilitdl

Im Satz 3.1 werden hinreichende Bedingungen fiir die Durchfiihrbarkeit und Stabilitat
des beschriebenen Auflésungsalgorithmus formuliert.

Satz 3.1

Voraussetzungen: |¢;| > 0, |¢,| > 0
la;| >0, |b;| >0 firalle:=2,3,...,n—1
le;| > lai| + |b;] firalles =2,3,...n—1
e 2 [, fenl 2 an,

wobei fir wenigstens eine der Ungleichungen |¢;| > |a;| + |bi],
ler] > |b1| baw. |en| > |an| > gelten soll

Behauptung: l. ¢ —ai; 20 furalle:=2,3,...,n (Durchfiihrbarkeit)
2. |ay| <1 firallei =2,3,...,n (Stabilitat)
Fin Beweis dieses Satzes ist zum Beispiel in [T1] zu finden.

Die Bedingung ¢; — a;c; # 0 sichert die Berechenbarkeit der GroBen «;47 und 3;41 in
den Eliminationsschritten und aus |o;| < 1 folgt, daB Rundungsfehler, die in einem
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Rechenschritt auftreten, beim Ubergang zum nichsten Schritt nicht anwachsen. Sei
zum Beispiel beim Riickwartseinsetzen fiir ein ¢ = 19 anstelle von u;, ein Wert w;, =
u;i, + 6;, mit dem Fehler ¢;, berechnet worden. Dann gilt im nachsten Rechenschritt,
d.h. fiir ¢« = 19 — 1, anstelle von w;,—1 = 3, + a;,u;, die Beziehung u;,_1 = 3;, +

a;,(uzy + 6;,) . Unter der Bedingung |a;,| <1 erhalten wir fir den Fehler 6;,_;

|5i0—1| = |7~1’i0—1 - U’io—l| = |ai05i0| < |5i0| :

Bemerkung 3.6

1. In unserem Beispiel (siehe Abschnitt 3.3) sind die Voraussetzungen des Satzes 3.1
erfiillt:

7] (le] > [ba]; Jea] > 0)
2= 1zl (el 2 Jail +15i], lail > 0, [bi] >0, i=2,3,...,n— 1)
5+l >[5l (len| > lanl; |en] > 0).

v
=i~

2. Fur 5-diagonale (bei quadratischen Elementen) und 7-diagonale (bei kubischen
Elementen) Gleichungssysteme konnen analoge Auflosungsalgorithmen hergeleitet
werden.

Bemerkung 3.7 Es gilt die Beziechung K = LU mit

€1 0 0 0 0 1 —as 0 0 0
—ag A, 0 0 0 0 1 —asz 0 0
po| O T s 0 . o -
. K K E E . 0 0 1 ap_1 0
0 0 —0p-1 An—l 0 0 0 0 1 —Qp
0 0 0 —a, A, 0o ... 0 0 0 1

und A; =¢; — a;0;4 .

3.7 Diskretisierungsfehlerabschitzungen

In diesem Abschnitt geben wir Abschitzungen fiir den Diskretisierungsfehler ||u — uy|
in verschiedenen Normen an. Dabei bezeichnen u die exakte Losung der Variationsfor-
mulierung des Randwertproblems und u,, die Finite-Elemente-Naherungslsung.

o [xakle Losung u des Randwertproblems

Die Variationsformulierung des Warmeleitproblems aus dem Abschnitt 3.2 lautet (siche

auch die Beziehung (3.6)):
Gesucht ist v € V,, so daB
a(u,v) = (F,v) fur alle v € Vj (3.28)

mit
b

a(u,v) = /u'(:c)v'(;v) dr + apu(b)o(b), (F,v) = /f(x)v(;v) dr + apgyv(h),

V,={ue€ H'(a,b) : u(a)=g,} und Vo ={ve H'(a,b) : v(a)=0}
gilt.
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Bemerkung 3.8 Der Ausdruck a(.,.) ist eine Bilinearform, d.h.

a(riug + vauz,v) = va(ug,v) + vea(uz,v) fiir alle uy,uy € V,, fir alle v € Vj

und fiir alle vy, v, € R

a(u,viv; + v2v3) = vau,vy) + veau, vy) fir alle w € V,,, fir alle vy,v, € Vj

und fiir alle vy, v, € R!
o Finite-FElemente—Ndiherungslosung up,

Die FE-Naherungslésung erhalten wir aus der Ersatzaufgabe:
Gesucht ist uy € Vjy,, so daB
a(up,vp) = (F,vp) fir alle vy, € Vg (3.29)
mit
b
a(up,vp) = /u;,(x)vg(zj) dz + apup(b)vn(b),

(F,vp) = /f(T)vh(T) dr + apgpon(bh),

a

Vo = {un + un(a) = ium(x) + uopo(e)} (o = ga),

Vor = {vh : vh(:v) = ilvz%(iv)}

gilt. Die Bestimmung der Losung dieser Aufgabe erfolgt durch das Losen des linearen
FE-Gleichungssystems

Zuj (L((Pj,(/?i) = <F7992> - an(ipo,tpi), @ = 152a---an' (330)
7=1

(siehe auch die Abschnitte 3.3 und 3.4).

o Beurteilung des Fehlers e(x) = u(z) — up(z) € Vp

Zur Beurteilung des Fehlers benétigen wir eine Norm || . ||. Jede Norm erfiillt die
folgenden Bedingungen:

L. |lv]l > 0, |lv|]| =0 genau dann, wenn v =0
2. || av]| = |Al||v]] fiir alle v € V5 und fiir alle A € R
3. Hu + 7)” < HUH + H’UH fur alle u,v €
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Die folgenden Normen sind interessant:

1. C-Norm ||.|l¢

lu —unlle = max [u(z) — un(2)|

2. Ly-Norm || |lo = |- llo,2,(a.b)

= wnllo += | [ (u(w) = wn(w))? do

3. H*Norm |.]. = |- ||1,2,(aib)

b

=l = | [ [(uo) = un(@))? + ((u(w) = wn(w)))?] do

a

Falls v € V, quadratisch integrierbare Ableitungen bis zur Ordnung k£ + 1 (zumin-
dest elementweise) besitzt, d.h. wenn w', u”, ..., u V) € Ly(z;_y,z;) gilt, und finite
Elemente p-ter Ordnung (p = 1 linear, p = 2 quadratisch, p = 3 kubisch) verwendet
werden, dann erhalten wir folgende Diskretisierungsfehlerabschatzungen:

lu —up|ls < e pmintkpi+i=s s=0,1
(3.31)

Hu _ UhHC < eo hmin{k,p}+0.5 )

Dabei sind ¢; und ¢, nichtnegative Konstanten, die von der exakten Losung v abhdangen
und vom Diskretisierungsparameter h unabhéngig sind (siehe auch [13, 30]).

Bemerkung 3.9 Um derartige Fehlerabschdtzungen beweisen zu kénnen, miissen
wir voraussetzen, daf} die Bilinearform a(.,.) Vo—elliptisch und Vo-beschrankt ist, d.h.:

Es existiert ein gy > 0 @ a(v,v) > o] fiir alle v € V5 und (3.52)
3.32

es existiert ein py > 0 @ |a(u,v)| < pallullr||v] fur alle u,v € V.

Im weiteren wollen wir die Abschatzung (3.31) fir s = 1 (||.]l1), p = 1 (lineare

Ansatzfunktionen) und die Modellaufgabe
W) = J@) in(0)
u(0) = go (3.33)
u'(l) = 0

beweisen.
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Die Variationsformulierung der Aufgabe (3.33) lautet:

Gesucht ist u € V,, so daB

a(u,v) = (F,v) fiir alle v € Vj (3.34)
mit
a(u,v) = /u'(qj)v'(z}) de, (F,v) = /f(x)v(x) dz,
V,={uve HY(0,1) : uw(0)=go} und Vo={ve H(0,1): v(0)=0}
gilt.

Die Finite-Elemente-N&herungslésung ist somit Losung der Aufgabe:

Gesucht ist die Funktion u, € Vj,, die der Beziehung

a(up,vp) = (F,up) fir alle v, € Vi (3.35)
mit ) )
a(up,vp) = /u%(:p)v;l(x) de, (F,v,) = /f(:v)vh(:n) dz
Vor = {uh : uh(l') = z:uz%(i) + 'UOSOO(JL')} (UO = go)a
Vor = {vh Dop(x) = Z:vzgoz(x)}
genugt.

Fiir unsere Modellaufgabe existieren offenbar solche Konstanten p; und py aus den

Beziehungen (3.32). Es gilt mit der Friedrichsschen Ungleichung

/(v(:p))Q dr < ¢ /(v’(:v))2 dx fiir alle v(z) € Vo (3.36)

V4
DO | —
O _
-~
P
>‘3
S
R —
Q.
»,3
_|_
ol
o)
™)
—
<
S~
>‘3
R —
R —
[\
~
ﬂ
S~
o
(@S]
-1
R —

d.h. g = min{1 L } Mit der Schwarzschen Ungleichung
F

27 2¢
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< \I/l(u’(m))Q dx \I/l(v’(.r))? dx (3.38)

erhalten wir

|a(uvv>| =

< u'(z))? dx v'(z))? dx
< !((» !((» .
< /Rwﬂﬁ+ﬁﬂﬂﬂdrJ/RMﬂV+O%ﬂHdT
= ul vl
Wegen Vg, C Vp gilt auch
a(u,vy) = (F,vp) fir alle v, € Vip,. (3.40)

Subtrahieren wir die Gleichung (3.35) von der Gleichung (3.40), dann ergibt sich

a(u—up,vp) =0 fur alle v, € Vpy,. (3.41)

Fir v, = u —up — (u— wy) = w, — up € Vo folgt aus der Vo—Elliptizitat und der
Vo—Beschranktheit der Bilinearform a(.,.) sowie aus der Beziehung (3.41)

pille —unlly < a(u—up,u—up)
(o ) — alu— )
= a(u—up,u) — alu—up,wy, —ovyp) (3.42)
= a(u—up,u) — alu— up,wp)
= alu—up,u—wp)

< paflu = unlly flu =il

mit einer beliebigen Funktion wy, € V;,, d.h.

o —wnli < 22 inf ju— wil) . (3.43)
ILL] thVgh

Setzen wir in (3.43) den Interpolanten

wy, = Inty(u) = Zu(:vz)goz(;v) (3.44)

n
=0
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ein und beachten wir, dafl in unserer Modellaufgabe py = mln{Q, 2T sowie ug = 1

gilt, so ergibt sich

1

=l € — el — oty () (3.45)
mi {5’ 2c
Wir schatzen zunachst den Interpolationsfehler |[(u — wp)’||o = ||(v — Inty(u))’||o ab.

Dabei erhalten wir

g = )= wio)a -3 / )~ ) ()" da

T4

mit z(z) = u(z) — wy(z). Da wy(z) der Interpolant von wu(z) ist (siehe (3.44)), gilt
offenbar

z(z;) = u(x;) — wyp(z;) =0 fur alle 7 =0,1, ... n

Weiter folgt
x? (#'(x))*de = xzj {z’(w) —% T? Z'(&)d¢ }2d$

- T O Jema)ad e

Tj—1 Tyj—1 3

Die zweimalige Anwendung der Schwarzschen Ungleichung liefert

frora < ] (& e ] (Jerma) e
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7<z'<:c>>2d:c < 7{%[@—%—_0 /( / U =)y de] }de
. . RN

(" () dy ) de] | d

IA
—
—N
| -
—

=
—
e

M~y
—
[}
j
=
m\s

Ty Ty Ty

{5 [ (a0 [ oy an) de]} e

l‘j_l CL'J_l CL'J_l

I
—~—

Ty Ty Ty

= [T (5 o)

Tj—1  Tj-1 S—— 75

Damit erhalten wir
n Ty 1
o= Tnta)Y 2 = Nw— w2 € 358 [ ()2dn = 2 [ (") dy.
j:l Ty—1 0
Mit der Beziehung (3.45) und der Friedrichsschen Ungleichung (3.36) gilt dann
1
il € s fu— Tnts (W)
{min{3. 2 }}
1
[l Tt (Wl + (It )]
{min {32}
1+ 2
< (= Tt ()
{min {3 2}
1+ c%

< Y h? [(u—Inth(u))"rd:v.
Er T

Da die Interpolante von u stiickweise linear ist und somit (Int,(u))” = 0, erhalten wir

schliefllich die gesuchte Abschétzung

Jivd

ck
: 1
min { s EQ_}
F

Ju—will < hlllo = e b,

nO | =
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Bemerkung 3.10 Falls der FE-Raum V4, die stiickweise linearen Funktionen ent-
halt, dann ist bei Randwertproblemen der Gestalt (3.46) der Fehler w(z)—ux(z) in den
Intervallenden der Elemente [x;_1,z;] gleich Null. Dies wollen wir kurz begriinden.

Den Ausgangspunkt unserer Uberlegungen bildet die Variationsformulierung

Gesucht ist u(z) € V,, so da}

a(u,v) = (F,v) fir alle v € Vj (3.46)

mit
a(u,v) = /u’(;v)v’(;v)d;v, (F,v) = /f(;v)v(;c)d;c—l—gbv(b),

V, = {u(z) € H'(a,b) : u(a)=g.,} und Vy = {v(z)€ H'(a,b) : v(a) =0}

gilt.
Die zugehorige Naherungsaufgabe lautet:
Gesucht ist up(z) € Vi, so daB

a(up,vp) = (F,vp) fiir alle vy, € Vi,

erfullt ist, wobei die Bilinearform und die rechte Seite durch

alup,vy) = /u’}L(:v)v;L(:v)d:v sowie (Fouop) = /f(;v)vh(:v)d:v + gyvn(b)

a

definiert sind. Die Elemente der Funktionenmengen V,; und Vg, seien stetige Funk-
tionen, die tiber den finiten Elementen [z;_1,z;] Polynome p-ten Grades sind. In
Analogie zur Vorgehensweise bei der Herleitung der Beziehung (3.41) erhalten wir die
Relation

a(u —up,vp) =0

fir alle v, € Vo, d.h. fir die Bilinearform in der Aufgabe (3.46)

oder in dquivalenter Schreibweise

Z / u'(z)vy(z)de = uy (z)vy (z) de . (3.47)
=1 Tj_1 =1 Tj_1

Wir wéahlen als Testfunktion v, € Vg, zunédchst eine Funktion, welche die folgenden
Eigenschaften besitzt:

1. Die Funktion vy, ist linear im Intervall [zq, x|, d.h. v} ist konstant in [zg, 4],
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2. vp(a) = vp(zo) =0, vp(x1) = vy und
3. vp(z) = vy fur alle = € (21,2,], d.h. vj(z) =0 fir alle z € (21, z,].

Fiir eine derartige Funktion folgt aus (3.47)

71/(:6)%(:1:) dr = 7%(;1;)1;;1(;1;) dr.

Dies ist wegen vj(z) = const. in [z, z1] dquivalent zu

/u'(;v) dex = /u%(:v) dx |

d.h.
u(zr) — ulzo) = up () — un(zo).

Wegen der vorgegebenen Randbedingung u(zg) = up(z9) = g, erhalten wir schlieBlich

u(zy) = up(z1).

Unter Ausnutzung der Beziehungen u(xo) = un(xo) sowie u(zi) = up(xq1) konnen
wir beweisen, da auch u(zy) = up(zq) gilt. Wir wihlen als Funktion v, € Vg, eine
Funktion mit den folgenden Figenschaften:

1. Die Funktion vy ist stiickweise linear, d.h. linear in den Intervallen [z, 1] sowie
['rlv $2]7

2. vp(xo) = vp(x2) =0, va(z1) = vy und

3. v, =0 fir alle x € [xy, x,].

Mit einer derartigen Funktion vy, hat die Beziehung (3.47) die Form

T

/ z)vy(x d.L+/ z)dr = /uh( LD d.L—I—/LLh vp(x)dz.  (3.48)

T
Da die Funktion vy linear in den Intervallen [z, 1] und [z1,z2] ist sowie vj(zg) =
vp(z9) = 0 gelten soll, ergibt sich mit h; = x; — ;29,7 = 1,2,

T T2 T T2

Die Berechnung dieser Integrale liefert

u(ml) — u,(aco) u(mz) — u,(acl) _ u,h(ml) — uh(xo) uh(mz) — uh(xl)
(G5 — U = | 5
b4 by h4 by

woraus wegen u(xg) = up(zg) sowie u(xq) = up(zq) die Beziehung u(z,) = up(z2)
folgt. Fur alle weiteren ¢ = 3,4, ... n kann auf vollig analoge Weise die Gleichheit
u(z;) = up(x;) bewiesen werden.
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3.8 Zwei Anwendungsbeispiele

Als erstes Beispiel betrachten wir die stationdre Warmeleitung in einem Stab, beste-
hend aus zwei Materialien.

Gesucht ist das Temperaturfeld u(z) in @ = Q;UQ, , @ = (0,0.5), O, = (0.5,1), wobei
A = 50 W/mK (Stahl), Xy = 371 W/mK (Kupfer), f = 0 (keine Wiarmequellen
und —senken), ¢ = 0 (kein Warmeaustausch mit der Umgebung iiber den Mantel),

go = 273.15 K und ¢, = 323.15 K gilt.

Dieses physikalische Problem wird durch die folgende Randwertaufgabe beschrieben
(siche auch Abschnitt 2.1.1):

z=0 Randbedingung a(0) = 273.15
z € (0,0.5) Differentialgleichung —(50@) = 0
z=05 Interfacebedingung a(0.5-0) = u(0.5+0)
50w (0.5—0) = —371a'(0.5+0)  (3:49)
z € (0.5,1) Differentialgleichung —@3na)y = 0
=1 Randbedingung u(l) = 323.15

Setzen wir in der Aufgabe (3.49) u(z) = u(z)+ 273.15, dann erhalten wir die dquiva-
lente Aufgabe:

z=0 Randbedingung u(0) = 0
z € (0,0.5) Differentialgleichung —(50u/) = 0
r =05 Interfacebedingung u(0.5—0) = u(0.5+0)
—50u/(0.5—-0) = —3714/(0.5+0)  (3.50)
z € (0.5,1) Differentialgleichung —(371w) = 0
r=1 Randbedingung u(l) = 50

Zunichst wollen wir diese Aufgabe analytisch 16sen. Da die rechten Seiten in den
Differentialgleichungen identisch Null sowie die Warmeleitkoeffizienten konstant sind,
wird folglich eine Funktion gesucht, deren 2. Ableitungen verschwinden. Wir vermuten,
daB das Temperaturfeld u(z) in den Teilgebieten ©; und Q3 jeweils eine lineare Funktion
ist und verwenden deshalb den folgenden Losungsansatz:

u(z) = cx+d in O

u(x) = ex+f in Q. (3'51>

Die unbekannten Parameter ¢,d,e und f bestimmen wir aus den Rand— und Interfa-
cebedingungen:
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Randbedingungen: u(0)=0c+d =0 — d =

u(l)y=1e + f = 50 — e+ f =50
Interfacebedingungen: 0.5¢ + d = 0.5¢ + f = 0.5¢ = 0.5¢ + f
—50c = —371e — c= 35701 e
Damit ergibt sich
e + f = 50 e + f = 50
—
0.5e + f = 3.Tle —32le + f = 0

Die Losungen dieses Gleichungssystems sind:

5000 16050
e =——o0 d =
421 421

1
so dafl ¢ = 37100 gilt.
421

Die Randwertaufgabe (3.50) hat folglich die Losung:

71,(0) =0
1
u(z) = 312(1)036 fiir z € (0,0.5)
18550
71,(0.5) = VTR (3.52)
1
o = T
u(l) = 50.

Wir 16sen nun die Randwertaufgabe mittels der Methode der finiten Elemente. Des-
halb stellen wir zuerst die Variationsformulierung auf. Wir wahlen eine beliebige Test-
funktion v(z) € Vo = {v(z) € H'(0,1) : ©v(0) = v(l) = 0}, multiplizieren die

Differentialgleichungen mit solch einer Funktion und integrieren tiber €y bzw. 3, d.h.

0.5 0.5

/ (50u’( d:z:—}—/ (371w (z))v(z)dx = /OU(:v)d:v+/10v(:c)dx

0

Mit der Formel der partiellen Integration folgt

1

/5071 o'(z)dx — 50u’( /37111 o'(z)dz — 3714/ (z)v(z) =0

0.5
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/50u o)dr + /371u (2)0'(z) dz — 50u'(0.5)0(0.5) + 50u'(0)v(0)

— 371/ (1)v(1) + 371/(0.5)v(0.5) = 0.

Beachten wir noch die Interfacebedingung —50u’(0.5 — 0) = —371u/(0.5 4+ 0) sowie die

Bedingung v(0) = v(1) = 0, so erhalten wir die Variationsformulierung:

Gesucht ist u(z) € V, = {u(z) € H*(0,1) : u(0) =0, u(l) =50}, so daB
/)\ z)dr =0 fir alle v e Vo = {v(z) € H'(0,1) : v(0)=v(1) =0}

mit
50 firz < 0.5
Me) = { 371 firz > 0.5

gilt.

Diese Variationsformulierung ist der Ausgangspunkt einer Finite-Elemente-Diskretisie-
rung. Zur Demonstration des Algorithmus der Methode der finiten Elemente zerlegen
wir das Intervall (0,1) in 4 Teilintervalle. Um auch den Fall einer nicht dquidistanten
Unterteilung erlautern zu kénnen, wahlen wir die folgende Zerlegung:

4

[0,1] = U[#iz1, 2] (3.54)

=1
mit

(xo,21) = (0,0.3), (z1,22) = (0.3,0.5), (wg,x3)=(0.5,0.7), (x3,24)=(0.7,1).

Wesentlich ist dabei, dafl die Materialgrenze, d.h. der Punkt, in dem die Interface-
bedingung gegeben ist, als Knoten und damit als End- bzw. Anfangspunkt zweier
Teilintervalle gewahlt wird.

Wir wissen, dafl die Losung des Randwertproblems linear in den Teilgebieten €y =
(0,0.5) und Q3 = (0.5,1) ist. Deshalb wiirde bereits bei einer FE-Diskretisierung
mit den zwei finiten Elementen (0,0.5) und (0.5,1) sowie stiickweise linearen Ansatz-
funktionen die Loésung des Randwertproblems exakt approximiert. Wir wéhlen die
obenbeschriebene Diskretisierung nur, um den FE-Algorithmus nochmals ausfithrlich
demonstrieren zu kénnen.

Die stiickweise linearen Ansatzfunktionen sind durch

0 < T
pi(r) =4 7T (3.55)
T — Ti41

- r<z< Tig1
Liy1 — T

0 T <
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definiert. Fir die verallgemeinerten Ableitungen ¢}(x) gilt (siche auch Abschnitt 3.1)

0 < x;_q
1
— zig <z <w
Piz) =4 " ?4 (3.56)
i<z <min
Tip1 — X4
0 T < .

Aus der folgenden Néherungsaufgabe leiten wir das FE-Gleichungssystem her.
Gesucht ist up(z) € Vi, so daB

1
//\(x)uﬁb(x)vg(:c) dr =0 fiir alle v, € Vi (3.57)
0
mit
50 furz < 0.5
Alw) = { 371 firz > 05 °
3
Von = {uh(x) Cup(x) = Zuzgoz(;v) + 0 @o(z) + 50 994(:1:)} und
=1
3
Vor = {vn(@) : va(2) = D vii(a) }
=1
gilt.

Analog zu der im Abschnitt 3.4 beschriebenen Herangehensweise werden die Element-
steifigkeitsmatrizen K() und die Elementlastvektoren S @ berechnet:

| Moo @)gia@)de [ A@)ei(a)el () da
KO- T (3.58)
[ Mol @@l de [ Me)pl(a)eie) de

fi = : (3.59)
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Unter Beachtung der Definition der Funktionen o;(z) und mit den berechneten verall-
gemeinerten Ableitungen ¢! (z) (siehe (3.55) und (3.56)) erhalten wir:

finites Element K@) i(i)
500 _ 500 0
(0,0.3) ( ’ 3) ( )
__300 500 0
3 3
30 3% 0
(0.3,0.5) ( ’ 2) ( )
__ 500 500 0
2 2
3710 3710 0
(0.5,0.7) ( ’ ’ ) ( )
3710 3710 0
2 2
3710 _ 3710 0
(0.5,0.7) ( N ° ) ( )
3710 3710
B 0

Tabelle 3.2: Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren
Bevor wir die globale Steifigkeitsmatrix und den globalen Lastvektor assemblieren,

stellen wir noch die Zuordnungstabelle zwischen der lokalen und der globalen Knoten-
numerierung auf.

globale Knotennummer des Knotens

El t
ementiuimmer mit der lokalen Knotennummer
1 2
1 0 !
9 1 2
3 2 3
4 3 1

Tabelle 3.3: Zuordnungstabelle zwischen globaler und lokaler Knotennumerierung

Die Assemblierung der Elementsteifigkeitsmatrizen und der Elementlastvektoren ergibt

die globale Steifigkeitsmatrix K, und den globalen Lastvektor ih,

5 — 0 0 0 0
I 0
Ko=) 00 = e 5 0 Lm0
0 0 il e Sl 0
0 0 0 _ 3710 3170 0

3 3
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in denen die Randbedingungen noch nicht beriicksichtigt sind. Der Einbau der Rand-
bedingungen u(0) = up =0 und u(l) = us = 50 liefert das FE-Gleichungssystem

S S 2 0
S S S | N S
0 -0 HR 4 50 U 50 2400
ﬂ
1250 9250 0 u1 0
—250 2105 —1855 [| wp | =] 0
0 —1855 92 us 185500

Zur Losung dieses Gleichungssystems verwenden wir den im Abschnitt 3.6 beschriebe-
nen Algorithmus zur Lésung tridiagonaler Gleichungssysteme. Wir erhalten

3 3
042237 ﬂQZO, ul—qu:O,
1855 371 371
_ 0w _ 20 ~0 s =0
“ = ol05—as0 3010 00 BT TR
4 185500 19550
4 p— < E E p—
2215 — 1855 20 421
und somit
19550 371 19550 18550 318550 11130
u = — u = — = u = — = .
s 421 27391 421 491 ° YT 5 491 421

Die FE-Losung ist folglich

up(z) = ;Uz%(ﬂﬂ) mit u = [uz]4

U

11130 18550 19550 T
~ (0, 26.44, 44.06, 46.44, 50)" .
<0’ 421 7 421 7 421 ’5[)) (0, 26.44, 44.06, 46.44, 50)
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Zum Abschluf} vergleichen wir die analytische Lésung mit der FE-Losung.

analytische Losung FE-Losung
x = 0.3 % % ~ 26.44
x = 0.5 % % ~~ 44.06
x = 0.7 % % ~ 46.44

Tabelle 3.4: Analytische Losung und FE-Lésung der betrachteten Randwertaufgabe

U

50

T
0 0.5 1
Abbildung 3.14: Darstellung der analytischen und der FE-Losung

X

Als zweites Beispiel betrachten wir die Randwertaufgabe

—u"(x) = 6= 6r + 1207 =202 2€(0,2)
w(0) = 1 (3.60)
—u'(2) = —=50.

Die analytische Losung dieser Aufgabe ist u(z) =1 4+ 2z — 32° + 2° — 2* + 2°,
denn es gilt

W(z) = 2 — 6z 4 322 — 42® 4 Bat, dh. —/(2) = =50
u"(z) = —6 4+ 6z — 1222 + 202°.

Als Variationsformulierung erhalten wir (siehe auch Abschnitt 3.2)

Gesucht ist u(z) € V, = {u(z) € H'(0,2) : u(0) =1}, so daB
/u'(:v)v'(x) dr = /(6 — 6z + 1222 — 20:1:3)v(:v) dz + 50v(2) (3.61)

fir alle v(z) € Vo mit Vo = {v(z) € Hl(O,Q) : v(0) = 0} erfillt ist.
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Bei der FE-Diskretisierung der Aufgabe (3.61) wollen wir die im Abschnitt 3.5 defi-
nierten stiickweise quadratischen Ansatzfunktionen nutzen. Wir zerlegen zuerst das
Intervall (0,2) in 3 gleichgrofle Teilintervalle, d.h.

win
W
~—
o=
=
o,
—
=
[\~
=
w
~—
Il
—~
|
W]
~—

1=

[0,2] = le[xi_l,xi] mit  (xo,z1) = (0, %), (x1,22) = (

T €Ty T2 O8]

Po N P2 P3 Pa Ps Pe

globale Knotennummern:

0 1 2 3 4 3 6

lokale Knotennummern:

1 2 3
1 2 3

[
O
w

Abbildung 3.15: Zerlegung des Intervalls (0,2) und die Zuordnung zwischen globaler

und lokaler Knotennumerierung

Die stiickweise quadratischen Ansatzfunktionen ¢;(z), 7 = 0,1, ... 6, definieren wir,
indem wir die auf dem Basiselement O = (0,1) definierten Formfunktionen (siehe
Abschnitt 3.5) auf das jeweilige Element transformieren. Dazu verwenden wir die
Transformationsvorschrift

und die Formfunktionen
Bi(¢) =28 =36+ 1, By6) = —4E 448 By(6) = 26° — ¢

Wir erhalten

1 (é(2)) = Bi(3:(2)) fir 0<z<3
polz) =
0 fiir % <
0 fir = <uwx;_y
&)?(%(35 — Ti-1)) fir 2 <<y
poi(r) = ¢ 7 : i=1,2
(Dl(h-lﬂ (x —x;)) fir z; <z <
0 fir x4 <z
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0 fir z < %
pe(x) = ~
¢3<i<$ — %)) fur % <z <?
0 fir x»<uaz;4
w1(r) = @Q(hi(L —2i1)) fir ;. <z<z; i =1,2.3.
0 fir z;, <z

Auf die im Abschnitt 3.3 beschriebene Weise ergibt sich die Naherungsaufgabe:
Gesucht ist up(z) € Vi, so daB

2 2
/u'h(x)v;z(;c) dz = /(6 — 6z 4 122% — 20x3)vh(x) dz + 50v,(2) (3.62)
0 0

fur alle vy, € Vo, mit

Vo = {un(z) : Z wipi(z) + wo(z)} und  Vop = {wvn(z) @ vp szgpz
gilt.

Analog zum vorangegangenen Beispiel und zu der im Abschnitt 3.4 beschriebenen
Vorgehensweise stellen wir das FE-Gleichungssystem auf. Dazu miissen die Element-
steifigkeitsmatrizen K und die Elementlastvektoren i(z) berechnet werden, d.h.

Z;

/99/22'—2(-77)9922 o /9922 1(2) i /9922 ) pig(w) du
KO =| [ ha@ehia@de [ @@ ds [ Ghi@)ehi @) da

Ti—1 Ti—1 Ti—1

| Gi@en@de [ Ga@eneds [ o)) d

Fiithren wir die Koordinatentransformation = = (z; —x;_1){+ ;-1 = hi{ + ;-1 in allen
Integralen durch, dann erhalten wir unter Beachtung des Zusammenhangs zwischen der
globalen und der lokalen Knotennumerierung (siehe auch die Tabelle 3.6)

KO — [ / (Loalald)) () dalald)) )y, dﬁ]

2t

dx d¢ dx

B =2i—2

1]
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und

Ly

| 1) precalr) dr [ () Ba(€) hide

Ti—1

T

9 = / f(z) paici(z)de | =

Ti—1

f(2(8)) D5(8) hid¢

o .

T

| 1@ oul)de

Ty—1

F(x(8)) Ds(€) hyde

S .

mit f(;c) =6 — 6z + 1222 — 2022. Fiir die 3 finiten Elemente ergeben sich die
folgenden Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren:

finites Element K i(i)
7T —8 1 %
(0,3) Ll -8 16 —8 2384
7
1 -8 7 %
7T —8 1 o
(3:3) ;| -8 16 -8 —
1 -8 7 — b4
7T —8 1 — %
(jlp 2) % —8 16 -8 - 315221156
1 —8 7 _ 115231652

Tabelle 3.5: Elementsteifigkeitsmatrizen und Elementlastvektoren

Unter Anwendung der Informationen aus der Zuordnungstabelle 3.6

Elementnummer globale Knotennummer des Knotens
mit der lokalen Knotennummer
1 2 3
1 0 1 2
2 2 3 4
3 4 D 6

Tabelle 3.6: Zuordnungstabelle zwischen lokaler und globaler Knotennumerierung
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und mit den Elementsteifigkeitsmatrizen sowie Elementlastvektoren aus der Tabelle 3.5
erhalten wir die globale Steifigkeitsmatrix Kj und den globalen Lastvektor f,,

7T -8 1 o 0 0 0 T
-8 16 -8 0 0 0 0 2584
T L S B R ) vars T o8
Kp=g| 0 0 -8 16 -8 0 0 |, f,= — 15 :
0o 0 1 —8 7+7 —8 1 — L4 _ 3502
0 0 0 0 -8 16 —8 — s
o 0o o0 0 1 -8 7T — B

ohne Beriicksichtigung der Randbedingungen. Beachten wir noch die Randbedingun-
gen u(0) =ug =1 und '(2) = 50, dann ergibt sich das FE-Gleichungssystem

16 -8 0 0 0 0 U 281 4
-8 14 -8 1 0 0 Uy s 1
1 0 -8 16 —8 0 0 us — o
2 0o 1 -8 14 -8 1 || w | — gre4
0 0 0 —8 16 —8 us — 316
0 0 0 1 -8 7)) \u — 13382 4 5

Die Losung dieses Gleichungssystems ist

<551 209 401 427 259 )T
U, = i
—h 4057 2437 4057 2437 45

Wir vergleichen die analytische Losung mit der FE-Losung.

analytische Losung u(z) | FE-Losung up(z) | Fehler |u(z) — up(z)]
r =20 1 1 0
1 331 551 2
T == — = =
3 243 405 1215
2 299 299
T == i = 0
3 243 243
401 4
=1 1 — -
! 405 405
4 427 427 0
Y73 243 243
5 1403 259 22
T = - — = il
3 243 45 1215
z =2 17 17 0

Tabelle 3.7: Vergleich der analytischen Lésung mit der FE-N&herungslésung



94 KAPITEL 3. GRUNDPRINZIPIEN DER FINITE-ELEMENTE-METHODE: EIN 1D-BEISPIEL

In diesem Beispiel ist die FE-Losung eine sehr gute Naherung fiir die analytische
Losung. Aus der Tabelle 3.7 ist ersichtlich, daB in den Intervallenden der Elemente
[xi—1,2;] der Fehler u(x) — uz(x) gleich Null ist. Diese Tatsache haben wir bereits in
der Bemerkung 3.10 bewiesen.

Bei beiden vorgestellten Beispielen lag eine sehr gute Approximation der exakten
Losung vor. Dies ist darin begriindet, dafl die analytischen Lésungen eine besonders
einfache Struktur hatten, d.h. daf} sie Polynome niedrigen Grades waren. Einige der
im Abschnitt 3.9 vorgestellten Beispiele zeigen aber, daB es i.a. notwendig ist, die Dis-
kretisierungsschrittweite bzw. den Polynomgrad der Ansatzfunktionen dem Loésungs-
verhalten anzupassen. Das ist auch der typische Fall in praktischen Anwendungen.

3.9 Das Programm FEM1D

Das Programm FEMI1D kann als Lehrprogramm zur Demonstration des algorithmi-
schen Ablaufs der Finite-Elemente-Diskretisierung elliptischer Randwertprobleme in
eindimensionalen Gebieten eingesetzt werden (siehe auch [79]). Dabei besteht insbe-
sondere die Moglichkeit, den Aufbau des Finite-Elemente—Gleichungssystems grafisch
zu verfolgen sowie die Gestalt der Ansatzfunktionen zu veranschaulichen. Fint ver-
schiedene im Programm implementierte Beispiele, deren analytische Losung bekannt
ist, erlauben es, den Einflul der FE-Diskretisierung auf die Approximationsgiite zu
untersuchen. Natirlich kann dieses Programm auch zur Bearbeitung eigener Aufgaben
eingesetzt werden.

Mit dem Programm FEMI1D sind stationdre Warmeleitprobleme in Gebieten, die aus
maximal finf verschiedenen Materialien bestehen, losbar. Diese Probleme werden

durch die folgende Randwertaufgabe beschrieben (siche auch Abschnitt 2.1.1) :

In den Teilgebieten Q;, ¢ = 1,2, ... M, mit jeweils gleichem Material und konstanter
Warmequelle gilt die Differentialgleichung:

—(k(2)u'(2)) + c(z)u'(x) + bz )u(z) = f(z).

Dabei wird vorausgesetzt, dafl die Eingangsdaten k(z), ¢(z), b(z) und f(z) stiickweise
konstant sind, d.h. konstant in jedem der Teilgebiete €Q;.

In den Unstetigkeitspunkten z; der Koeffizientenfunktion k(z) sind die Interfacebedin-
gungen:

u(z—0) = u(z +0)
—k(z; —0)u'(z; = 0) = —k(z;+0)u'(2; +0)
gegeben, und in den Punkten = &, in denen eine Punktquelle bzw. —senke wirkt, gilt
— k(& +0)u (& +0) + k(& =0)u'(§=0) = [; (& #%)

(siche auch die Bemerkung 2.3).

In den Randpunkten x = ¢ und z = b kénnen Randbedingungen
u(a) =g, oder k(a)u'(a)= g, sowie u(b) =g, oder — k(b)u'(b) = ¢

vorgegeben werden.
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I weiteren stellen wir zwei Beispiele vor, die im Programm FEMI1D implementiert
sind.

Beispiel 1
Wir betrachten die folgende Randwertaufgabe:

—u"(z) = 6 fir z € (0,1)
u(z) = 1 fir =0 (3.63)
—u'(z) = 4 fir z=1.

Die exakte Losung dieser Aufgabe ist u(z) =1+ 22 — 32

Bei der ndherungsweisen Losung der Randwertgabe (3.63) wiahlen wir die folgenden
drei Diskretisierungen:

o /. Variante
3 finite Elemente mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen
o 2. Variante

9 finite Elemente mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen

1. Variante 2. Variante

Abbildung 3.16: Vergleich der exakten Losung mit der FE-Loésung

Es zeigt sich, daB mit der zweiten Variante eine wesentlich bessere Approximation
der exakten Losung erreicht wird als mit der ersten Variante.
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o 3. Variante

1 finites Element mit quadratischen Anastzfunktionen

Die dritte Variante liefert eine exakte Approximation der analytischen Losung, da
diese eine quadratische Funktion ist.

Beispiel 2

Das folgende Randwertproblem beschreibt die Temperaturverteilung in einem diinnen
Draht, der mit einer Geschwindigkeit v gezogen wird.

—(ku'(2)) + covu'(z) = 0 fir z € (0,1)
u(z) = 0 fir =0 (3.64)
u(z) = 1 fir z=1

Dabei bezeichnen u(z) die Temperatur, p die Dichte des Drahtes, ¢ die spezifische
Warmekapazitdt und v die Geschwindigkeit.
Die Aufgabe (3.64) ist mit p = cpv/k dquivalent zur Aufgabe

—u'(z) + pu/(z) = 0 fir z €(0,1)
u(z) = 0 fir =0 (3.65)
u(z) = 1 fir z=1
eP” — 1

Die analytische Losung der Aufgabe (3.65) ist u(z) =

e —1°

Wir untersuchen fir verschiedene Werte des Parameters p, welche FE-Diskretisierun-
gen durchgefithrt werden kénnen, um eine gute Naherungslésung zu erhalten.

Wir wéhlen die folgenden Diskretisierungen:

o 1. Variante: p =10, 10 gleichgroBe Elemente mit linearen Ansatzfunktionen

7!
1

ol T Tz
1. Variante

Abbildung 3.17: Analytische und FE-Losung fir p = 10
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Es zeigt sich, dal die exakte Losung bei dieser Diskretisierung gut approximiert wird.

o 2. Variante: p =170, 10 gleichgrofle Elemente mit linearen Ansatzfunktionen

o 3. Variante: p =70, 35 gleichgrofle Elemente mit linearen Ansatzfunktionen

2. Variante 3. Variante

Abbildung 3.18: Analytische und FE-Losung bei verschiedener Feinheit der Diskre-

tisierung

Die Néaherungslosung bei der zweiten Variante weist ein stark oszillierendes Verhalten
auf. Sie spiegelt das richtige Losungsverhalten iberhaupt nicht wider. Die dritte
Variante liefert eine FE-Losung, welche die analytische Lésung nur noch in der Nahe
des rechten Gebietsrandes schlecht approximiert.

o 4. Variante: p =170, 70 gleichgrofle Elemente mit linearen Ansatzfunktionen

Diese Variante liefert eine sehr gute Approximation der exakten Losung. Wie aber be-
reits die dritte Variante gezeigt hat, ist es eigentlich nur notwendig, die Netzschrittweite
in der Umgebung des rechten Gebietsrandes zu verkleinern. Wir zeigen mit der 5. Va-
riante, dafl durch eine lokale Netzverfeinerung eine gute Approximation der Losung
erreicht wird. Der Aufwand zur Generierung des FE-Gleichungssystems und zu seiner
Auflésung ist auf Grund der niedrigen Anzahl von FE-Knoten natiirlich wesentlich
geringer als bei der Diskretisierung mit 70 gleichgrofien Elementen.
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e 5. Variante: p = 70, 10 Elemente mit linearen Ansatzfunktionen, wobei [0,1] =
[0,0.5]U[0.5,0.8] U[0.8,0.85] U[0.85,0.9] U[0.9,0.925] U [0.925,0.95] U[0.95,0.9625] U
[0.9625,0.975] U [0.975,0.9875] U [0.9875, 1]

u u

4. Variante 5. Variante

Abbildung 3.19: FE-Diskretisierungen mit gleichméaBiger und lokaler Netzverfeinerung

Eine weitere Moglichkeit zur Anpassung der FE-Diskretisierung an das Losungsverhal-
ten ist die Erhohung des Polynomgrades der Ansatzfunktionen. Die folgende Diskre-
tisierung zeigt, daBl auf diese Weise ebenfalls eine Ndherungslésung mit einem kleinen
Diskretisierungsfehler erzeugt werden kann.

o 6. Variante: p = 70, Element [0,0.5] mit linearen Ansatzfunktionen, Elemente
[0.5,0.8], [0.8,0.9] und [0.9,0.95] mit quadratischen Ansatzfunktionen sowie das Ele-
ment [0.95, 1] mit kubischen Ansatzfunktionen

6. Variante

Abbildung 3.20: FE-Diskretisierung mit linearen, quadratischen und kubischen Ansatz-
funktionen



Kapitel 4

FEM fiir mehrdimensionale Randwertprobleme
2. Ordnung

4.1 Modellprobleme

Im Abschnitt 2.1.2 haben wir die stationdre 2D-Warmeleitgleichung hergeleitet. Wie
die Beispiele aus den Abschnitten 1.3.2 und 1.3.3 zeigen, kénnen auch elektrische und
magnetische Felder durch eine derartige Gleichung beschrieben werden. Wir geben
nochmals die klassische Formulierung dieser Randwertaufgaben an und formulieren
anschlieBend ein weiteres Beispiel.

o Klassische Formulierung (siche auch Abschnitt 2.1.2)

Gesucht ist u(z) € C*(Q)NC(QUT,UT,) N C’(ﬁ), so daf}
0 0 0 0
_8—m<A](I>8—Z> — a—:vg(/\2<$)a—;:2) = f(z) fir alle = = (21, 29) € Q
u(z) = gi(x) fiir alle z € Ty
(4.1)
0 2 0
8;\!/' = ; )\7;8—;2_ ni = gax) fir alle z € T,
Ou - fiir all T
N +a(z)u(z) = a(z)gs(z) furalle z € T';
gilt mit T=00=T,UT,UTs, I;NT; =0 fir ¢ # 5.

o Beispiel: Warmeleitproblem

Gesucht:  Temperatur u(zy, z2)
Gegeben: [ =0,
_ _ A = 1 W(mK)™! x €Q
)\1(1') = )\2(37) = )\(l') - { )\II - 371 W(m[()_l = QII
g1 = const. =500 K, g, =0 (Isolation),
Jdu \ Ju Ju

:—)\I—:a

IR M
a=56W(m*K)™", g5 =300 K.
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)
0.8 -
(Qrr - Material 2) I
— T,
— Ty
— Iy
(Q; — Material 1)
0 1 2

Abbildung 4.1: Gebiet 2, bestehend aus zwei verschiedenen Materialien

Da in diesem Beispiel die Warmeleitkoeffizienten unstetig sind, kénnen wir die Diffe-
rentialgleichung aus (4.1) nur in den Teilgebieten Q; und Q7 formulieren. Am Rand
I'7, miissen zusédtzlich noch die Interfacebedingungen gestellt werden. Wir erhalten
das folgende Randwertproblem:

Gesucht ist das Temperaturfeld u(z) mit u(z) = u;(z) in Q, u(z) = ury(z) in Q4
fiir das
0 our 8u;> ..
— A =0 fur all = Q
8x1< Iax1> 81'2( T2, tir alle = = (z1,22) € S
0 0’!1[[) 0 < du[[) v
— A A = 0 fir all = ; Q
8$1< n 0z 0z, " 0z, i alle z = (21, 2,) € Qry
u(z) = gi(x) fir alle z € Iy
S—KI =0 fir alle z € Ty
8u1 .
A=t a(z)u(z) = afz)gs(z) firalle z €Ty
a.’l,'g
ur(z) = ur(z) fiir alle z € Ty,
N T I
8;02 8302
gilt mit T=00=T,UT,UTs, I,NT; =0 fiir i # j.
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4.2 Herleitung der Variationsformulierung

o Die Riume Ly(§2) und Hl(ﬂ)

Eine Funktion u(z) = u(x1, z2) ist Element des Raumes Ly(f2), wenn das Integral
[ () de
Q

existiert und endlich ist.

Zur Definition des Raumes H'(Q) bendtigen wir zunéchst den Begriff der verallgemei-
nerten Ableitung. Seien die Funktionen u und w iiber ) integrierbar, und es gelte

/ € )gid /w(x)ap(x)d,x

Q

fur jede stetig differenzierbare Funktion ¢(z), die auf 02 verschwindet. Dann nennen

wir w verallgemeinerte Ableitung von u nach x; und schreiben w = 887“
Der Raum H'(§}) umfaBt alle die Funktionen u(z), die zum Raum Ly(€) gehoren und

deren verallgemeinerten Ableitungen %, 1 = 1,2, existieren sowie ebenfalls Elemente

des Raumes Ly() sind (siehe auch [1, 86])

Bemerkung 4.1 Zum Beispiel gehoren die bei der FEM verwendeten stetigen, stiick-
weise polynomialen Ansatzfunktionen zum Raum H'(Q) (siche Abschnitt 4.3.3).

o Schritte zur Herleitung der Variationsformulierung

1. VVn“ multiplizieren die Differentialgleichung (4.1) mit einer Testfunktion v(z), v €
={v(z) € H* () : v =0 auf T'1}, und integrieren iiber Q, d.h.

[ [ (w0155) + g2 Oetorgey | e = [ st

2. Wir wenden im Hauptteil (bei den 2. Ableitungen) die Formel der partiellen Inte-
gration

ax vd.r— /wagj dor + /wvnlds

an und erhalten

Ju Ov Jdu Ov ou Ju
Q/ [)\1( )8;01 0x, + )\2(36)&—128&02] / [/\1—1)721 + AQa—xgvnQ] ds

= /f(x)v(”c) dx

Unter Beachtung der Definition der Konormalenableltung = folgt

au 81; au 81; au
[)‘1 axl e )\2(30)8—3328—%] dz — J a—N’u ds = !f(;c)v(w) dx
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3. Wir arbeiten die auf I'; und I's vorgegebenen natiirlichen Randbedingungen ein:

Jdu du du ou
Wv ds = —v ds + /—v ds a—Nv ds
19} I s
———— —_————’

= 0 + /ggv ds + /a(gg —u)vds.

Somit gilt

Oou Ov ou Ov
Q/I:)\l( )8$1 aCU] +)\ ( )a.’EQaJJg] dx + / S

:/f(”c) d;v—l—/g2 ds—l—/ z)ds.

4. Wir legen unter Beachtung der wesentlichen Randbedingungen die Menge der
zulassigen Funktionen, d.h. die Menge, in der wir die Losung suchen, fest:

Vo = {ulz) € H'(Q) : u(z) = gi(x) auf T}

Die Schritte 1. bis 4. fithren zur Variationsformulierung der Aufgabe (4.1):

Gesucht ist u(z) € V,,, so daB

a(u,v) = (F,v) fur alle v € Vj (4.2)
mit
Ju Ov Ju Ov
afu,v) = [/\1 6;01 6;01 (e )8;02 8;02] do + / s

(F,v) = /f(x) Jdz + /gg x)ds —I—/ z)ds,
Vi, =Hu(z) € H'(R) @ u(z) = ¢1(x) auf T4 },

Vo ={v(z) € H'(Q) : v(z) =0aufI'1}

erfiillt ist.

Bemerkung 4.2  Die linke Seite in der Gleichung (4.2) ist eine Bilinearform, d.h. es
gilt

a(rug + voug,v) = via(ug,v) + vea(ug,v) fir alle uy, ugy € V,,, fiir alle v € Vj,

und fiir alle vy, v, € R!

a(u,viv1 + vrav9) = va(u,vy) + vaa(u,vy) fir alle u €'V, fir alle vy, vy € Vp,

und fiir alle vy, vy € R!
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Bemerkung 4.3  Die Variationsformulierung (4.2) ist eine Verallgemeinerung der
klassischen Formulierung (4.1). Es werden geringere Glattheitsforderungen an die
Eingangsdaten Ay, A2, «, f, g2 und g3 gestellt, z.B. kénnen dies stiickweise stetige,
beschrankte Funktionen sein. Von der Losung u(z) der Aufgabe (4.2) wird auch
eine geringere Glattheit gefordert. Es miissen die verallgemeinerten Ableitungen %’
i = 1,2, existieren und Elemente des Raumes Ly(Q) sein. Falls die verallgemeinerte
Losung der Aufgabe (4.2) die klassischen Glattheitsforderungen erfillt, d.h. wu(z) €
Vo, N(C2HQ) N CHQUT, UT3) N C(Q)), danm ist sie auch Losung der klassischen

Aufgabe (4.1).

Bemerkung 4.4  Fiir theoretische Untersuchungen betrachtet man oft die Variati-
onsformulierung des Randwertproblems mit homogenisierten Randbedingungen 1. Art.
Dazu setzen wir die Funktion g;(z), die zuniachst nur auf dem Rand T’y definiert ist,
zu einer Funktion §;(z) ins Innere des Gebietes  und auf die Rander I'; sowie I's fort.
Die zur Aufgabe (4.2) dquivalente Aufgabe lautet:

Gesucht ist w(z) € Vg, so daB

a(w,v) = (F,v) fiir alle v € V} (4.3)
mit
8w dv Jw Ov
a(w,v) = Q/ A (z 8.r1 axl + Aoz )ax2 axj dr + / z)ds,

(F.voy = (F,v) — a(g1,v),

Vo ={v(z) € H'(Q) : v(z) =0auf T}
erfiillt ist.
Die Losung u(x) der Aufgabe (4.2) ergibt sich somit aus u(z) = w(z) + §1(x).

Bemerkung 4.5 Die Variationsformulierung (4.2) bzw. (4.3) ist der Ausgangspunkt
fiir die Finite-Elemente-Diskretisierung.

o Aquivalenz der Variationsformulierung zu einem Minimumproblem
Falls die Bilinearform af(.,.) symmetrisch und positiv ist, d.h.

a(w,v) = a(v,w) fiir alle w,v € V; und

a(w,w) > 0 fiir alle w € Vo, w #0

dann ist das Variationsproblem (4.3) dquivalent zum Minimumproblem

Gesucht st w € Vg, so dal

J(w) = irel%l J(v) (4.4)
mit
1 ~
J(v) = 5 a(v,v) — (F,v)

gilt.
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Beweis: (geht auf EULER zuriick)
o Fiir beliebige w und v € V; sowie t € R' gilt offenbar
J(w+t) = La(w+to,w+tv) — (F,w+ to) (4.5)
= la(w,w)+ Ha(w,v) + a(v,w)] + L2a(v,v) — (F,w) — t(F,v)
= J(w) + tla(w,v) — (F,v)] + 1t*a(v,v).

o (4.3) = (4.4)

Sei w € Vj die Losung des Variationsproblems (4.3). Aus (4.5) folgt dann fiir ¢t = 1
wegen der Positivitdt der Bilinearform

J(w—l—v)=J(w)+[a(w,v)—<ﬁ,v>] —I—%a(v,v) > J(w) firalle v € Vg, v #0.
=0 >0

Damit ist w eindeutiger Minimalpunkt von J(.).

o (4.4) = (4.3)
Sei w € Vy Minimalpunkt von J(.). Dann folgt %J(w + tv)| = ( fiir alle fixierten
veVy, v#0,dh. =

a(w,v) = <ﬁ,1)> fir alle v € Vg, v # 0.

Somit ist w € V; auch Lésung der Aufgabe (4.3).

4.3 Galerkin—Ritz—FEM

4.3.1 Galerkin—Verfahren

o Ausgangspunkt: Variationsformulierung (siehe z.B. Abschnitt 4.2)

Gesucht ist w eV, : a(u,v)=(F,v) fiir alle v € V. (4.6)
Menge der zulés- Bilinear-  Linear- Menge der
sigen Funktionen form form Testfunktionen

Die beiden Funktionenmengen V,, und V sind Teilmengen der Menge der Grundfunk-

tionen V.

o [dee des Galerkin—Verfahrens

Wir ersetzen die unendlichdimensionalen Mengen V, V,, und V4 durch endlichdimen-

sionale Mengen Vi, V.1, Vou
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V, = {vh(;v) = Z vip,;(;v)} = span{pi 1 € Eh} cVv

/ N\ AN

frei wahlbare Ansatzfunktionen Indexmenge zur
Koeffizienten (linear unabhéngig) »Durchnumeriereung”
der Ansatzfunktionen

Fir die Menge V1, gelte
Vi = {onle)  oale) = 32 wopile) + 3 vipi(e)
1 € “Yh 1€ wp
mit &, = w; U~,. Dabei ist
Z vipi(z) =0 fur alle z € Ty
7 € Wh
und
Z uwipi(z) = gi(z) baw. Z e pi(z) &~ gi(x) fiir alle z € T4
i EYh i €yp
Der Raum der Testfunktionen Vg, C V5 wird durch
Vor = {on(z) : on(2) = Y vipi(w)}
= Wh
definiert. Die Anzahl der Indizes in der Menge @), bezeichnen wir mit N, und die der
Menge wj, mit Nj.
Ausgehend von der Aufgabe (4.6) erhalten wir die Naherungsaufgabe

Gesucht ist  up € Vo + a(up,vp) = (F,op) fiir alle vy, € Vg (4.7)

up = Z uip; + Z UsiPi s O = Pr € Vor, k € wy,

i€ wp tEp

a(.,.) bilinear, (F,.) linear

Gesucht ist  u, = [u];cn, € RV

Z wia(pi,pr) = (F,pr) — Z e ia(pi, Pr) fiir alle k € wy, , (4.8)

iEwh iE’yh

d.h. gesucht ist  w, = [wilicw, € RV :

Knu, = [, (Galerkin-Gleichungssystem) (4.9)
mit
K, = la(pi, pi)likcwn (Steifigkeitsmatrix)
5, = [(F.,pr) — X wwia(pi,pr)lkew, € RV (Lastvektor)

1 EYh
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4.3.2 Ritz—Verfahren

o Ausgangspunkt: Minimumproblem

Gesucht ist v = w + ¢ €V,, mit J(w) = rreu‘r/l J(U) (4.10)

Im Ritzschen Energiefunktional
1 _
J(v) = 2 a(v,v) — (F,v)

setzen wir voraus, daf a(.,.) bilinear, positiv und symmetrisch ist.

o Ansatlz

Analog zum Abschnitt 4.3.1 werden die Mengen V3, V,,, und Vy, definiert.

o [dee des Ritz—Verfahrens

Gesucht ist up = wip + ¢1n € V. mit  J(wy) = min J(vp) (4.11)

vp € Von

wp = w4 G = Y WP+ Y Ui
i€ wp t € Yp
0. (w3)
8uk

=0 fir alle k£ € wy,

Gesucht ist  wy, = [ui]iew, € R :

Z wia(p;, pr) = (F,pg) — Z sy ;a(piy ) fiir alle k € wy, , (4.12)

1€ wp 1 EYh

d.h. gesucht ist  w, = [wilicw, € RV :

Khuy, = [, (Ritzsches Gleichungssystem)
mit
Ki = [a(pi,pe)likew,
L = UFp) — igh U i@(Pi Pr )|k € wy, € RV

Bemerkung 4.6  Unter der Voraussetzung, daB a(.,.) bilinear, positiv und symme-
trisch ist, gilt

Ritz—System = Galerkin-System =  Ritz—Galerkin-System
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4.3.3 FEM = Ritz—Galerkin—Verfahren mit speziellen Ansatzfunktionen

Die grundlegende Idee, Ansatzfunktionen (Testfunktionen) p; = p;(z) mit lokalem
Trdger (finite Funktionen) im Ritz— bzw. Galerkin—Verfahren zu verwenden, stammt
von R. COURANT (1943, [14]) und wurde Mitte der 50er Jahre von Ingenieuren (z.B.
von TURNER 1956, [81]) neu entdeckt.

Bei der Finite-Elemente-Methode wird das Gebiet 2 in ,kleine®, nichtiiberlappende
Teilgebiete 6 (Dreiecke oder Vierecke) zerlegt. Die Eckpunkte dieser Teilgebiete
bezeichnen wir als Knoten. Als Ansatzfunktionen wahlen wir Funktionen, die nur
iiber sehr wenigen Dreiecken bzw. Vierecken von Null verschieden sind. Eine derartige

Ansatzfunktion ist in der Abbildung 4.2 dargestellt.

pi(z)

z; — Knoten der zur Ansatzfunk-
tion p;(x) ,gehort”

z pi(z;) = &;
'

(— Knotenbasis)

Trager

y
supp(pi ) : n

h — Diskretisierungsparameter

Abbildung 4.2: Darstellung einer Ansatzfunktion mit lokalem Trager

Unter Verwendung derartiger Ansatzfunktionen wird die Ndherungslésung in der Form

up(z) = Z u;ipi(z) € Vj,
i€y,
gesucht. Dabei ist up(z) eine stetige, aber keine stetig differenzierbare Funktion. Bei
einer Knotenbasis gilt

up(zi) = u;

fiir alle Knoten z; € Q.
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o Vortele der Wahl von Ansatzfunktionen mit lokalem Trdger

1. Es wird eine grofle Flexibilitat bei der Erfiilllung der wesentlichen Randbedingungen

erreicht.
2. Auf Grund der Lokalitit der Trager der Ansatzfunktionen (Testfunktionen) gilt
offenbar
a(pi,p;) =0, falls int(supp(p:)) N int(supp(p;)) =0,
wobei int(supp(p;)) das Innere des Tragers der Funktion p; bezeichnet. Folglich
ist die Steifigkeitsmatrix schwach besetzt.

3. Die Integrale in der Definition der Steifigkeitsmatrix und des Lastvektors kénnen

elementweise berechnet werden. Es gilt

QO=0,=J", 696" =9 fir r £+,

und somit

/( )d.r:Z/( )dx:;/( )| s | de.

Q T os(r)

/ \

Element der & = &()

Vernetzung

Basiselement

4 Vi = V. (Vo = Vg, Voo — W) fir B — 0, d.h. die Funktionen aus V

lassen sich fiir feiner werdende Vernetzungen immer besser durch Funktionen aus

Vi approximieren.

Bemerkung 4.7 Approximation krummliniger Rander

(a) Approximation des Randes durch einen Polygonzug, d.h. Vernetzung des Gebietes

mit geradlinig begrenzten Elementen.

Abbildung 4.3: Approximation krummliniger Rander durch einen Polygonzug
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(b) Verwendung krummlinig berandeter Dreieckselemente (siche z.B. [27, 91])

Abbildung 4.4: Approximation krummliniger Rander durch krummlinig berandete Ele-

mente

Bemerkung 4.8 Ansatzfunktionen héherer Ordnung auf Dreieckselementen

Wir werden uns im weiteren nur mit stiickweise linearen Ansatzfunktionen beschéfti-
gen. FEin Beispiel solch einer Funktion ist in der Abbildung 4.2 dargestellt. Haufig
werden bei FE-Diskretisierungen aber auch Ansatzfunktionen héherer Ordnung ge-
nutzt. Die Abbildung 4.5 zeigt als Beispiel eine quadratische Ansatzfunktion. Weitere
Beispiele kann der Leser in [27] und [91] finden

(a) quadratisches Element

2 2
P(@ = Qg+ 42y + 0Ty + a3T7 + 42,74 + a5T5

Abbildung 4.5: Eine quadratische Ansatzfunktion
(b) kubisches Element

_ 2 2 3 2 2 3
P(33> = Gy + 04Ty + Ay + AzT] + Q42T + A525 + AgT] + ATy + gl Ty + ATy

Abbildung 4.6: Ein Dreieckselement mit kubischen Ansatzfunktionen
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Bemerkung 4.9 Andere Elemente, z.B. Viereckselemente

Neben den in den folgenden Abschnitten verwendeten linearen Dreieckselementen kon-
nen eine Vielzahl anderer Elementtypen bei der FE-Diskretisierung von Randwertpro-
blemen eingesetzt werden. Haufig genutzte Elemente sind z.B. das Viereckselement mit
bilinearen Ansatzfunktionen, das 8—~Knoten Element mit Ansatzfunktionen der Gestalt
pz) = apta v, tayrytazr v, fa,aitasritagiv, fanr, (SERENDIPITY-Element)
und isoparametrische Viereckselemente zur Approximation krummliniger Rander (siehe

auch [91]).

bilineares Element SERENDIPITY-Element isoparametrisches
(2. Ordnung) Viereckselement

Abbildung 4.7: Beispiele von Viereckselementen

Bemerkung 4.10 3D-Elemente

Zur FE-Diskretisierung von Randwertproblemen in 3D-Gebieten werden Tetraederele-
mente und Quaderelemente genutzt (siehe z.B. [91]).

T —— —
lineares Element trilineares Element
Tetraeder Quader HK 24
+ .
[ ] 3 »

S Y—— e

//.//

quadratisches Element isoparametrisches Element

Quader HK 60 2. Ordnung

Abbildung 4.8: Beispiele fir 3D-Elemente
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4.4 FEM mit linearen Dreieckselementen

4.4.1 Gebietsdiskretisierung (Triangularisierung)

Wir zerlegen das Gebiet Q, in dem die Losung des betrachteten Randwertproblems
gesucht wird, in finite Elemente §(7), z.B. in ,kleine“ Dreiecke. Als Resultat erhalten
wir eine Triangularisierung 7, = {6 : r € R}, R, = {1,2,...,R,}. Fiir die

Triangularisierung 7} soll gelten:

__ — — — h—0 __
. Q= U &  baw. Q.= U 6 — Q
relky, relfy,

2. Fiaralle r,r' € Ry, r # 1!, sei

0 oder
500N 60" = { eine gemeinsame Dreiecksseite  oder

ein gemeinsamer Eckknoten

Die Art der Zerlegung von € ist u.a. abhéngig von

— der Geometrie des Gebietes (polygonal oder krummlinig berandetes Gebiet, Existenz
tiberstumpfer Ecken im Gebietsrand, ...),

— den Eingangsdaten des Randwertproblems (z.B. unstetige Koeffizienten — Inter-
facelinien, rechte Seite, gemischte Randbedingungen — Punkte, in denen der Typ
der Randbedingungen wechselt, ...),

— der gewiinschten Genauigkeit der Naherungslosung (— Wahl der Feinheit der Ver-
netzung bzw. des Polynomgrades der Ansatzfunktionen)

o Generelle Hinweise fiir die Generierung einer Vernelzung

— unzuléssige Vernetzungen

Abbildung 4.9: Beispiele fiir unzuldssige Vernetzungen
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— Vernetzung bei Wechsel des Typs der Randbedingungen

falsch richtig
RB 2. Art RB 2. Art
RB 1. Art RB 1. Art

Abbildung 4.10: Beachtung des Wechsels des Typs der Randbedingung

— Vernetzung am Interface

falsch richtig

Interface ﬁ Interface @

Abbildung 4.11: Beachtung von Interfacelinien in der Vernetzung

— Netzverfeinerung bei sich stark dnderndem Losungsgradienten (Losungssingularita-
ten in der Umgebung von tiberstumpfen Ecken, Interfaceecken, Punkten mit Wechsel

des Typs der Randbedingungen u.a.)

Netzverfeinerung in Richtung der
Ecke, wobei die Netzverdichtung
vom Offnungswinkel abhéngt (siehe

2.B. [63]).

Abbildung 4.12: Netzverfeinerung in der Umgebung einer iiberstumpfen Ecke
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— Vermeidung zu spitzer und zu stumpfer Dreiecke, insbesondere von Dreiecken der

Gestalt

Abbildung 4.13: Dreieck mit einem sehr stumpfen Innenwinkel

— Generierung einer regulidren Triangularisierung, d.h.

fiir alle r € Ry, und fiir alle Diskreti-
sierungsschrittweiten h existieren Kon-
stanten oy und 6, mit oy > 0 und

6o > 0, so daB

aoh < B, B0, B <

’

0<by < GY), Gy) GL(sT) <m—0

b

Abbildung 4.14: Darstellung eines Dreiecks einer reguldren Vernetzung

Die Vernetzung des Gebietes Q0 wird bei der algorithmischen Realisierung durch die
Festlegung einer globalen und einer lokalen Numerierung einschliefllich deren Verkniip-
fung beschrieben.

global: Numerierung aller Knoten und Elemente
o, =1{1,2,... Ny}, N, die Anzahl der Knoten
R,={1,2,...,Ry}, R, die Anzahl der Elemente

Festlegung der Knotenkoordinaten z; = (1, 22,) ,

i=1,2,..., N,
lokal: Numerierung der Knoten in jedem Dreieck
P
Knotenkoordinaten der Knoten P{"):
20 = (7),20))
Py
ae A=A ={1,23}
P

Abbildung 4.15: Lokale Knotennumerierung eines Dreiecks

Verkniipfung: Festlegung der Zuordnungsvorschrift zwischen lokaler und globaler
Knotennumerierung fiir jedes Dreieck 607, r € Ry

r:oa & i=i(ra), a€ A" i cm,
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34

33

89
90 101 88
102 -
35 o8 0 100 817
94
) 103 - >
93 72 99
36 69 106 98
o1 104 1077 9731
_ 105 08\
92 4296
7 22 21 95 20 19 18 3
| 5| Ve 4
8 T8 ¢ 54
» A o]~ 7304/ 63
3 47
9 77 72 € 62 46 1
" %0 79 .
80 8 ° 71 61 53
21 44
8 45
o 82 70
22 6 5
86 60
25 85 83 e 69 44
84 63 59 N
61 5
26
67 66 58 43
65 -
N . 57 42
56 o \ 39
30 5 -
27 47 54 05
41
31 40
48
" 29 32 47 38
49
16 28 33 36
” - = 18
14 26 35
- 27 34
29 -la "
3 37 i 19 17
30 2 24 E
1 13 11
. 23 p
2 12 10
1 11 12 13

Abbildung 4.16:

Beispiel einer Vernetzung mit Numerierung der Knoten und Elemente
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Alle FE-Programme benétigen deshalb mindestens die folgenden zwei Felder, deren
Autbau wir am Beispiel der in der Abbildung 4.16 dargestellten Vernetzung des Gebie-
tes Q (siehe das Beispiel im Abschnitt 4.1) erlautern.

or: a i, reR,ac A=A, icm,

Flement.- globale Knotennummern der lokalen Knoten | Elementkennzahl
nummer (r) (r) () z.B. Material-

B Py Py bereichsnummer

1 1 37 30 1

1 11 37 1

86 25 66 44 1

87 67 32 5 2

R, = 108 21 70 71 2

Tabelle 4.1: Zuordnungstabelle zwischen lokaler und globaler Knotennumerierung

o i (w122;)
7 1 2 3 e Ny =12
Ty 0.5 1.0 1.0 0.66
To 0.0 0.0 0.6 0.7

Tabelle 4.2: Tabelle der Knotenkoordinaten

Bemerkung 4.11  Weitere Felder zur Charakterisierung von Knoten sind méglich,
z.B. zur Randbeschreibung und zur Randbedingungskodierung.

o Methoden zur Generierung der Netzdalen

1. Erzeugung der Felder fiir die Zuordnung zwischen der lokalen und der globalen
Knotennumerierung (r : « <> i) und der Knotenkoordinaten (¢ : (z1,,22,))
von ,Hand“.

2. Halbautomatische Frzeugung der Daten, d.h. zum Beispiel Zerlegung des Gebietes
2 in Teilgebiete. Fir die Vernetzung der Teilgebiete werden in Programmbiblio-
theken vorhandene Vernetzungen von Standardgebieten genutzt. Die Vernetzungen
der Standardgebiete werden auf die konkreten Teilgebiete abgebildet. Hierbei muf
beachtet werden, dafl die gesamte Vernetzung des Gebietes ) eine zulassige Ver-
netzung ist.
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=
I

~C
=

TI. — Rechteck

TT, - krummliniges

Rechteck, d.h. ¢
¢(Rechteck)

Abbildung 4.17: Abbildung der Vernetzung eines Quadrates auf ein Viereck
TT, — geradliniges

ﬁ ™~
oder krummli-
niges Dreieck ﬁ

Abbildung 4.18: Abbildung der Vernetzung eines Standarddreiecks auf ein beliebiges
Dreieck

3. Einsatz von automatischen Vernetzungsgeneratoren. Als Fingangsdaten werden
i.a. entweder eine Beschreibung des Gebietsrandes 9€) (z.B. [67]) oder eine Zerle-
gung des Gebietes 2 in Teilgebiete 2, mit Q = (J, Q. und die Beschreibung der
Teilgebietsrander 0Q. ([15]) gefordert. Zusétzlich miissen an den Netzgenerator
noch Informationen {iber die gewiinschte Feinheit der Vernetzung, z.B. durch die
Vorgabe einer Knotenverteilung auf 0€., iibergeben werden.

Es werden folgende Schritte ausgefiihrt:

CAD-System — grafische Benutzer- — Netzgenerator — Vernetzung
oberflache

t t }
Gebietsbe- Daten fiir den Netzdatenfile

schreibung Netzgenerator
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Wir beschreiben diese Vorgehensweise am Beispiel der Generierung der Vernetzung
des Gebietes ) aus dem Abschnitt 4.1. Das Gebiet 0 wird in zwei Basisteilgebiete
(BTG) zerlegt. Die Rander der Basisteilgebiete werden durch Basislinien beschrie-
ben. Die Basislinien P, Py, P,Ps, P3Py, PyP:, P; Py, P3Py, PyPyy sowie PP, bilden
den Rand des Teilgebietes 1 und der Rand des Teilgebietes 2 wird in die Basislinien
P, Ps, P;Ps, PsP; sowie P; Py unterteilt. Durch die Vorgabe der mit o gekennzeich-
neten Punkte wird die gewiinschte Feinheit der Diskretisierung auf den Basislinien

festgelegt.

o &
0.8 — 6 o D
BTG 2
74 4 o3
8
9 BTG 1
10
1 2
?—»
€
0 1

Abbildung 4.19: Zerlegung des Gebietes € in Teilgebiete

Ausgehend von der Vorgabe der Verfeinerungspunkte auf den Basislinien wird die
in der Abbildung 4.20 dargestellte FE-Vernetzung automatisch erzeugt.

Abbildung 4.20: Automatisch generierte FE-Vernetzung
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4. Netzgenerierung unter Nutzung von «a prior: bzw. a posteriori Informationen

— -

vor der FE-Rechnung nach einer FE-Rechnung

Analyse der Fingangsdaten Analyse der FE-Losung,
(Existenz tiberstumpfer Ecken am Ge- Schatzung des Fehlers
bietsrand, Spriinge in den Koeffizienten

) : i — Festlegung der Dreiecke, in denen
der Differentialgleichung u.a.)

der Fehler grof} ist und Forderung ei-
— Festlegung einer Netzgraduierung ner weiteren Verfeinerung dieser Drei-

(sieche z.B. [2, 63]) ecke (siehe z.B. [5, 7, 83, 94, 97])

Die Netzverfeinerung erfolgt durch

Dreiecksviertelung
—

Abbildung 4.21: Viertelung eines Dreiecks

Dreieckshalbierung
—

Abbildung 4.22: Halbierung eines Dreiecks

4.4.2 Definition der Ansatz- und Testfunktionen
o Prinzip

Lokale Definition der Basisfunktionen (Ansatz-, Testfunktionen) iiber die Formfunk-
tionen, die ihrerseits durch Abbildung der Formfunktionen des Referenzdreiecks (Ma-
sterelement, Basiselement, Einheitselement) erhalten werden.

o Abbildung

Mittels der Transformationsvorschrift

= J&( ) 5 4oz £y o Tr; — L1y Tk — L1 51 + L1,
= - i =
() Lo — Loy T2k — L2, 52 T2
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wird die Abbildung des Referenzdreiecks auf ein beliebiges Dreieck der Vernetzung
realisiert (vgl. auch die Abbildung 4.23). Es gilt

= 2 meas §) |

|det Sy

wobei meas (") den Flicheninhalt des Elements 6 bezeichnet. Diese Beziehung folgt
aus der folgenden Uberlegung

meas §(7) = / dz = / Idet Ty | dé = |det Jyo| / de = %|det Tstn
A A

s(r)

Die Umkehrabbildung ¢ = J ) (z — x;) wird durch die Gleichung

51 . 1 Tok — T2, —(331,1: - $1,z’) T1 — Ty
£2 detJyoy \ —(22,j —@24) @15 — 1, Ty — Ta,i

beschrieben.

T2

z1

beliebiges Dreieck 6(") € Ty, Referenzdreieck A

Abbildung 4.23: Abbildungen zwischen einem beliebigen Dreieck der Vernetzung und

dem Referenzdreieck

o Definition der Basisfunktionen — Ansatz- und Testfunktionen

Mittels der Zuordnungsvorschrift

definieren wir

pU(z) 2 €6 re B (Formfunktion)

(2) = o 4.13
pile) 0 sonst, d.h. firz € @\ U 60 (+.13)

reB,;

mit B; = {r € R, : z; € 60’} und pg’)(x) = a(&sn(z)), z € 50

Die Funktion ¢, ist die tiber die Verkniipfung zwischen der globalen und der lokalen
Knotennumerierung zugeordenete Formfunktion auf dem Referenzelement.
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Fiir die im Abschnitt 4.4.1 vorgestellte Vernetzung gilt beispielsweise Bsg = {57, 58,
59,66, 68,69}

PSS(JL')

&2

52 @1(5):1—51—52
992(5) =, 903(5) =&

P58($)| =Py ? (z) = p2(&sem (7))

5(59)

Abbildung 4.24: Definition der Ansatzfunktion pss(z)

Mit

pi(z;) = 6; firalle 1,5 € w, — Knotenbasis,

Vi = {ole) - oule) = Y opile)} <V = HY(Q),

Von = {z)h(m) sop(z) = Z 7)2-]72-(.7:)} C Vo,
Vi = {onle) = oale) = 3 oipile) + 3 an (i)}

folgt fiir die Koeflizienten v; in der Darstellung der Funktionen vy, (z)
vp(zi) = v; fiir alle ¢ € w;,.

In dem Beispiel aus dem Abschnitt 4.4.1 haben wir

wp = {1,2, ,72} und wp = wh\’)/h; Y = {8’9710725726727728}
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4.4.3 Aufbau des FE-Gleichungssystems

Wir beschreiben im weiteren den elementweisen Aufbau des Finite—Elemente—Glei-
chungssystems, d.h. des Ritz-Galerkin-Systems (siehe auch Abschnitt 4.3):

Gesucht ist u, € RV, so daB
Kpuy, = f, (4.14)
mit
Kn = [a(pi,pr)]ipewn

ih = [<Fa Pk> - Z u*,ia(piapk>]k6wh

1€V

gilt, wobei die Bilinearform a(.,.) und die Linearform (F,.) wie folgt definiert sind :

dp; Opy Jp; apk]
/ [/\la:vl 0x, + /\Zamg 0xy de + / () ds

a(pi, pr)
(Fpe) = /f z)pi(® d:c+/92 ) px(x ds+/ () ds.

Zuerst generieren wir eine Steifigkeitsmatrix und einen Lastvektor, in denen die Rand-
terme noch nicht beriicksichtigt sind.

Aufbau des FE-Gleichungssystems ohne Beriicksichtigung der Randbedin-
gungen

Beim Autbau des FE-Gleichungssystems ohne Beriicksichtigung der Randbedingungen
werden die Matrix K,

o Al _ Jp; 0pk 8p7; apk]
[Xh - [a(pupk i, k€wp — [/ I:)\l a‘lll a.Ll awz 81-2 dx]

1,k€Wp,

und die rechte Seite LL

i_h—[< apk kEwh— l/f PA Lewh

berechnet. Den Ausgangspunkt unserer weiteren Uberlegungen bilden die Beziehungen
(Rhﬂhayh) = a(up,vy) firalle wup < wy, vy & vy, up, v € Vi, uy, vy, € RV

und

(i_hayh) = (F,v) fiiralle v, < vy, v, € Vi, vy € RN
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o Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen

Es gilt fiir beliebige up, v, € Vi, mit uy, = Z u;pi(z) und v, = Z vrpr():

a(up,vy) = “(ZEZG: Uipi(x)akgw: 'UkPk("L'))
= [P (Z wnt) g Z veneto)
+ )\28—<Zezw u ﬂ(@)%(lcé vgpk( ))] dx

_ dp; Opg dp; apk] N
- Z Z Z Uitk / [ 8&01 8&01 + /\ang 8&02 d.L.

relR, 1€wy k€W, 50

Fiithren wir die Indexmenge EELT) ={j : z; = (z14,72;) € 6"} ein, und beachten wir,

daBl

/ [)\1 Jp; Op \ Jp; Op

Do 90y a—a—] de =0

5(r)
gilt, falls z; & 6() oder z; ¢ 8U"), so folgt

Jdp; 0 Jdp; 0
a(up,vp) Z Z Z UV / [ 851 a[;]i + )\2852 5[;];] dx.

TGHRh ZEw o) kEE(T) §(r)

Mit der Zuordnungsvorschrift r : 7 ¢ a, k < 8, a,f € A" = {1,2,3}, erhalten
wir (siehe auch die Beziehung (4.13))

ap() o Ip) op")
a(un, o) = > S % ug [)\] 2 Pﬁ 1+, e Ps ]d;v
reR, acA”) BEAM) i dx1 Oy Ozy Oz
)
= Z (’UY) ng) ULS’T))[((T) ugr) 7
rek, ul?)

wobei die Elementsteifigkeitsmatrix K ) wie folgt definiert ist

(r)

apl! ap,@ apl! ap,@ ]
Al —— + Ap—= d
l [ ! aTl 8T1 : 87“2 8’1'2 o

3

Ba=1

Die Elemente der Matrizen K(") berechnen wir, indem wir in den auftretenden Inte-
gralen eine Koordinatentransformation durchfiihren, so dafl Integrale iiber dem Refe-

renzelement A = {(&,&) : 0 <& < 1,0 < & < 1, & + & < 1} zu berechnen
sind.
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Wir haben die Transformationsvorschrift g = x4 (¢) :

T . T1; — P10 Tk — T14 51 L1, - J 51 L1,
= + = Jsn + .
T2 Toj; — T2, T2k — T2 52 Lo 52 Lo

wobel P;(x14,%2), Pi(x1,;,%2,;), Pe(x1k, v2k) die Eckknoten des Dreiecks §0) sind,
und die Zuordnung ¢ <> 1, 3 < 2, k < 3 zwischen der globalen und der lokalen
Knotennumerierung besteht. Fir die Abbildung &) = &5 (2) gilt

51 -1 T1 — T14 1 L2k — X2, —($1,k - éCl,z‘) L1 — T4
J&(r) =
P Ty — T detJsy \ —(22,; — 2,0) T15 — Ty Ty — T

06 06
| 96 06 |\ w2 )
dzy Oy

Die partiellen Ableitungen werden nach der Vorschrift

0 0 0& 0 0& 0 0 0& 0 0&
= und = +

dr1 060 | 06 0m dr, 0601y | 0& Oxy
berechnet, d.h.

- - : -( - -)i—( - .)i
Oxq B detJS(r) I T2,k — T2 851 Toj — T2, 852

A S A
0x, N det.](s(r)_ Tk — L1g d&, T1,5 — L1y 6, .

Somit erhalten wir unter Beachtung der Beziehung (4.13)

(r) gplr) (r) gplr)

! 8%1 8301 2 (9302 (9302

I((T) —

o

dz
5(r)

_ Op (2 (6)) 06 0P (250 (£)) 0E2
- A/ [Al(x‘“”(g»( o6 am T o6 a_l)

(apw(% ©) 051, 09 @5 (€)) 06, )
& dz, &2 07y

| OpD (25 (€)) 06 0P (250 (€)) DE2
+ A2<x5(r)(s>>(a—glafm+a—é@).

o0 (50 (€)) 061 | 095 (@50 (€) 06,
<8—£18_m2 n 8—528—$Q>] |det Sy | d€
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851 duq 852 Jdrq

851 duq 852 0y

_ / [M(%(r)(f)) (89%(5) 4S! n d¢a() 852) (3995(5) 43! n des(E) 852)
A

0pa(€) 06 | 09a(§) 062\ (09p(E) 0& | Dpp(E) D€\, 10
#tewn O (TG g+ "ty e ) (o s+ o )| et

Bei linearen Formfunktionen gilt

_ O _ ;94
5‘91(5)_1_51_52 ) afl =-1, 852 =-1,
_ Oz _ Ips _
5‘92(5)_51 ) a—fl_l ’ 852 =0,
_ Ops _ Ips _
503(5)_52 9 8—51_0 9 852 _17
so dafl
(0 - 71 x —(Tor — T9y Ty — 29;))°
K = e / (2500 ()~ (w2 = 720) + (2 = 2,))" +
(s () (w16 — 1) = (21,5 — 21,1))"] dE
1 2 2
= el ((xz,j — 724) A/ M (250 () dE + (21 — 21,7) A/ AQ(xS(T)(g))dQ
,@«)_71 x Top — 94)’ x (21 — 214))?
K = gy [P0 ©)as = 0+ Mo O) o —s10)
1 2 2
= |det Ty | <($2k — 22,) A/M(%(r)(f)) dé + (21 — 21,) A/)\Z($§(r)(§>) df)
(1) _ 1 (e )2 . o — )2
KE = ey [Pt ) (oss =)+ M@)o =o'
1 2 2
= m<($2,i — $2,j) A//\l(:vS(r)(f)) d¢ + (xl,j — xl’i) A/)\Q(xé(r)(f)) df)
) = 1 —x9i)(—(29p — T2, Ty — To,
K = / (500 (€)= w2) (= (2 = w2:) + (2 = w2)) +

Ao () (= (@1p — 200) (216 — 210) — (21,5 — 21,5)))] d€
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1
= m <(~T2,k — x9,) (2 — $2,k>A/)\1($5(r)(f)) d¢ +
(1= 1) (ne = 1,) [ s (€)) d)
A
’(T)—il T —(zg9,; — 29 i) (—(2op — T9, Ty i — Lo,
Kig = et A/[/\l( s (O (= (72,5 — w2,i) (= (T2 — @2.0) + (2,5 — T2,4))) +
Ao (s (E)) (w15 — 213) (216 — 21,3) — (21,5 — 21,3))] dE
1
= Taegg] s = e lens =) [ (oo ) de+
(015 = ) (wra = 215) [ dalan(€)) d€)
A
(= ! T —(x9: — 29 29 — X9,
K = e / g (€)) (= (2 = 2:) (ra = 2,)) +
Ao (s (§)) (1,5 — 21,3) (= (21,6 — 1,0))] dE
1
= m((%i — T2,) (@20 — T2,i) / A5 (§)) d€ +

A
(r1 = 1) = ) [ Aol (€)) )
A
Es miissen noch die Integrale [ A d¢ und [ Ay dé berechnet werden. Falls Ay und
A A

Ay konstant sind, ist dies trivial. Es gilt dann [ A d¢ = %/\1 und [ Ay d¢ = %)\2.
A A

Anderenfalls benutzen wir die Mittelpunktsformel

d.h.

und
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Mit &k = %)\1 bzw. k = %)\1(1'5“)(55)) und &y = %)\2 bzw. ky = %)\g(xg(r)(ﬁs)) hat die
Elementsteifigkeitsmatrix die Gestalt

1

[((7’) - .
|detJsen |

ki(ze; —xop)®  ku(wop — 224) (w2 — wak)  Fkrl(wes — o) (w2, — Tak)

Fha(z1 gk —215)% Hho(zri— 2 p)(Tre —215)  Fha(zrj— 213) (218 — 215)

k1(772,k - 7/'2,2')2 kl(mz,z’ - »”Uz,j)(mz,k - Iz,z’)
+ho(z1,; — ml,k)Q tho(z1; — 21,;) (21, — 21.8) ’
symmetrisch

ky(22, — 22,7)°

Hha (21, — 21,)"

wobei vorausgesetzt wurde, dafl zwischen der globalen und der lokalen Knotennume-
rierung die Zuordnung ¢ <+ 1, 5 < 2, k < 3 gilt.

Bemerkung 4.12  Zur Berechnung der Matrixelemente der Elementsteifigkeitsma-
trix haben wir nur die Abbildungsvorschrift = = Jy»€& + 2; und die Ableitungen der
iiber dem Referenzelement definierten Formfunktionen genutzt. Fine explizite Dar-
stellung der Formfunktionen iiber dem Element 6(") wurde nicht benétigt. Dies gilt
allgemein, d.h. auch bei der Verwendung von Ansatzfunktionen héherer Ordnung.

o Berechnung der Elementlastvektoren

Die Elementlastvektoren f ) werden auf analoge Weise wie die Elementsteifigkeitsma-
trixen K () berechnet, d.h.

(i_h,ﬂh,> = F ) /f z)vp(z)de = /f vkpk(x)dx

kEwh
= Z Z Uk/f(T>pk(T>dT
ref k€D i
Fiihren wir wiederum die Indexmenge E&LT) ={k : zp = (z14,724) € 5(’")} ein, und

beachten wir, daB py(z) =0, falls z; ¢ §0), dann erhalten wir

ls(r) =

L) = X % o [ f@pele)da

reR, kew) s

Mit der Zuordnungsvorschrift r : k& < 3 folgt

=3 X o [ sy de = 3 o o o0,

rel, pealr) 5(r) rely,

wobei der Elementlastvektor f(r) durch

[ [ 1@ @) da]_

é(ﬂ
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definiert ist. Diese Integrale werden wieder auf Integrale iiber dem Referenzelement

zuriickgefithrt. Es gilt

[ 1@p @) de = [ flasn € (s () ldet

8(r) A

dg

= [ s (©)es(©)ldet i

A

d¢ .
7Zur Berechnung der Integrale kann beispielsweise die Mittelpunktsformel eingesetzt

o =(30)

Bemerkung 4.13 Die Mittelpunktsformel integriert Polynome ersten Grades, d.h.
Polynome der Gestalt ¢(§) = ag + a1é1 + a2€y , exakt.

werden, d.h.

S (&) 0p(€s)|det S5y

DN | —

[ Fso(©)oal©)ldet Iy | de =
A

o Assemblierung der Elementsteifigkeitsmatrizen und der Elementlastvekioren

Zur Assemblierung der Elementsteifigkeitsmatrizen bzw. der Elementlastvektoren be-
notigen wir die Zuordnungsvorschrift r : ¢ ¢ «, d.h. die Tabelle fir die Zuordnung
zwischen der lokalen und der globalen Knotennumerierung. Wir schreiben diese fiir
unser Beispiel aus dem Abschnitt 4.4.1 auf.

Element.- globale Knotennummern der lokalen Knoten | Elementkennzahl
nummer (r) (r) (r) 7.B. Material-

7 by By bereichsnummer
1 1 37 30 1
1 11 37 1
10 2 40 13 1
11 2 14 40 1
100 72 67 33 2
101 72 33 34 2
102 72 34 68 2
103 72 68 69 2
104 72 69 22 2
105 72 22 21 2
106 72 21 67 2

Tabelle 4.3: Zuordnungstabelle
Es seien die Elementsteifigkeitsmatrizen K(), » = 1,2, ..., Ry, berechnet. Wir setzen

zunéchst die Gesamtsteifigkeitsmatrix K}, identisch Null und bauen dann nacheinander
die Matrizen K() ein. Nach dem Einbau von K erhalten wir
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2 29 30 31 - 36 37 38 72
(KD 0 o0 KB 0 o0 KD 0 o0
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
99 0 0 -~ 0 0 0 0 0 0 0
30 | KO o o0 KB 0o o0 K 0 -v0
31 0 0 -0 0 0 0 0 0 0
36 0 0 -~ 0 0 0 0 0 0 0
37 | K o oo 0 K o 0o K& 0 -0
38 0 0 -~ 0 0 0 0 0 0 0
72 0 0 --0 0 0 -«-0 0 0 -0

Addieren wir die Matrix K®), so folgt

1 2 ... 10 11 12 ... 29 30 31 ... 36 37 38 . T2
(KD + k@ o 0 K% 0 .. 0 K 0 0 KVD+x® 0 ... 0
2 0 0O --0 0 0 --0 0 0 0 0 0 -+ 0
|l 5P 0 0 K 0 -0 0 0 o K@ 0 0
12 0 0 --0 0 0 -0 0 0 -0 0 0 -+ 0
29 0 0 -0 0 0«0 0 0 -0 0 0 -+ 0
0] k(Y 0 --0 0 0 --0KY o0 .0 KD 0 - 0
31 0 0 -+ 0 0 0 -+ 0 0 0 -+ 0 0 0o -+ 0
36 0 0 -0 0 0 -0 0 0 -0 0 0 -+ 0
ST KW+k® 0 ..o KP 0o v 0 K 0 o0 KD+KP 0 00
38 0 0 --- 0 0 0 --- 0 0 0 --- 0 0 0 --- 0

72 0 0 --- 0 0 0o --- 0 0 0 --- 0 0 0o --- 0
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Werden auf analoge Weise alle weiteren Elementsteifigkeitsmatrizen eingebaut, dann
entsteht die globale Steifigkeitsmatrix K ohne Beriicksichtigung der Randbedingun-

gen.
Fiir die Assemblierung der rechten Seite LL nutzen wir den gleichen Algorithmus,

d.h. zunachst setzen wir i_h identisch Null. Nach dem Einbau von i(l) erhalten wir
(1) (1) (1) T

S (SR | G A S ) R (N 5 S | NP | )

1 2 ---29 30 31 --- 36 37 38 --- 72

und nach der Addition von i@)
P ) (2) (1) (1) | (2) T
L=(r42 00 P 00 /0 00 i 0 0)

1 2 ... 10 11 12 --- 29 30 31 --- 36 37 38 ... T2

Die Fortsetzung dieses Assemblierungsprozesses fir alle r = 3,4, ..., Ry , liefert den
globalen Lastvektor f,. Fiir das Element fr; gilt z.B.

];72 _ fl(loo) +fl(lm) +f1(102) +fl(103) +f1(]04)+f1(]05) +f1(]06)-

Bemerkung 4.14  Zur Darstellung der Matrix K, und der rechten Seite LL kénnen
auch die Connectivity-Matrizen C'") genutzt werden. Dabei ist C{") wie folgt definiert

1 i globale Knotennummer eines Eckknotens des Dreiecks 6(7)
CZ.(;) — und j die zugehorige lokale Knotennummer
0 sonst ,

i=1,2, ..., Ny, 5 =1,2,3. Damit gilt

Kn= Y CORO(CNT und LL =Y C(T)i(r)_
re, rel,

Die Matrix C'(") hat beispielsweise die Gestalt

10 000 --000 -0
(CcthT =f 0 0 000 --0120 -0
00 010 --000 -0

12 .- 29 30 31 --- 36 37 38 .- T2
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Einarbeitung der Randbedingungen
Bisher wurden beim Autbau des FE-Gleichungssystems die Terme

/_qz(.r)vh(.r) ds | / a(z)gs(z)op(z)ds  und / r)up(z)vp(z) ds,

Ty
die aus den Randbedingungen 2. und 3. Art resultieren, sowie die Randbedingungen
1. Art nicht beriicksichtigt.

Im weiteren arbeiten wir diese Randbedingungen in das FE-Gleichungssystem ein.
o Bericksichltigung der Randbedingungen 2. und 3. Art im FFE-Gleichungssystem

Wir setzen voraus, dafl das vernetzte Gebiet Q polygonal berandet ist. Auf Grund der
Forderungen an die Vernetzung des Gebietes (siehe Abschnitt 4.4.1) gilt

L= J T¥  wd To= |J TF,

€2 eEﬁf) €3 EES)

wobei F(EQ) bzw. F(e3) Dreiecksseiten sind, die auf I'; bzw. I's liegen. Analog wie bei
den Dreiecken numerleren wir alle Drelecksselten dle auf I'y bzw. T's hegen so daf}
wir die Indexmengen E ={1,2,...,N } und E ={1,2,.. 7\7 } erhalten.
AuBerdem definieren wir eine Zumdnungsvomchrlft e 1 & a, o E Al = {1,2},
zwischen der globalen und der lokalen Knotennumerierung, d.h. in unserem Beispiel

Nummer der Dreiecksseite, | globale Knotennummern der lokalen Knoten
die auf I'; liegt p1(63) pQ(EB)

1 1 11

2 11 12

3 12 13

4 13 2

Tabelle 4.4: Zuordnungstabelle fiir die Randseiten auf T's
Die Integrale tiber I'y bzw. I'; werden wie folgt berechnet:

/a(m)uh(:v)vh(x)ds = Z /a(m)uh(:v)vh(:v)ds

s e3 EES) Fgﬂs)

= Z EZuvk/ pr(z)ds .

EJEEEL ) i€w, k€W, r(€3)

Fihren wir die Indexmenge wh ={j : = (z1,,T2,;) € F } ein, und beachten

wir, da p;(z) = 0 fir z; ¢ Tg ) gllt dann folgt
r,”?
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/a(z:)uh(x)vh(.r)ds: Z Z Z U Uk / ax)pi(x)pr(x) ds

I e B i) kel F(e)

und mit der Zuordnungsvorschrift e : 7 <> a, e 1 k <

/a(;v)uh(:zz)vh(:v)ds = Z Z Z ugfs)vgeg) / a(;v)pg%)(x)p(;g)(:p)ds

- o EH ae A e (e

(e3)
e3 ea)y 1.7 (e3 U
=X e ()

eseES) U3
mit
2
K = /a(I)PSS)(m)P(EB)(J:)dS] :
B,a=1

r\geﬁ)

Die Elemente der Matrizen K (%) berechnen wir, indem wir in den Kurvenintegralen eine
Koordinatentransformation durchfiihren. Dazu bilden wir die jeweilige Dreiecksseite

Fge3) auf das Intervall [0, 1] ab. Es gilt

_ . Ty _ Tk — L1y T4
cener (3)= (Ve ().

T2 5
xges) = Tk ’

& =&(2)

(e3)
Iy -~
z = 2(6)
'Tlea) =T;
" 0 g
a=1 oa=2
beliebige Dreiecksseite Fff’“‘) Referenzintervall [0, 1]

Abbildung 4.25: Abbildung einer Dreicksseite auf das Intervall [0, 1]
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Somit erhalten wir

[ alw)ple (@) (2) ds
Fgei’))

- / @) (e oo () (28

= [ aa(&)pal&) sy (o1 — 1107 + (o — w20) des

Fiir stiickweise lineare Ansatzfunktionen gilt
pi(é)=1-& und p2(é1) =&

Die Integrale

/oz(:v)g3(:1:)vh(:v) ds und /gg(:v)vh(:v) ds

s
werden auf vollig analoge Weise berechnet, d.h.

[a@m@o@)ds = ¥ Y w [ a@gs(@)ple)ds

T3 e3 EEE}‘B) keng‘%) rgeg)

= XX oY [ gl @) ds

es€BY peales) r(s)

= Z (vges) vges))i(eﬁ)

e3 EEEf)
mit

1 = | [ atwiton o

Fgef%)

und nach einer gleichartigen Herleitung
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Die Matrizen K(*) sowie die Vektoren i(eS) und i(@), ez = 1,2, ... ,N}(L?’) , €y =
1,2, ... ,N}(LQ) , werden genauso wie die Elementsteifigkeitsmatrizen K() und die Ele-
mentlastvektoren f (") assembliert.

Abschlielend sind noch die Randbedingungen 1. Art in das FE-Gleichungssystem ein-
zuarbeiten.

o Bericksichligung der Randbedingungen 1. Art im FFE-Gleichungssystem

1. Variante : Homogenisieren im Diskreten

Wir setzen u; = ¢g1(x;) fir alle j € v, =, \ wp , d.h. fiir alle Indizes j, die zu Knoten
auf dem Rand T'; gehoren, und korrigieren die rechte Seite durch

fz’ = fz — Z ](z'juj fir alle 1 € wy, ,
J€R

wobei K;; die Matrixelemente der globalen Steifigkeitsmatrix K3 nach Einbau der Ele-
mentsteifigkeitsmatrizen K und der Matrizen K sowie f; die Komponenten des
globalen Lastvektors nach Einbau der Elementlastvektoren f ) und der Vektoren S (c2)

bzw. i(%) sind. Anschlieend streichen wir die Spalten j, j € 44, und die Zeilen ¢,
© € Y, aus der Steifigkeitsmatrix sowie die Zeilen ¢, ¢ € 43, aus dem Lastvektor.

2. Variante:

Wir gehen analog wie in der Variante 1 vor, nur anstelle des Streichens der Spalten j
und der Zeilen ¢ mit ¢, j € 7, setzen wir

P | fir 1=y . o '
Kij = 6;; = { 0 fiir i j sowie fi=g1(x))

fir alle 2, j € 4.
3. Variante: Straftechnik (siehe auch [44])

Fiir alle ¢ € 4, setzen wir

K; = K; + K , K =10 max |K;;| - Ni, p hinreichend grof
7=1,2,...,Np,

fi=Ffi+ Kéh(%’) :

Zusammenfassung zum Aufbau des FE-Gleichungssystems
1. Triangularisierung des Gebietes €2, d.h.

ﬁ = ﬁh = U S(T) bzw. ﬁ ~ ﬁh = U S(T)
rER, rER,
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2. Fir aller € Ry,

— Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrizen

3

Aplr) ap(v") Aplr) ap(v")
K = [/\ p) o N () e ]d'-
' l/ () Oz, Oxq + da() Oxy Oz, .

5(r) Bra=1

sowie der Elementlastvektoren

— Einbau der Matrizen K und der Vektoren i(r) in die globale Steifigkeitsma-
trix bzw. den globalen Lastvektor

3. Fiir alle e € E,EIBS) (Beachtung der Randbedingungen 3. Art)

— Berechnung der Matrizen K (%)

2
K = | [ a0 o)

]_‘(363) Ba=1

sowie der Vektoren

ea) £A=1
Fg 3)

— Einbau der Matrizen K(°2) und der Vektoren i(GS) in die globale Steifigkeits-

matrix und den globalen Lastvektor
4. Fiir alle e, € E,Se2) (Beachtung der Randbedingungen 2. Art)

— Berechnung der Vektoren

[ = [ / 92($>P(ﬁez)(fv)ds]

B ric2) p=1
— Einbau der Vektoren [ (°2) in den globalen Lastvektor

5. Beriicksichtigung der Randbedingungen 1. Art im FE-Gleichungssystem

Bemerkung 4.15 Die Integrale in den Schritten 2, 3 und 4 werden auf Integrale
iiber dem Referenzdreieck bzw. dem Referenzintervall zuriickgefithrt.
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4.4.4 Ein Konvergenzresultat

Fir jede Diskretisierungsschrittweite h sei eine zuldssige Triangularisierung des Ge-

bietes ) gegeben. Wir setzen voraus, dafl das Gebiet @ polygonal berandet ist, so
daB

Q= &

gilt. Fiir alle Dreiecke 6(") seien die Bedingungen:

es existiert ein ag =const. >0 : aph < hﬁ’"), hgﬂ), hy) <h und
es existiert ein Ogp=const. >0 : 6y < QET), 99), 9&7’) <7 —#
erfullt, wobei hET) die Léngen der Dreiecksseiten und HZ(T), 1 = 1,2,3, die Dreiecksin-

nenwinkel sind (siche auch Abschnitt 4.4.1, Abbildung 4.14).
Weiterhin sei die Bilinearform Vy—beschrankt und Vg-elliptisch, d.h.

es existiert ein po = const. >0 |a(u,v)| < pallullr 2.0]v| 20 und ( )
4.15

es existiert ein pn = const. >0 1 a(v,0) > m|vl7 g
fir alle u, v € Vj.
Fiir die Linearform (F,.) gelte

[(Fyo)| < e(f. 92, 95) 0] 20 -

Falls die Losung u des Variationsproblems zum Raum H?*(2) NV, gehort, d.h. falls u
sowie alle ersten und zweiten verallgemeinerten partiellen Ableitungen von u Elemente
des Raumes Ly(Q) sind, dann gelten die Konvergenzaussagen

lw = w20 chllull2.0

<
| —unlloze < ch?|lull22,0

mit

lolon = [w?de
Q

Hw“iz,g = HwHS’Q’Q +/ [(aa_:i)? 4 (S—Z)Q} 0
Q
2 2 ) ,
ol = ottt [ 1(55)"+ (o) + (o) + (5)
Q

(siche z.B. auch [13, 27, 30]).
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4.4.5 Ein Beispiel

Wir betrachten folgendes Randwertproblem:
Gesucht ist das Temperaturfeld u(z) € C*(Q)NCH(QUT,) N C(Q), so dab

—Au
u(zy, z2)
u(zs, )

du

on
Ju

on
gilt.

=0
= I

= 0

xEQ:(O,l)X(O,1>
-TEFH:{CEE@Q:

:EEFgl:{xE(?Q

—
-
=
—

[3v]
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$1:1,0<$2§1}

10§$1§17$2:0}

(4.16)

$1:0,0<$2<1}

c0<z<1,29=1}

Abbildung 4.26: Darstellung des Gebietes (2

Die exakte Losung dieser Aufgabe ist w(xy,22) = x122 , denn

Gu _

8401 = T2,
ou _

8.—x2 =T,
Ou _ Ou
an N 8$1n1
Ju Jdu

an O

n

92
ru_ o
Ox?

2
Ou_y,
0x3

ou  Ou
8$2n2 N _8x1 -
Jdu Jdu
— Ny =— =2
a.fg ’ 8:02 !

auf T'yq ,

auf FQQ .
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Den Ausgangspunkt fiir die Finite-Elemente-Diskretisierung bildet die Variationsfor-
mulierung der Aufgabe (4.16). Um diese zu erhalten, multiplizieren wir die Differen-
tialgleichung aus der Aufgabe (4.16) mit einer Testfunktion v(z) € Vi, Vo = {v(z) €
H'(Q) : v(z) =0 auf I';; UTy2} und integrieren iiber §, so daff wir

—/Au(;v) v(z)dr = /Ov(;v) dx

erhalten. Nach der partiellen Integration ergibt sich

]d:z:— %vdSZO.
a0

/[8u Jv N Ju Ov
8&01 a.fl a.’EQ 8:02

Q
Beachten wir die vorgegebenen Randbedingungen, so folgt

/[au Ov Ou av]dw — a—uvds — %vds — /—$2Ud5 —/xlvdszo.
F?l

0xq 011 + 029 029 on on

Q 11 12 22

Die Variationsformulierung der Aufgabe (4.16) lautet somit:

Gesucht ist u(z) € V,, = {u(z) € H'(Q) : u(z) = z; fiir alle z € '3 und u(z) =0
fir alle x € T3}, so daB

Ju dv ou Ov
/ [8:81 0, + Oz, a:,j?] de = — / zov ds + / r1v ds (4.17)

Q "1 Faa

fiir alle v(z) € Vo = {v(z) € H'(Q) : v(z) =0 fiir alle 2z € T';; UT,} gilt.

Im weiteren fithren wir die FE-Diskretisierung durch. Dazu vernetzen wir zuerst das

Gebiet 0.

3 6 9
1 3,11 3
2 2
4 8
3 7
% 51124 1
21 1 518
2 2
2 6
1 5
2 2
3 1,73 1
1 4 7

Abbildung 4.27: Vernetzung des Gebietes ()
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Als Ansatzfunktionen wéhlen wir die im Abschnitt 4.4.2 eingefiihrten, stiickweise Ii
nearen Funktionen.

Zunéchst generieren wir das FE-Gleichungssystem ohne Beriicksichtigung der Rand-
bedingungen. Dazu stellen wir die Zuordnungstabelle zwischen der globalen und der
lokalen Knotennumerierung auf.

Element- globale Knotennummern der lokalen Knoten
numimer p](T) pZ(’") PSST)

1 4 5 1

2 2 1 5

3 5 6 2

4 3 2 6

5 7 8 4

6 5 4 8

7 8 9 5

8 6 5 9

Tabelle 4.5: Zuordnungstabelle

Die allgemeine Gestalt der Elementsteifigkeitsmatrizen im Fall stiickweise linearer An-
satzfunktionen haben wir bereits im Abschnitt 4.4.3 hergeleitet. In unserem Beispiel
gilt Ay = A, = 1. Die Elementsteifigkeitsmatrizen K, r = 1,2, ... ,8, sind somit
die Matrizen

KO L Mo et 0r(h (900
D400 00l (o

I

|
P
[
— = D

|
O = =

|
==
\_/

fur r =2,4,6,8.
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Damit erhalten wir die globale Steifigkeitsmatrix Kj,

—lo

o

—lo

lallal

—lo

lallal

lalla)]

—l N

—| N

lalla)

—l N

Lalla]

o

o

d.h.

o o O O O N O AN o
1 1
o o o O — O =l N =N
_ 1 1
o O o =l O o — N O
1 1
SO O~ AN O O =N
1 _ 1
o — O = < — O — O
_ _ _ _
—la O O N = O R O O
1 _ 1
S AN — o O - O O O
1 1
N AN A O —~ O O O O
1 1 _
— N O =N O O O O O
1 1
Il
rh
n
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Der globale Lastvektor f ist identisch Null, da die rechte Seite der Differentialgleichung

identisch Null ist. Tm folgenden werden dle Anteile aus den Randbedingungen 2. Art
berechnet, d.h.

—/xwh ds und /xlvhds.

Faa

Der Rand I'y; wird durch die zwei Dreiecksseiten Fgl) = P, P, und ng) = P,P; sowie
der Rand I'yy durch die Dreiecksseiten F§3) = PsP; und Fgl) = Py P gebildet. Fiir die
Randseiten haben wir die folgende Zuordnung zwischen der lokalen und der globalen
Knotennumerierung.

Nummer der Dreiecksseite, globale Knotennummern der lokalen Knoten
die auf I'y liegt Pl(e2) P2(52)

1 1 2

2 2 3

3 6 3

4 9 6

Tabelle 4.6: Zuordnungstabelle fir die Randseiten auf dem Rand T’y

7Zu berechnen sind somit die Vektoren

f(]) = [/_552[’51)(1') ds /_l'QPgl)(l') dS]T

() ()

T
@ _ [/—J:ng)(x)ds /—%Pg?)(l‘)dsl

[~
|

1" = [ [ eeyas | :clpé‘*)(:odsr

() ()

Bei der Berechnung dieser Integrale fithren wir eine Abbildung auf das Intervall [0,1]
durch. Es gilt mit der Abbildungsvorschrift

_ ) T}y _f Tk T 1,
x—x(gl)' (xl)_<$2,k—$2,i)€1+(x27i>
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/—462]751)(.1‘) ds = /1{[—($2,k - $2,¢')§1 - $2,z‘](1 - fl) %} dé:

i

[ a0-a)sha = —5

Il
O _

{[_($2,k - 152,77)51 - 1U2,77] & %} dé,

O\»—A

[ -

und somit
1 T
M- = -
u [ 24 121
Auf analoge Weise erhalten wir
1 517 1 11" 3 17T
@_[_1 _ 2 @_[1 1 d (4):[_ _] _
! [ 6 24] £ 2 24] md LT = 151 6
Damit ergibt sich der Lastvektor
[1 11 5+1001+1005T_
24 12 6 24 24 12 6 24
[ 1 1 1 0 0 1 0 0 517
24 4 6 4 24 ]

Die Randbedingungen 1. Art arbeiten wir geméB der ersten Variante (siehe auch Ab-
schnitt 4.4.3) in das FE-Gleichungssystem ein. So erhalten wir schlieilich das Glei-
chungssystem

NI= DD
1

I
[ [

—_
= O — N
>~
—_
-~
g
ut
= O
+ &

o
1
o= N

+
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In der folgenden Tabelle vergleichen wir die analytische Losung der Aufgabe (4.16) mit
der ermittelten FE-Losung.

analytische Losung | FE-Losung
U7 0 0
U3 0 é
Uy 0 0
us i s
us 2 o
Uy 0 0.0
usg 2 2
Ug 1 1

Tabelle 4.7: Vergleich der FE-Lésung mit der analytischen Losung

Der Vergleich zeigt, dafl mit der verwendeten, sehr groben Vernetzung noch keine gute
Approximation der analytischen Losung erreicht wurde. Insbesondere ist der Fehler in
der Komponente uz noch sehr groff. Eine weitere Verfeinerung der Vernetzung, d.h.
eine Halbierung aller Dreiecksseiten, liefert im Knoten Ps bereits den Néherungswert

0.0407.

4.4.6 Das Programm FEM2D

Mittels des Programms FEM2D kénnen Randwertprobleme 2. Ordnung in ebenen
und axialsymmetrischen Gebieten gelost werden. Es ist moglich, dieses Programm als
Demonstrationsprogramm zur Veranschaulichung des Prozesses der Finite-Elemente—
Diskretisierung einzusetzen bzw. zur Losung eigener Aufgabenstellungen zu nutzen.
Eine ausfithrliche Dokumentation des Programms kann der Leser in [65] finden.

Fir den Finsatz als Demonstrationsprogramm ist ein Beispiel fest programmiert, d.h.
alle notwendigen Fingaben werden vom Programm selbst erzeugt. Im Verlaufe des
Demonstrationsprozesses wird die Vernetzung des Gebietes angezeigt, und es kénnen
die Ansatzfunktionen {iber den Dreiecken dargestellt werden. Weiterhin werden die
Assemblierung der Steifigkeitsmatrix und des Lastvektors sowie der Einbau der Rand-
bedingungen in das FE-Gleichungssystem grafisch veranschaulicht.

Als Rechenprogramm kann das Programm FEM2D zur Lésung von physikalischen Pro-
blemen eingesetzt werden, welche durch die folgende Randwertaufgabe modelliert wer-
den.

Gesucht ist das Feld u(x,y), fur das

9, du 9, du i}
_E<kma> - %(kyya_y) = f(z.y) fir alle (z,y) € Q

gilt und die Randbedingungen
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U(I,y) = gl(‘r7y) fiir alle ('xvy) el

0 0 .
kma—z Ny + kyya—Z ny = gg(:zf,y) fir alle (x,y) cTI'y

ou ou N
k”a_:c n, + kyya_y ny + ko(z,y)u(z,y) = ko(z,y)gs(z,y) fiir alle (z,y) € I's

erfiillt werden.

Dabei wird vorausgesetzt, daB die Materialkoeffizienten k.., kyy, ko sowie die Funktio-
nen g;(z,y) und gs(z,y) stiickweise konstant sind. Die rechte Seite f(z,y) muB in der
Form f(z,y) = ki 4 kox + ksy + kaz® 4+ ksy® 4+ kexy darstellbar sein. Die maximal
mogliche Anzahl von Materialbereichen ist 10.

Wir konnen somit alle die stationiaren Randwertprobleme losen, die wir in den Kapi-
teln 2 und 4 betrachtet haben. Bei der Beschreibung des Randwertproblems haben wir
hier nur die Bezeichnungen verwendet, die auch im Demonstrationsprogramm genutzt
werden.

Die Demonstration des FE-Prozesses erfolgt an Hand der Lésung eines Warmeleitpro-
blems in dem im folgenden Bild dargestellten Gebiet.

Q:

I

Abbildung 4.28: Darstellung der Vernetzung aus dem Demonstrationsbeispiel
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Fiir die Koeffizienten in der Differentialgleichung und die Randbedingungen gilt
kyw = ky =200, f=0, ¢2=200, ko=050, ¢3=300 und T;=0.

Soll das Programm zur Loésung eigener Aufgabenstellungen eingesetzt werden, dann
muf} zunéchst ein die Vernetzung beschreibendes Datenfile erzeugt werden. Dieses File
hat die folgende Struktur:

e NN — Anzahl der Knoten, NE — Anzahl der Dreiecke

e Feld der Knotenkoordinaten, d.h. Eingabe der Koordinaten (z;,y;), fir alle ¢ =
1,2, ... ,NN (siehe auch Abschnitt 4.4.1)

o Feld der Zuordnung zwischen der lokalen und der globalen Knotennumerierung,
d.h. Eingabe der globalen Nummern der drei Eckknoten jedes Dreiecks sowie einer
Materialbereichsnummer. Die Eingabe muf} in der Reihenfolge

Nummer des 1. Eckknotens, Nummer des 2. Eckknotens,
Nummer des 3. Eckknotens, Materialbereichsnummer

fiir jedes Dreieck erfolgen.
e Eingabe der Randbeschreibung.

— NB - Anzahl der geschlossenen Rénder (im Beispiel: NB = 2)

— Anzahl der Knoten auf jedem der NB Teilrander (im Beispiel: Eingabe von
16 und 56, denn 16 Knoten liegen auf dem 1. geschlossenen Rand (I'z) und 56
Knoten liegen auf dem 2. geschlossenen Rand (I's))

— Eingabe der Knotennummern der Knoten, die auf dem jeweiligen geschlossenen

Randstiick liegen, d.h.

Eingabe der Knoten, die auf dem ersten geschlossenen Randstiick liegen,
Eingabe der Knoten, die auf dem zweiten geschlossenen Randstiick liegen,

Eingabe der Knoten, die auf dem NB—ten geschlossenen Randstiick liegen.

Dabei ist zu beachten, dafl die Eingabe der Knotennummern auf dem jeweiligen
Randstiick in fortlaufender Reihenfolge entgegen dem Uhrzeigersinn erfolgt.

Im Verlaufe der Abarbeitung des Programms FEM2D werden folgende Eingaben an-
gefordert:

e Titel (Kennwort fiir die Aufgabe)
e Ebenes (e) oder axialsymmetrisches Problem (a) 7

o 0 : Geschwindigkeitspotential, Temperatur oder Druck als zu bestimmende Gréfie
1 : Stromfunktion oder Spannungsfunktion als zu bestimmende GréBe

Eingabe der Vernetzungsdaten tiber Bildschirm oder File (B/F) 7
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e Gibt es Knoten mit Randbedingungen 1. Art (J/N) ?

o Gibt es Randkanten mit Randbedingungen 2. Art (J/N) ?
e Gibt es Randkanten mit Randbedingungen 3. Art (J/N) ?
o Gibt es globale Quellen oder Senken (J/N) ?

e Gibt es Punktquellen oder —senken (J/N) ?

o Anzahl der Materialbereiche

e Eingabe der Materialwerte k;, und k,, aus der Differentialgleichung

7, ou 0 Ju
- kmx_ — by ] = o
81‘( ) 830) 8y< yy8y> f(@.y)

e Falls die Vernetzungsdaten in einem File abgespeichert wurden, Eingabe des Namens
dieses Files, sonst

— Soll das Vernetzungsdatenfile unter dem Namen fem.dat abgespeichert werden
(J/N) 7

Falls (N), Eingabe eines Filenamens.

— Anzahl der Knoten, Anzahl der Elemente
— z— und y—Koordinaten fiir alle Knoten

— Fiir jedes Dreieck: globale Knotennummern der Eckknoten, Materialbereichs-
nummer

— Anzahl der geschlossenen Rénder
— Anzahl der Knoten auf jedem geschlossenem Rand

— FEingabe der Nummern der Knoten auf den geschlossenen Réndern (entgegen-
gesetzt zum Uhrzeigersinn)

e Bei Vorhandensein globaler Quellen oder Senken, die im Programm durch eine Funk-
tion der Gestalt

f(z,y) = kv + ko + ksy + kaz® + ksy® + kexy
modelliert werden, Eingabe der Werte fiir k1, ka, k3, ka, ks und kg

e Bei Vorhandensein von Punktquellen oder —senken

— Anzahl der Punktquellen/—senken

— Knotennummern und Starke der Punktquelle/—senke
e Bei Vorhandensein von Knoten mit Randbedingungen 1. Art

— Anzahl der Knoten mit Randbedingungen 1. Art

— Penalty—Parameter (Parameter K bei der Einarbeitung der Randbedingungen
1. Art mittels Straftechnik — sieche Abschnitt 4.4.3)

— Knotennummern, vorgegebener Wert
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e Bei Vorhandensein von Randbedingungen 2. Art

— Wieviele Randkanten mit Randbedingungen 2. Art 7

— Fiir jede Randkante Eingabe von Anfangsknoten, Endknoten und g, aus der

Randbedingung
du Jdu
kxm‘a_xnr + kyy a_yny = g2

e Bei Vorhandensein von Randbedingungen 3. Art

— Wieviele Randkanten mit Randbedingungen 3. Art ?

— Fiir jede Randkante Eingabe von Anfangsknoten, Endknoten, ky und g3 aus
der Randbedingung

du Ju
kmanx + ky,y a—yny + kou = kogs

e Ausgabe der Ergebnisse iiber Drucker (J/N) ?

e Speichern der Ergebnisse auf Diskette (J/N) 7

Falls (J), Eingabe eines Filenamens
e Ausgabe der Eingangsdaten (J/N) ?
e Falls (J), Drucken der Eingangsdaten (J/N) 7

Bemerkung 4.16  Bei der Anforderung der Eingabe der Randbedingungen 1., 2.
bzw. 3. Art wird nach einer Option fiir die Eingabe gefragt. Es stehen zur Verfiigung:

B — Blockeingabe oder E — Finzeleingabe.

Sind die Randbedingungsdaten {iber mehrere Randkanten gleich, dann ist die Einga-
beform ,B“ empfehlenswert, da nur der Anfangsknoten der ersten Randkante und der
Endknoten der letzten Randkante sowie die entsprechenden Daten eingegeben werden

miussen.



Kapitel 5

Auflésung von
Finite—Elemente—Gleichungssystemen

Als Resultat des Diskretisierungsprozesses haben wir ein lineares Gleichungssystem

Ku=f (5.1)

mit uw € RY, f € RY und einer (N x N)-Matrix erhalten. Tm Unterschied zu den
vorangegangenen Kapiteln lassen wir in diesem Kapitel den Index h zur Kennzeichnung
der Abhédngigkeit des FE-Gleichungssystems vom jeweiligen Diskretisierungsparameter
weg.

Zur Loésung der FE-Gleichungssysteme wollen wir sowohl direkte als auch iterative
Verfahren einsetzen. Direkte Auflésungsverfahren sind Algorithmen, die den Lésungs-
vektor u in endlich vielen Schritten liefern. Iterative Verfahren bestimmen den Vektor u
ausgehend von einer Startniherung u(%) als Grenzwert einer Folge von Niherungslosun-
gen u®).

Im weiteren beschéftigen wir uns nur mit der Lésung von linearen Gleichungssystemen,
deren Systemmatrix K symmetrisch und positiv definit ist. Derartige Gleichungssy-
steme entstehen bei der in den Kapiteln 3 und 4 beschriebenen FE-Diskretisierung von
Randwertproblemen mit symmetrischer und positiver Bilinearform.

Zur Wiederholung:

Eine Matrix heifit symmetrisch, wenn
(Ku,v) = (u, Kv)  fiiralle u, v € RY
gilt. Die Matrix K ist positiv definit, wenn
(Ku,u) >0 fiiralle uw € RY, u#0

erfilllt ist. Dabei wird mit (.,.) das euklidische Skalarprodukt bezeichnet, d.h.

N
(u,v) = Zuivi fiir alle w, v € RV.
=1
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Die FE-Gleichungssysteme besitzen eine Reihe spezieller Figenschaften. Die Glei-
chungssysteme sind groldimensioniert. IThre Dimension N wichst mit der Verfeinerung
des Diskretisierungsparameters (Schrittweite) h. Das Wachstum verhélt sich wie A=
bei Aufgaben in m—dimensionalen Gebieten. Das bedeutet bei 2D-Randwertproblemen
ein Anwachsen wie A™%. Die Systemmatrix K ist auf Grund der Wahl der Ansatz-
funktionen mit lokalem Triager schwach besetzt (siehe auch Abschnitt 4.3.3), d.h. in
jeder Matrixzeile sind nur sehr wenige Matrixelemente von Null verschieden. Bei ei-
ner geeigneten Knotennumerierung besitzen die FE-Matrizen eine Bandstruktur. Die
Bandweite, d.h. der gréfite Abstand, den ein Nicht—-Null-Element einer Zeile vom ent-
sprechenden Hauptdiagonalelement hat, hdngt von der Knotennumerierung ab. Dies
werden wir im Abschnitt 5.1 demonstrieren. Man kann erreichen, dafl die Bandweite
in der GréBenordnung von A=("=1) liegt, d.h. daB sie kleiner oder gleich ch=("=1) mit
einer von h unabhingigen Konstanten ¢ ist.

5.1 Direkte Verfahren

Als direktes Auflosungsverfahren ist der GauBi-Algorithmus allgemein bekannt (siehe
z.B. [27]). Wir stellen hier das Cholesky—Verfahren zur Losung von Gleichungssystemen
mit einer symmetrischen Systemmatrix vor. Beim Cholesky—Verfahren wird die Matrix
K in das Produkt einer unteren und einer oberen Dreiecksmatrix zerlegt. Dabei gibt
es zwel Moglichkeiten, wir berechnen entweder

K =578
mit einer oberen Dreiecksmatrix S oder
K = RRT

mit einer oberen Dreiecksmatrix R. Seien

ku k12 klN S$11 S12  SIN
. kar  kaa oor kan 0 s -+ Son
K = ] , S=
kni kno -0 kaw 0 0 - snyw
und
1 T2 N
0 7y ron
R = .
0 0 - ryn

Dann ergeben sich die folgenden beiden Zerlegungsalgorithmen.
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Algorithmus I: K = ST8

S11 = k1
S1; = klj/sll fur j:2,3,...,l\[
fir i=2,3,...,N
i—1
Sig = km' - 29121
=1

i-1
52‘::(@]'—2812'%)/8% fir j=:+1,242,... N
=1

Algorithmus IT: K = RRT

rNn = knn
N = kiN/TNN fllT‘ 7:N—1,N—2,,]
fuir y=N-1,N-2,...,1
N
rii= |kii— > Th
=741
N
rij:<k¢j—2mrﬂ>/rjj fir 1=9-1,7—-2,...,1
I=5+1

Die Losung des Gleichungssystems Ku = f ist somit der Losung des Gleichungssy-

stems

STSu=f baw. RR'u=f (5.2)

dquivalent. Die Gleichungssysteme (5.2) 16sen wir in zwei Etappen durch die Prozesse
des Vor— und Riickwértseinsetzens, d.h. wir l6sen zunéachst

STQ = i bzw. Ry = i (5.3)

und dann das System

Su=y bzw. RTu = Y. (5.4)

Die Gleichungssysteme (5.3) und (5.4) sind Gleichungssysteme, deren Systemmatrix
eine Dreiecksgestalt hat. Derartige Gleichungssysteme sind besonders einfach l6sbar.
Wir demonstrieren dies am Beispiel von ST Su = S
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Vorwdrtseinsetzen : STy = i
s 0 00\ [ f
e 0 | [w || R
SIN S2N " SNN YN fN
o= f1/511

i—1
Y; = <fz — Z Sjiyj> /‘3“ fur = 2, 3, ey N

j=1

Riickwirtseinsetzen : Su=1y
S11 812t SIN U1 N
0 s9 SaN Uz Y2
0 0 - swyw unN YN
un = Yyn/Snn

N
u; = <yi_ Z sijuj>/8“- fur Z'ZJV—l,N—Q,...,l

=i+1

Bei der Losung des Gleichungssystems RRTu = f verlaufen die Schritte des Riick-
warts— und Vorwartseinsetzens analog. B

Wir wollen diese beiden Varianten der Faktorisierung fiir die schwach besetzten FE-
Matrizen analysieren. Bei der Durchfithrung der Faktorisierung bleiben namlich ge-
wisse Besetztheitsstrukturen erhalten. Die Kenntnis dieser Tatsache konnen wir bei
der Abspeicherung der Systemmatrix K ausnutzen. Bei der Faktorisierung K = S7 9
gilt

s;; =0 fiivalle [ <ly<y, falls k; =0 firalle 1<Ily<j, kgyqr); #0,

denn
s1;, = kyj/si1 =0, falls ky; =0
s2j = (kyj —s1281)/s22 = 0, falls k; =0, 1=1,2
S35 = (ksj — S1381) — S2382j)/s33 = 0, falls k; =0, [=1,2,3

10—1
Sloj = <k10j — Z Stlostj>/slolo = O, falls klj = O, ZZ 1,2, . ,Zo,
=1
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d.h. wenn in der j—ten Spalte der Matrix K alle Elemente k;; mit [ < [y < j identisch
Null sind, dann bleiben diese Nullen auch in der Matrix S erhalten. An Positionen, an
denen Matrixelemente k;; mit lp+1 < [ < 7 identisch Null sind, entstehen in der Matrix
S im allgemeinen von Null verschiedene Elemente. Das Entstehen dieser Nicht—Null-
Elemente wird auch als ,, fill-in“ bezeichnet. Auf Grund der obigen Tatsache kénnen wir
die Matrizen K und S auf den gleichen Speicherplatzen folgendermaflen abspeichern.

* O X O K

* O O O x| O

symmetrisch

X X X O O O O

7\ Profil der Matrix K

LK

Lange des Profils

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der VBS—Speichertechnik

Es wird ein Vektor K aufgebaut, auf dem nacheinander die Spalten des oberen Dreiecks
der Matrix K stehen jeweils beginnend mit dem ersten Nicht—Null-Element der Spalte.
Zusétzlich wird ein Hilfsvektor LK generiert, dessen Elemente auf die Position der
Hauptdiagonalelemente der Matrix im Vektor K zeigen. Eine derartige Speichertechnik
bezeichnen wir als ,variable Bandweite spaltenweise (VBS)“.

Bei der Faktorisierung K = RRT gilt eine dhnliche Eigenschaft wie bei der Faktori-
sierung K = STS, namlich

rq=0 furalle [ >1ly>z, falls k;y =0 furalle [>1y>1, k,;(lo_l) #0,

denn
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N = kiN/rNN = 0 5 falls kiN = 0

rin=1)y = (k-1 = rivrvenn)/rv=1ynv=1y = 0,

falls k‘ﬂ ZO, ZIJV,JV—l

riv—z2) = (kiv—2) = rigv—n)r(N=2)(N=1) — TiNT(N=2)N ) [T(N=2)(N=2) = O,

falls kH:O, ZZN,N—LN—Q

N
Til, = <kilo_ > Titrlgt>/rlolo = 0,

t=lp+1
falls kg =0, I=N,N—1,... N—Io+1,

d.h. wenn in der i—ten Zeile der Matrix K alle Elemente k;; mit [ > [y > ¢ identisch Null
sind, dann bleiben diese Nullen auch in der Matrix R erhalten. An Positionen, an denen
Matrixelemente k; mit ¢ < [ < ly—1 identisch Null sind, entstehen in der Matrix R im
allgemeinen von Null verschiedene Elemente. Tm Fall der Faktorisierung RRT kénnen
wir somit die Matrizen K und R auf den gleichen Speicherpldtzen folgendermafBien

abspeichern.

* 10 0

0 *|0

* 10 0

0 0 0

¥ 0 %

symmetrisch i *‘
i 7\ Hiille der Matrix K

LK

Lénge der Hiille

Abbildung 5.2: Schematische Darstellung der VBZ-Speichertechnik



5.1. DIREKTE VERFAHREN 153

Es werden hintereinander auf einem Vektor K die Matrixzeilen beginnend mit dem
Hauptdiagonalelement bis zum letzten Nicht—Null-Element der jeweiligen Zeile abge-
speichert. Gleichzeitig wird ein Hilfsvektor LK eingefiihrt, dessen Elemente auf die
Position der Hauptdiagonalelemente der Matrix im Vektor K zeigen. Diese Speicher-
form wird auch als ,variable Bandweile zeilenweise (VBZ)“ bezeichnet.

Der Aufwand an notwendigen arithmetischen Operationen bei der Durchfithrung des
Cholesky—Verfahrens hangt offenbar von der Lange des Profils bzw. der Hiille der Ma-
trix ab. Er verhilt sich bei der Faktorisierung wie Nb* und beim Vor— bzw. Riick-
wartseinsetzen wie Nb (b — Bandweite). Da die Cholesky—Faktoren S bzw. R auf den
Speicherpliatzen der Matrix K abgespeichert werden kénnen, wird Speicherplatz in der
Grofenordnung von Nb Speicherpldtzen benétigt.

Wir konnen den Aufwand an arithmetischen Operationen und den Speicherplatzbedarf
reduzieren, wenn wir die Bandweite verringern. Die Grofle der Bandweite hdangt von
der Knotennumerierung ab. Betrachten wir zum Beispiel die folgende Vernetzung.

8 9 10 11 12 13 14

Abbildung 5.3: Eine Vernetzung mit einer ungeeigneten Knotennumerierung

Bei dieser Knotennumerierung hat die FE-Matrix die folgende Besetztheitsstruktur

O OO OO H KOO OOO K K
O OO OO H KOO OOOO K
O OO DO H H KOO OOO K K
O OO K K KOO OOO K KO
O O H K KOO O OO K KOO
O FK KOO OO O K KO OO
X K RO OO OO KOO OO
R K OO OO O K OO OO O

O OO DO KOO OO K KK
O OO K KOO O OO KK KO
O O H ¥ OO OO O K K OO
O F KOO O OO K X KO OO
X K O OO OO K KOO OO
I OO OO OO H OO OO O

und somit die Bandweite b = 8. Die Lange des Profils bzw. der Hiille ist 75.
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1 3 3 7 7 11 13

Abbildung 5.4: Eine Vernetzung mit einer geeigneten Knotennumerierung

Bei der in der Abbildung 5.4 angegebenen Knotennumerierung erhalten wir die folgende
Besetztheitsstruktur.

¥ % % %x 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
* % 0 x 00 0 0 0 O0O0 000
* 00 x x %x %x 0 0 0 0 0 0 0 O
x % % %x 0 x 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 x 0 % % x % 0 000 00
0 0 « % % % 0 x 0 0 0 0 0 O
0 00O 0 %« 0 % % x % 0000
0 0 0 0 % % % %x 0 % 0 0 00
0 00O 0 O0 % 0 % % % % 00
0 00O OO0 % % % % 0 x 00
0 00 0 0 O0O0O0 %= 0 % % % x
0 00 0 0000 % % % % 0 =%
0O 000 0 O0O0OO0OTUO0OO0O=x10 % =x
0 000 0 O0OO0OO0OTUO0OO0 % % x x

Die Bandweite bei dieser Knotennumerierung ist b = 3. Fir die Lange des Profils
bzw. der Hiille erhalten wir 45.

Es existieren Algorithmen, die fiir eine gegebene Vernetzung eine Neunumerierung der
Knoten erzeugen, um die Lange des Profils bzw. der Hiille zu reduzieren (z.B. Algorith-
mus von CUTHILL-MCKEE, Algorithmus von ROSEN [23]). Es kann erreicht werden,
daB die Bandweite in der GréBenordnung von h=(™=1) liegt und sich somit der Auf-
wand an arithmetischen Operationen des Cholesky—Verfahren bei 2D-Problemen wie

N? verhalt.

5.2 Iterative Verfahren

Iterationsverfahren erzeugen ausgehend von einer Startniherung u(®) eine Folge von
Niherungslésungen u®) fiir die exakte Losung u des Gleichungssystems Ku = f. Bei
iterativen Verfahren sind die folgenden Fragestellungen zu untersuchen:

¢ Konvergieren die Niherungslosungen u¥) gegen die Losung u fiir k — oo ?

o Fir welches £ haben wir eine hinreichend gute Naherungslésung 7
Zur Beantwortung dieser Fragen analysieren wir das Verhalten des Fehlers

e(k) = Uu — U,(k) .
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Wir messen den Fehler in einer Norm, z.B.
7

¥z = (K, ). (5.5)

Somit ist zu untersuchen, ob Hg(k)HK — 0 fir & — oo gilt, d.h. ob das Tterations-
verfahren konvergiert. Im Fall eines konvergenten Verfahrens brechen wir die Iteration
zum Beispiel dann ab, wenn

le®Nxe < e el (5.6)

erfilllt ist mit einer vorgegebenen relativen Genauigkeit e.

Die Giite eines Iterationsverfahrens hdngt davon ab, wieviele Iterationen notwendig
sind, um eine vorgegebene relative Genauigkeit zu erreichen, und wieviele arithmetische
Operationen je Iterationsschritt durchgefithrt werden miissen.

Im weiteren stellen wir einige Iterationsverfahren vor.

5.2.1 Das Jacobi— und das Gaufi—Seidel-Verfahren

Das Jacobi— und das Gaufl—Seidel-Verfahren sind zwei besonders einfache Iterations-
verfahren. Thr Nachteil ist die sehr langsame Konvergenz (siehe z.B. [72]).

Beim Jacobi—Verfahren wird die folgende Tterationsvorschrift durchgefiihrt.

Jacobi—Verfahren

So—~

B

=z
=
=2

Ausgehend von einer Startniherung u(® werden die Niherungen u® = [u}
k=1,2, ..., wie folgt berechnet:

N
uz(-k) = (— > k‘ijug-k_l) + fi) /kn firi=1,2,... N (5.7)

J#e

Das GauBi—Seidel-Verfahren lauft wie folgt ab.

Gaufs-Seidel-Verfahren

Gegeben sei eine Startniherung u(®). Die neuen Naherungen u(*) = [ul(k)]f\il,
k=1,2, ..., werden nach der folgenden Vorschrift berechnet:
k N k-1
Ug) = (—Zklju;' Y +f1)/k11
7=2
(5.8)
i—1 N
u® = (_ S kil — 37 kgl +f,;)/k7;7; fiir 1 =2,3, ... ,N—1
7=1 j=i+1
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Da die FE-Matrix K schwach besetzt ist, d.h. da pro Matrixzeile unabhéngig von der
Feinheit der Diskretisierung nur sehr wenige Elemente von Null verschieden sind, ist
der Aufwand an arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt bei beiden Verfahren
proportional zur Anzahl der Unbekannten N. Um allerdings eine Naherungsldsung u(*)
mit einer relativen Genauigkeit ¢ zu erhalten, d.h. eine Naherungslosung, fiir die

lw—u®|x < ellu—ul®||x (5.9)

gilt, miissen bei FE-Gleichungssystemen, die aus der Diskretisierung von Randwert-
problemen 2. Ordnung resultieren, sehr viele Iterationen durchgefithrt werden. Die
Anzahl notwendiger Tterationen verhilt sich wie h=™?Ine™!, d.h. wie Nlne™! bei 2D-
Problemen. Damit liegt der Gesamtaufwand an arithmetischen Operationen, der not-
wendig ist, um eine Ndherungslosung mit einer vorgegebenen relativen Genauigkeit ¢

zu erhalten, in der GroBenordnung von A=*Ine™1.

Ein wesentlich besser konvergierendes Verfahren ist die Methode der konjugierten Gra-
dienten.

5.2.2 Die Methode der konjugierten Gradienten ohne Vorkonditionierung

Das Verfahren der konjugierten Gradienten wurde 1952 von HESTENES und STIEFEL
[40] entwickelt. Seit Beginn der 70er Jahre hat das Verfahren mit der Bereitstellung
von Vorkonditionierungen [4, 9, 36] enorm an Bedeutung gewonnen.

Der Ausgangspunkt dieses Verfahrens ist die Tatsache, daB die Lésung des Gleichungs-
systems Ku = [ der Minimierung eines quadratischen Funktionals dquivalent ist. Man
kann den folgenden Satz beweisen (siehe auch [9]).

Satz 5.1 Der Vektor u ist genau dann Losung des Gleichungssystems Ku = [,
wenn

F(u) = min F(v) mit F(v) = %([(ﬂ, v)—(f,v) (5.10)

veRY -

gilt. Dabei wird vorausgesetzt, dafl die Matrix K symmetrisch und positiv definit ist.

Die Grundidee des Verfahrens der konjugierten Gradienten besteht darin, das Minimum
des Funktionals (5.10) iterativ zu bestimmen. Dabei wird in jedem Iterationsschritt
von der Richtung des Gradienten

r:=grad F(v) = Kv— f

Gebrauch gemacht. Der Gradient weist in Richtung der lokal starksten Zunahme des
zu minimierenden Funktionals. Als Relaxationsrichtung s*), in welcher das Minimum
von F(.) in jedem Iterationsschritt k, & = 2,3, ..., zu suchen ist, wihlen wir eine
Linearkombination aus der negativen Gradientenrichtung [ — Ku*=1 und der vor-
hergehenden Relaxationsrichtung s(*=1, so daB (Ks*=1) s*)) = 0 gilt. Tm ersten
Iterationsschritt wird als Relaxationsrichtung —r(®) genutzt. Wir erhalten den folgen-
den Algorithmus zur Loésung des Gleichungssystems Ku = f.
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CG-Verfahren (conjugate gradient method)

Start: Wahl von u(®

RO

Iteration: (k=1,2,...)

ﬂ(k_l) — (E(k_l),E(k_l))/(ﬂ(k_Q),ﬂ(k_Q))
k> 2
sB) = ) gl (k)
NN CINONC!
HB ) ) )

(¢ — vorgegebene Abbruchschranke)

Es gilt die folgende Konvergenzaussage (siehe auch [4, 9, 36, 72]) .

Satz 5.2 Es sei K symmetrisch und positiv definit sowie
7(v,0) < (Kv,v) < y2(v,v)  fiiralle v € RV, 4 > 0.
Dann sind nicht mehr als
I(e) =[[n(e™" + (7 + 1)")/np~"]

Iterationen notwendig, um den Anfangsfehler Hy—g,(o) || auf das e-fache zu reduzieren

(0 <e< 1). AuBerdem gilt
= u® ) < 7™ flu— u®)x

mit
1 =201+ p%), p= (1= O/ +E), E=n/n.
Es bezeichnet|[z] die kleinste ganze Zahl, die groBer oder gleich  ist. Die energetische

Norm ||v]|x ist durch ||v]|x = y/(Kuv,v) definiert.

Fihren wir die Konditionszahl &(K) = 72/ ein, dann gilt

p=(V&(K) =1)/(\/&#(K) +1).

Bei FE-Matrizen, die aus der Diskretisierung von Randwertproblemen 2. Ordnung
resultieren, verhilt sich die Konditionszahl x(K) wie h™2. Folglich wichst beim CG-
Verfahren die Tterationszahl, die notwendig ist, um das Gleichungssystem mit einer
vorgegebenen relativen Genauigkeit ¢ zu 16sen, wie k= Ine™!. Da pro Iterationsschritt
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eine Matrix * Vektor—Multiplikation, drei Vektoradditionen und zwei Skalarprodukte
zu berechnen sind, ist der Aufwand an arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt

proportional zur Anzahl der Unbekannten N. Damit verhalt sich der Gesamtaufwand
bei 2D-Problemen wie A=* Ine™" (N Ine™").

Eine schnellere Konvergenz wiirde man erhalten, wenn die Konditionszahl (K schwa-
cher von h abhiangen wirde. Zur Verbesserung der Kondition betrachten wir im
nachsten Abschnitt die Methode der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionierung.

5.2.3 Die Methode der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionierung

Wir betrachten anstelle des zu lsenden Gleichungssystems Ku = [ das dquivalente
Gleichungssystem

Kiu=f (5.11)

mit K = L7'KL™T, &= LTu und f = L='f, wobei C' = LLT eine symmetrische,
positiv definite Matrix ist. Dabei wird die Vorkonditionierungsmatriz C so gewihlt,
daB k(K) < &(K) gilt. Das Gleichungssystem (5.11) 16sen wir mittels des im Ab-
schnitt 5.2.2 beschriebenen CG-Verfahrens. Wir formulieren die Teilschritte aber so
um, daBl mit der Matrix K und der rechten Seite f gerechnet werden kann. Damit
ergibt sich der folgende Algorithmus der Methode der konjugierten Gradienten mit

Vorkonditionierung.

PCCG-Verfahren (preconditioned conjugate gradient method)

Start: Wahl von g(o)

pl=1 = (w(k—l)’E(k—l))/(w(k—ﬂ’z(k—?)) ey
d(k) _ _w(k—l) + B(k_l)d(k_]) -
P - (w(k—l)yz(k—l))/(](d(k) d("“))

w w y W

u® = D) g g

rB) = =1 4 R g gk)
Cuw® = k)
(w(k)’ﬁ(k)) < g2 (Q(O)’K(O)) — % STOP

(¢ — vorgegebene Abbruchschranke)
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Es gilt der folgende Konvergenzsatz (siche auch [4, 9, 36, 72]).

Satz 5.3 FEs seien K sowie C' symmetrisch und positiv definit. Weiterhin gelte
F1(Co,v) < (Kv,v) < 4(Co,0)  fiiralle v € RN 4 > 0.
Dann sind nicht mehr als
I(e) =[[In(e™ + (72 4+ 1)°%)/In 57']

Iterationen notwendig, um den Anfangsfehler ||g—g(0) | auf das e-fache zu reduzieren

(0 <e <1). AuBerdem gilt

lw — ™|k <3 |u— @&
mit

B =255 (1 + %), p=(1- \/E)/(l + \/E), E=%/%.

Fiir eine schnelle Konvergenz des Verfahren muB offenbar € = 3;/4, = x(K)~' nahe
bei 1 liegen. Um dies zu erreichen, wire ' = K die giinstigste Wahl, denn dann
ware 5 = 1. Somit héatten wir aber im PCCG-Algorithmus das Gleichungssystem
Kuw® = r®) zu15sen, d.h. wiederum ein Gleichungssystem mit der Systemmatrix K.
Wir miissen also Matrizen C finden, so daB ¢ = 31/72 nahe bei 1 liegt, und daff die
Gleichungssysteme Cw'®) = r(*¥) sehr leicht 16sbar sind, moglichst mit einem Aufwand
an arithmetischen Operationen, der proportional zur Anzahl der Unbekannten N ist.

Im weiteren stellen wir einige Moglichkeiten zur Wahl der Vorkonditionierungsmatrix

C VOr.

(a) Vorkonditionierung mit der Hauptdiagonale der Systemmatriz

Als Vorkonditionierungsmatrix €' wahlen wir die Diagonale diag(K) der System-
matrix K. Die Konditionszahl x((diag(K)) %" K (diag(K))™® wichst genauso
wie die Konditionszahl k(K'), d.h. sie wichst auch wie 272, Dies hat zur Folge, daf
sich auch beim PCCG—Verfahren mit der Diagonalvorkonditionierung die Anzahl

1 verhilt. Bei Gleichungssystemen, die

der notwendigen Tterationen wie h™1Ine~
aus FE-Diskretisierungen von Randwertproblemen mit stark verdnderlichen Ko-
effizienten resultieren, fithrt diese Vorkonditionierung aber zu einer Reduzierung
der Iterationszahl im Vergleich zum CG-Verfahren ohne Vorkonditionierung (siehe
auch Abschnitt 5.3). Ein Beispiel fiir ein Randwertproblem mit stark verdnderli-
chen Koeffizienten ist beispielsweise das im Abschnitt 4.1 vorgestellte Warmeleit-

problem, bei dem die Warmeleitzahlen zwischen 1 und 371 variieren.
(b) IC-Vorkonditionierung (incomplete Cholesky factorization)

Wir berechnen €' = RRT mit einer oberen Dreiecksmatrix R, wobei R genau
dort Nicht—Null-Elemente hat, wo auch das obere Dreieck der Matrix K besetzt
ist. Die Matrixelemente von R werden in Analogie zum Cholesky—Verfahren nach

folgender Vorschrift berechnet (siehe auch [31, 32, 69]).
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rnN = Vknn

rn = kiv/rn fir i1 =N-1,N-2,...,1

fir j=N-1,N-2 ...,1

N b
kij— 22 T

rii =
I=5+1
0 falls k;; = 0
<kij - Z Tiﬁjl) /T‘]’j falls ki]' ?é 0
I=j+1

fir i=j—1,7-2,...,1,

d.h. die Cholesky-Zerlegung wird nur auf den Nicht-Null-Elementen der Matrix
K durchgefiithrt. Die Konvergenzaussagen fiir den PCCG-Algorithmus mit 1C-
Vorkonditionierung bleiben dieselben wie beim Algorithmus ohne Vorkonditionie-
rung, d.h. x(RT'KR™T) und x(K) wachsen beide wie h=? und damit die Ite-
rationszahl wie h='Ine™!. Es ist allerdings zu beobachten, dafi bei Anwendung
dieser Vorkonditionierung die zum Erreichen einer vorgegebenen relativen Genau-
igkeit notwendige Anzahl an Iterationen meist wesentlich niedriger ist als beim

CG-Verfahren (siehe auch 5.3).
MIC-Vorkonditionierung (modified incomplete Cholesky factorization)

Wir wihlen die Vorkonditionierungsmatrix C' in der Form C = STS mit einer
oberen Dreiecksmatrix S. Die Elemente der Matrix S werden nach folgender

Vorschrift berechnet (siehe auch [32, 69]).

1. s = ki i=1,2, ... N,j=ii4+1,...,N
2. fiir i=1,2,...,N—1
Sii = +/Sii
fir j=i4+1,i42, ... N
Sij = Sij/Si
Sij = Sij — 5
fiir [=i4+1,i42,...5—1
fir m=[0(+1,l4+2,...N
b= 8i15im
falls sy #0 ¢ Sy = Spm — £

falls sp,, =0 : sy=sy—t und S, = Spmm —
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Der Algorithmus der MIC—Zerlegung unterscheidet sich von dem der IC-Zerlegung
im wesentlichen darin, da die Hauptdiagonalelemente modifiziert werden, falls
Sim = 0 und $i8im # 0 fir wenigstens ein ¢ < [ < m gilt. Falls die Matrix K
die Steifigkeitsmatrix aus der FE-Diskretisierung eines elliptischen Randwertpro-

blems 2. Ordnung ist, dann verhalt sich \/K(K) wie h~"® im Unterschied zu A~! fiir
k(K). Folglich wachst beim PCCG-Verfahren mit der MIC-Vorkonditionierung

die Tterationszahl bei einem vorgegebenen ¢ wie k=% Ine~!. Damit liegt der Ge-

samtaufwand an arithmetischen Operationen bei 2D-Problemen in der Gréfen-
ordnung von A=*?Ine™! (N Ine™1).

5.2.4 Mehrgitterverfahren

Die Voraussetzung fiir den Einsatz von Mehrgitterverfahren ist das Vorhandensein
einer Folge von FE-Diskretisierungen, d.h. es muf} eine Folge von Vernetzungen, wie
sie z.B. in folgendem Bild dargestellt ist, generiert werden (siehe auch [33, 42, 78]).

/

/
\ /
Vernetzung Th, Th, Th,
Sehritt- hy > hy > > hy
welte
Knoten- N, < N, < .. < N,
anzahl
Abbildung 5.5: Beispiel einer Vernetzungsfolge
Zu jeder Vernetzung 7., ¢ = 1,2, ... [, wird der zugehdrige Raum V,, C V der

stiickweise linearen Ansatzfunktionen definiert (sieche auch Abschnitt 4.4.2), und es
miissen die Steifigkeitsmatrizen K, fir ¢ = 1,2, ... ,] sowie die rechte Seite L”
generiert werden.

Im weiteren verwenden wir anstelle der Indizes ,h,“ stets nur die Indizes ,¢“, ¢ =

1,2, ... 1.

Ausgehend vom folgenden Zweigitter—Algorithmus (({, [ — 1)-Zweigitter—Algorithmus)
wird ein Mehrgitteralgorithmus rekursiv definiert. Ein Iterationsschritt des (I, — 1)-
Zweigitter—Algorithmus lauft nach folgendem Schema ab:
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Fin Iterationsschritt des (1,1 — 1)~ Zweigitter—Algorithmus

Gegeben sei eine Startnaherung ggk’o).

1. Vorglittung

Fiihre 11 Tterationsschritte zur ndherungsweisen Losung des Gleichungssy-
stems Kju; = L durch, wobei mit g?k’o) gestartet wird. Wahle als Itera-

tionsverfahren z.B. das GauBi—Seidel-Verfahren. Die neue Néherung ist y?k’l).

2. Grobgitterkorrektur

(a) Berechne den Defekt
4 = f, - K™
und schranke ihn auf das Netz 7;_; ein, d.h. berechne
40 1.
(b) Lose das Grobgittergleichungssystem
Kiaw® = dP, .

(c) Interpoliere die Losung Q@l auf das Netz 7;, d.h. berechne

(k) (k)

gl
wy = I_jw

und berechne die korrigierte Ndherung

) = B 4

3. Nachglittung

Fiihre vy Iterationsschritte zur ndherungsweisen Losung des Gleichungssy-
stems Kju, = L durch, wobei mit y?kﬂ) gestartet wird. Verwende dazu ein
yeinfaches® Tterationsverfahren, z.B. das GaufB—Seidel-Verfahren. Die neue
Néaherung ist g?k’y’).

k41,0 k,3
Setze yg .0 _ yg ).

Um eine gute Konvergenz des Zweigitter— und Mehrgitteralgorithmus zu erreichen,
gentigt es im allgemeinen, ein oder zwei Vor— bzw. Nachglattungsschritte durchzufiih-
ren, d.h. vy = vy =1 oder 2.

Zur Interpolation der Korrektur nutzen wir die lineare Interpolation. Wir berechnen
wgk) = ]ll_]ggi)l, wobei I, eine (N; x Ni_;)-Matrix ist, deren Elemente wie folgt
definiert sind:
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1 fir o = j falls der Knoten P; sowohl zur Vernetzung 7
als auch zur Vernetzung 7,_; gehort, ¢,5 = 1,2,..., Ni_q,
1/2 fir j =4 und j =iy, Ni_y <i < Ny, wobei die Knoten
P, und P, die Begrenzungsknoten jener Dreiecksseite sind,
auf welcher der Knoten P; definiert wurde

(1_1)i; =

0 sonst.

Die Einschrankung (Restriktion) im Schritt 2(a) wird nach der Beziehung
A T
d;ﬁ)l = ]ll_ldgk) mit ]ll_l = (III—I)

durchgefiihrt.

Das Grobgittergleichungssystem im Schritt 2(b) hat dieselbe Struktur wie das Aus-
gangsgleichungssystem Ky = f,. Da das Grobgittergleichungssystem i.a. auch noch
groBdimensioniert ist, 16sen wir es naherungsweise mittels p Iterationsschritten eines
(I—1,1—2)-Zweigitter-Algorithmus, der analog zum (I, —1)-Zweigitter-Algorithmus
definiert ist. Die Tteration starten wir mit dem Nullvektor. Wir setzen diese Idee
solange rekursiv fort, bis im Schritt 2(b) das Gleichungssystem Klwgk) = dgk) steht,
welches wir beispielsweise mit einem direkten Verfahren 16sen kénnen. Der so entste-
hende Algorithmus wird als Mehrgitteralgorithmus (I-Gitter—Algorithmus) bezeichnet.
Fir g =1 bezeichnen wir einen Iterationsschritt des Mehrgitteralgorithmus als V-
Zyklus und fir p = 2 als W-Zyklus. Wir verdeutlichen uns einen Iterationsschritt
eines Mehrgitteralgorithmus an Hand eines Schemas.

Seien mit % die Durchfithrung der Glattung, 0 die Losung des Gleichungssystems auf
dem grobsten Gitter, \ die Restriktion und f die Interpolation bezeichnet, dann
erhalten wir fiir ein 4-Gitter—Verfahren folgende Schemata.

g=+4 * % * *

Vol /

g=3 % e % £ %

N AN
VARRVVAYY

V—Zyklus W-Zyklus

Man kann zeigen, dafl bei einer geeigneten Wahl der Vor— und Nachglattungsiteration
k41,0 k,0
e ] R I

gilt, wobei n unabhéngig vom Diskretisierungsparameter ist. Bei vielen Anwendungen
ist n kleiner 0.2. Folglich verhdlt sich die Iterationszahl, die zum Erreichen einer
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vorgegebenen relativen Genauigkeit € notwendig ist, wie In e~!, unabhingig von der

Feinheit der Diskretisierung. Gilt N, ~ 7N,_1, ¢ = 2,3, ..., und g < 7, dann
ist der Aufwand an arithmetischen Operationen pro Iterationsschritt des Mehrgitter—
Algorithmus proportional zur Anzahl der Unbekannten N;. Damit verhélt sich der
Gesamtaufwand an arithmetischen Operationen wie N;Ine™" (siehe auch [33, 42, 78]).

Bemerkung 5.1  Die Mehrgitterverfahren kénnen auch zur Konstruktion von Vor-
konditionierungen fiir den PCCG-Algorithmus eingesetzt werden. Beispielsweise kann
man a—priori als Vorkonditionierungsmatrix die Matrix K; wahlen und dann die Vor-
konditionierungsgleichungssysteme K;uw®*) = r®) im PCCG-Algorithmus néherungs-
weise mittels m Iterationsschritten eines Mehrgitteralgorithmus 16sen. Dadurch wird
implizit eine Vorkonditionierungsmatrix C' definiert, fiir die bei geeigneter Wahl der
Glattungsverfahren, der Interpolation und der Restriktion die Beziehung

(1—=7")(Cu,v) < (Kuw,v) < (Cu,v) fiir alle v € RV

gilt. Fiir die Konstanten 4; und 4, im Konvergenzsatz 5.3 fiir den PCCG-Algorithmus
erhalten wir somit 43 = (1 — ™) und 4, = 1, wobei 5 die Konvergenzrate des
Mehrgitterverfahrens ist (siehe [43]). Da diese nicht vom Diskretisierungsparameter h
abhangt, verhilt sich die Anzahl der Iterationen, die zum Erreichen einer vorgegebenen
relativen Genauigkeit ¢ notwendig ist, wie Ine™'. Der Gesamtaufwand an arithmeti-
schen Operationen wichst also wie NjIne~'. Ein derartiges PCCG-Verfahren wird
als MG(m)-PCCG-Verfahren bezeichnet. Ob das MG(m)-PCCG-Verfahren oder das
Mehrgitterverfahren effektiver hinsichtlich der benétigten CPU-Zeit ist, hangt von der

Konvergenzrate n ab.

Bemerkung 5.2 FEine weitere Moglichkeit, eine Folge von Diskretisierungen in den
Losungsprozel einzubeziehen, sind Algorithmen mit hierarchischen Basen. Wir definie-
ren eine Folge von FE-R&umen stiickweise linearer Ansatzfunktionen auf die folgende

Weise:

Vo= Vo= (o) = X o)}

1€W

~

Vi = Vi = Vi + T,
T, = Ty, = {vq(x) = Z vq,ipq,i(x)} q=2,3,...,1,
1€Wq\Wg—1

wobei die Ansatzfunktionen p,;(z) auf der Vernetzung 7, so definiert sind, wie es im
Abschnitt 4.4.2 beschrieben wurde. Die Mengen @, beinhalten die Knotennummern
der Knoten des Netzes 7,. Man nennt die Basis

P1,15P1,25 - -+ 5 PNy P2,Ny41s o2 s P2, Ngs - -+ s Pg—1,Ny_1 9 Pg,N,_1415 - -+ Pq,N,

des Raumes ‘A/q eine h—hierarchische Basis. Wird diese Basis zum Aufbau des FE-Glei-

chungssystems genutzt, dann erhélt man das Gleichungssystem

](lﬁl = il .
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Zwischen der Matrix [{’l in der hierarchischen Basis und der Matrix K; in der Knoten-
basis sowie zwischen f, und f, besteht der folgende Zusammenhang:

Ki=Q/KiQ —ud [ =Q]/

mit Q= QiQi—1- .. - Qs

1 firi=g, 4,j=12,..., Ny

) 1/2 fiir j =4, und j =4y, N,y <4 < N, ,wobei die Knoten
(Qy)i; = P;, und P,, die Begrenzungsknoten jener Dreiecksseite sind,
auf welcher der Knoten P, definiert wurde

0 sonst.

H. YSERENTANT [87] hat bewiesen, daf bei 2D-Problemen fiir alle , € RM

c(l+1)7? (élﬁlaﬁz) < (Ig,lﬁlaﬁl) <c (ézﬁhﬁz)

5 [X’1 0

gilt, wobei ¢ und ¢ vom Diskretisierungsparameter unabhingige, positive Konstan-
ten sind. Diese Ungleichung impliziert, daB sich die Iterationszahl, die notwendig ist,

mit

um das Gleichungssystems Kjiy; = f, mit einer vorgegebenen relativen Genauigkeit ¢

mittels des PCCG-Verfahrens mit der Vorkonditionierung €} zu 16sen, wie In k7! Ine™?
verhalt. Die Durchfithrung dieses PCCG—Verfahrens ist mit folgenden Problemen ver-
bunden:

— Die hierarchische Steifigkeitsmatrix K, hat wesentlich mehr Nicht-Null-Elemente
als die Steifigkeitsmatrix K; in der Knotenbasis.

— Die hierarchische Steifigkeitsmatrix K; kann nicht so einfach elementweise generiert
werden wie die Matrix K.

— Die Komponenten @;; des Losungsvektors in der hierarchischen Basis fallen fiir + =

Ni41, Ny+2, ..., N; nicht mit den Werten der entsprechenden FE-Funktion u; € ‘7}

im Punkt P; zusammen.

Um diese Probleme zu iiberwinden, kann man den PCCG-Algorithmus auf das Glei-
chungssystem K, = f, anwenden und den Ubergang von der Knoten- zur hier-

archischen Basis durch die Vorkonditionierung C' = QZ_TC’IQZ_I realisieren. Den so
entstehenden PCCG-Algorithmus bezeichnen wir als HB-PCCG-Algorithmus. Die
Iterationszahl, die notwendig ist, um das Gleichungssystem Ky, = f, mit einer
vorgegebenen relativen Genauigkeit ¢ zu 16sen, verhélt sich bei 2D—Problemen wie
InA;7 ' Ine" und der dafiir notwendige Aufwand an arithmetischen Operationen wie

R 2Inh Ine™ (N In NP2 Ine™t).
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5.2.5 Schluflbemerkungen

Wie wir bei allen vorgestellten Iterationsverfahren gesehen haben, wird die System-
matrix im wesentlichen zur Matrix * Vektor—Multiplikation benétigt. Deshalb ist es
ausreichend, nur die Nicht-Null-Elemente (NNE) abzuspeichern. Auf Grund der vor-
ausgesetzten Symmetrie der Systemmatrix K wird nur das obere Dreieck der Matrix
gespeichert. Dabei schreiben wir die Nicht-Null-Elemente zeilenweise nacheinander
auf einen Vektor K. Zur eindeutigen Zuordnung zwischen den Elementen der Matrix
K und den Elementen im Vektor K werden zwei Hilfsfelder eingefiihrt:

LK7 Zeiger auf die Position des jeweiligen letzten Nicht—Null-Elementes einer
Zeile der Matrix K im Vektor K

LKS Vektor der Spaltenindizes

Diese Speicherform bezeichnen wir als ,,Kompaktliste zeilenweise (KLZ)“.

1 2 N
LK7Z  [].] ]
| N
l b
ks L[ [T TT[T[] [ [ 1]
K [ [T T1] [ [ 1]
- t
NNE NNE NNE der
der 1. Zeile der 2. Zeile N-ten Zeile

Abbildung 5.6: Schematische Darstellung der KL.Z-Speichertechnik

Bei der Anwendung der iterativen Verfahren sind noch die folgenden zwei Probleme zu
untersuchen.

e Wann bricht man die Iteration ab ?

e Wie wahlt man die Startniherung u(®) ?

Sinnvoll ist der Abbruch eines Iterationsverfahrens sicher, wenn der Fehler der Nahe-
rungslosung des Gleichungssystems in der GréBenordnung des Diskretisierungsfehlers
liegt. Beachten wir, daf

up = Z uipi(x) mit up = [Wiiem, furalle wy €V,
1EW
gilt (siehe die Abschnitte 4.4.2 bzw. 4.4.3) und somit auch eine analoge Beziehung fiir
()

u, ' aufgeschrieben werden kann, dann folgt
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k k
lu—ul? |1 2.0 lu —unlliza + Jlun — w120

< c(w)h + fun —ul? g
< e(u)h 4 % (a(un — ul, g — uf?))

c(u) b + py®°(Kn(w, — uﬁk),uh - ugk)>)0.5

_ k
cu)h + %% wy, — 5,

wobel u die exakte Losung des Randwertproblems, uy die FE-Naherungslosung und
p1 die Konstante aus der Koerzitivitatsabschatzung fur die Bilinearform af(.,.) (siche
die Beziehung 4.15) sind sowie die Diskretisierungsfehlerabschitzung in der H'-Norm
genutzt wurde (siche Abschnitt 4.4.4).

k . . . ..
Um den Fehler ||u — 71,2)”17279 in der GroBlenordnung des Diskretisierungsfehlers zu

erhalten, muf} folglich |ju; — yhk |, in der GroBenordnung von h liegen, d.h. wir
miissen das ¢ beim Abbruchtest im Iterationsverfahren in der Gréflenordnung von h
wéhlen.

Fiir die theoretischen Untersuchungen haben wir bisher bei den Iterationsverfahren den

Abbruchtest
k 0
lw, — il < € Nl — |,

genutzt. Bei einer konkreten Anwendung der Iterationsverfahren ist dieser Abbruchtest
jedoch i.a. nicht auswertbar, da zum Uberpriifen dieses Kriteriums die exakte Losung uy,
bekannt sein muf. Innerhalb des PCCG—-Verfahrens fithren wir deshalb den folgenden
Abbruchtest durch

k

lun — ul? I kpom1m, < ellwn — ufkpo-1x, -

Dies ist aquivalent zu

(w®, r®)) < e? (w®, )

mit den Vektoren w®, r®) w(© und r(®, die im PCCG-Verfahren ohnehin berechnet
werden. Da die Matrix C' die Matrix K}, approximieren soll, ist ||.||x,c-1x, auch eine
gute Approximation fiir ||.|x,.

Ein alternativer Abbruchtest ist

Hﬂh - MEL]C)HI@ < 5Hﬁh - EELO)HK? )
h h
welcher zu

I < el

mit der euklidischen Vektornorm ||.|| und rk) = ih - thgk) aquivalent ist.
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Wie konnen wir die Startndherung fir die Iterationsverfahren wdhlen?

Wenn wir eine Folge von FE-Diskretisierungen erzeugt haben, dann bietet sich der
folgende Algorithmus zur Bestimmung einer Startndherung an.

1. Lose das Gleichungssystem
Kyuy = il

mittels eines direkten oder iterativen Verfahrems. Setze ¢ = 1, k, = 1 und
(kq) —
uq - M‘l .

2. Interpoliere die Losung ggk‘l) auf das Netz 7,41, d.h.

() _ 7g+1, (k

Ugir — [g Mg W)

Setze ¢ = ¢+ 1 und 16se das Gleichungssystem
Bqﬂq = L;

mittels k;, Schritten eines Iterationsverfahrens. Starte dieses mit %(Jo).

Falls ¢ <, gehe zu Schritt 2, sonst STOP.

Setzen wir im Schritt 2 zur ndherungsweisen Losung des Gleichungssystems ein Mehr-

gitter— oder MG(m)-PCCG-Verfahren ein, dann kann man zeigen, dal wir mit einem

zur Anzahl der Unbekannten N; proportionalen Aufwand an arithmetischen Opera-
(k1)

tionen eine Naherungslosung w;,"" erhalten, fiir die der Fehler |u; — g}kl)HKl in der

Grofenordnung des Diskretisierungsfehlers liegt ([33, 78]).

5.3 Ein Vergleich der Aufl6sungsverfahren

Wir wollen das Cholesky—Verfahren und die vorgestellten Iterationsverfahren hinsicht-
lich des Aufwandes an notwendigen arithmetischen Operationen sowie ihres Speicher-
platzbedarfs vergleichen. Dabei werden wir demonstrieren, wie sich fir die jeweiligen
Verfahren der Aufwand an arithmetischen Operationen und der Speicherplatzbedarf bei
wachsender Dimension des FE-Gleichungssystems verhalt. Den Vergleich fithren wir
anhand des Modellbeispiels 1 aus dem Abschnitt 4.1 durch. Als Maf fir den Aufwand
an arithmetischen Operationen nutzen wir die benotigte CPU-Zeit. Alle Rechnungen
wurden mit dem Programmsystem FEMGP ([42, 66, 76]) durchgefithrt. Dieses Pro-
grammsystem kann zur Losung von linearen und nichtlinearen Randwertproblemen in
2D—-Gebieten eingesetzt werden. Die Tests wurden auf einem PC 80486 (33 MHz) unter
Nutzung des LAHEY-FORTAN-Compilers ausgefiihrt.

Wir erzeugen eine Folge von vier Vernetzungen 7,, ¢ = 1,2,3,4, mit den Diskretisie-
rungsparametern hy, h,p1 = hy/2, ¢ = 1,2,3. Zu jeder Vernetzung wird das entspre-
chende FE-Gleichungssystem

Kou, = iq

generiert und gelost. Als grobste Vernetzung wihlen wir die in der Abbildung 5.7
dargestellte Triangulation.
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Abbildung 5.7: Darstellung der Vernetzung 7y

Die feineren Vernetzungen erhalten wir, indem wir jeweils alle Dreiecke vierteln, d.h. wir
halbieren alle Dreiecksseiten. Als zweite Vernetzung entsteht somit das folgende Netz.

Abbildung 5.8: Darstellung der Vernetzung 7

Zuerst 16sen wir die FE-Gleichungssysteme mittels des Cholesky—Verfahrens. Die Stei-
figkeitsmatrizen werden dafiir in der Speicherform ,variable Bandweite spaltenweise®
abgespeichert. In der Tabelle 5.1 sind der Speicherplatzbedarf und die bendtigten
CPU-Zeiten fiur die Cholesky—Zerlegung sowie fir das Vorwarts— und Rickwarts-
einsetzen zusammengestellt.

Anzahl der Unbekannten 133 482 1828 7112
Speicherplatzbedarf 13.66 kB | 92.00 kB | 661.61 kB | 5039.52 kB
CPU—Zeit fir die Zerlegung 0.01 s 0.33 s 4.18 s 60.31 s

CPU-Zeit fiir das Vorwarts—

und Riickwirtseinsetzen

0.01 s 0.05 s 0.38 s 297 s

Tabelle 5.1: Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim Cholesky—Verfahren
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Aus dieser Tabelle kénnen wir ablesen, dafl bei jeweiliger Halbierung des Diskretisie-
rungsparameters

— sich die Anzahl der Unbekannten etwa vervierfacht, d.h. wie h=% verhilt,
— der Speicherplatzbedarf sich wie h=® (N1?) verhilt, d.h. mit dem Faktor 8 wichst,

— die bendtigte CPU-Zeit fiir die Zerlegung ungefihr wie h=* (N?) wichst, d.h. um
das 16fache zunimmt,

— die benétigte CPU-Zeit fiir das Vorwirts— und Riickwéartseinsetzen wie h=> (N'?)
ansteigt, d.h. sich verachtfacht.

Somit bestédtigen die erzielten Resultate die im Abschnitt 5.1 getroffenen theoretischen
Aussagen hinsichtlich Speicherplatzbedarf und arithmetischem Aufwand des Cholesky—
Verfahrens.

Im weiteren untersuchen wir verschiedene Iterationsverfahren. Bei allen Iterationsver-
fahren wurde als Startvektor der Vektor gff) = [500,500, ...,500]" verwendet. Die
Iteration wurde beendet, wenn das Abbruchkriterium Hz(k)H < €H£(O)H
Defekt r*) = K&f"“) — f4 fiir ¢ = 10~ erfiillt war.

Da bei allen untersuchten Tterationsverfahren die Steifigkeitsmatrizen in der Speicher-

mit dem

form ,Kompaktliste zeilenweise® abgespeichert werden kénnen, verhélt sich der Spei-
cherplatzbedarf wie h=2, d.h. der Speicherplatzbedarf ist proportional zur Anzahl der
Unbekannten des zu l6senden Gleichungssystems.

Wir betrachten zunachst zwei klassische Iterationsverfahren, das Jacobi—Verfahren und
das GauB-Seidel-Verfahren. Beim Jacobi-Verfahren wurden folgende Ressourcen an

Speicherplatz und CPU-Zeit benotigt:

Anzahl der Unbekannten 133 482
Speicherplatzbedarf 7.08 kB 26.87 kB
Anzahl der durchgefithrten Iterationen 58226 226747
CPU-Zeit fir die durchgefithrten Tterationen | 250.90 s 3841.70 s

Tabelle 5.2: Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim Jacobi—Verfahren

Die Anwendung des GauBi—Seidel-Verfahrens erforderte die in der Tabelle 5.3 angege-

benen Rechenzeiten und Speicherplitze.

Anzahl der Unbekannten 133 482
Speicherplatzbedarf 7.08 kB 26.87 kB
Anzahl der durchgefiihrten Iterationen 29269 114319
CPU-Zeit fur die durchgefithrten Iterationen | 133.08 s 1990.88 s

Tabelle 5.3: Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim Gaufi—Seidel-Verfahren

Bei beiden Verfahren wichst die Anzahl an notwendigen Iterationen bei einem vorgege-
benen ¢ wie h=?Ine™" (N1ne™"), d.h. sie vervierfacht sich. Da der Aufwand an arith-
metischen Operationen pro Iterationsschritt sich wie h=% (N) verhélt, wichst somit
der Gesamtaufwand an arithmetischen Operationen wie A= Ine™ (N?Ine™1), d.h. mit
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dem Faktor 16. Die Tabellen 5.2 und 5.3 zeigen, dafl tatsdachlich die benotigte CPU-Zeit
um das 16fache anwéachst. Offenbar konvergieren sowohl das Jacobi—Verfahren als auch
das GauB—Seidel-Verfahren nur sehr langsam. Damit sind diese Verfahren als eigen-
standige Algorithmen zur Losung der FE-Gleichungssysteme unbrauchbar. Hatten wir
namlich beispielsweise das FE-Gleichungssystem mit 7112 Unbekannten mittels des
GauB-Seidel-Verfahrens gelost, dann ware eine CPU-Zeit von etwa 124 Stunden, also
von rund 5 Tagen, notwendig gewesen.

Als néchsten Algorithmus untersuchen wir die Methode der konjugierten Gradienten
ohne Vorkonditionierung (CG-Verfahren). Theoretisch miifite sich die Iterationszahl
bei einem vorgegebenem ¢ wie b= Ine~! verhalten, d.h. sich jeweils verdoppeln. In der
Tabelle 5.4 ist ersichtlich, daBl sich zunachst die Iterationszahl um das 3.5fache, dann
um das 3.1fache und schlielich um das 2.8fache erhéht. Man kann erwarten, daf sich
bei weiteren Netzverfeinerungen tatsiachlich das theoretisch ermittelte Wachstum der
Iterationszahl einstellt. Auch beim CG-Verfahren ist der Aufwand an arithmetischen
Operationen pro Iterationsschritt proportional zur Anzahl der Unbekannten, d.h. er
verhilt sich wie h=* (N). Asymptotisch nimmt also der Gesamtaufwand an arithme-
tischen Operationen wie h=*Ine™" (N'?Ine™") zu. Zusétzlich zu den Speicherplitzen
fir das FE-Gleichungssystem werden beim CG—Verfahren noch drei Hilfsvektoren der
Lange N benotigt.

Anzahl der Unbekannten 133 482 1828 7112
Speicherplatzbedarf 9.16 kB | 34.40 kB | 132.95 kB | 522.44 kB
Anzahl der durchgefithrten

. 125 442 1377 3871
[terationen

CPU-Zeit fiir die durch-

gefithrten Tterationen

0.55 s 5.98 s 75.75 s 1016.23 s

Tabelle 5.4: Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim CG—Verfahren

Eine Reduzierung der notwendigen Anzahl an Iterationen und damit auch ein Rechen-
zeitgewinn wird bereits durch die einfache Vorkonditionierung mit der Hauptdiagonale
der Systemmatrix erreicht (siche Tabelle 5.5).

Anzahl der Unbekannten 133 482 1828 7112
Speicherplatzbedarf 9.16 kB | 34.40 kB | 132.95 kB | 522.44 kB
Anzahl der durchgefithrten

. 34 71 146 291
[terationen

CPU-Zeit fiir die durch-

225 | 115 95 164
gefiihrten Iterationen 0 S 5 8.95 s 84.64 s

Tabelle 5.5: Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim DIAG-PCCG—Verfahren

Aus der Tabelle 5.5 wird deutlich, daB die Tterationszahl wie h~"' Ine~" wéchst. Daraus
resultiert ein Anwachsen der Anzahl an notwendigen arithmetischen Operationen wie
h=31Ine™!, was sich in der Zunahme der CPU-Zeit um das 8fache widerspiegelt.
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Ein deutlich besser konvergierendes Verfahren ist die Methode der konjugierten Gra-
dienten mit dem Einsatz einer unvollstandigen Cholesky—Faktorisierung als Vorkondi-

tionierer (IC-PCCG-Verfahren). Dies zeigt die Tabelle 5.6.

Anzahl der Unbekannten 133 482 1828 7112
Speicherplatzbedarf 12.62 kB | 48.08 kB | 187.36 kB | 739.28 kB
Anzahl der durchgefithrten

. 15 25 50 100
Iterationen
CPU-Zeit fur die durch-

. . 0.22 s 0.72 s 5.05 s 44.99 s

gefiihrten Iterationen

Tabelle 5.6: Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim IC-PCCG-Verfahren

Wie beim CG-Verfahren gilt die theoretische Aussage, daB die Iterationszahl bei vor-
gegebenem ¢ wie h™' Ine™! wichst. Dies ist auch in der Tabelle 5.6 deutlich erkennbar.
Der Aufwand an arithmetischen Operationen wichst wie A=?Ine™" (N Ine™") was
sich im Ansteigen der CPU-Zeit um etwa das 8fache ausdriickt. Zusatzlich zu dem
im CG-Verfahren benétigten Speicherplatz mufl hier noch der Speicherplatz fiir die
Vorkonditionierungsmatrix bereitgestellt werden.

Beim Einsatz der Methode der konjugierten Gradienten mit einer modifizierten un-
vollstandigen Cholesky—Zerlegung als Vorkonditionierer (MIC-PCCG—Verfahren) er-

halten wir folgende Aussagen:

Anzahl der Unbekannten 133 482 1828 7112
Speicherplatzbedarf 12.62 kB | 48.08 kB | 187.36 kB | 739.28 kB
Anzahl der durchgefithrten

. 8 13 18 29
Iterationen
CPU-Zeit fir die durch-

. . 0.16 s 0.44 s 2.03 s 13.40 s

gefithrten Iterationen

Tabelle 5.7: Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim MIC-PCCG-Verfahren
Bei diesem Verfahren ist theoretisch ein Anwachsen der Tterationszahl wie A=% Ing™!
zu erwarten. Die in der Tabelle 5.7 angegebenen Iterationszahlen wachsen auch un-
gefihr so an. Die bendtigte CPU-Zeit verhilt sich wie A72?Ine™" (N"#)Ine~!. Der
Speicherplatzbedarf ist dergleiche wie beim IC-PCCG-Verfahren.

Der Einsatz von h-hierarchischen Basen (nach YSERENTANT [87]) fihrt auf einen
PCCG-Algorithmus (HB-PCCG-Verfahren), bei dem das Anwachsen der Iterations-
zahl noch schwiacher von h abhangt. In der Tabelle 5.8 sind die bendtigten Iterations-
zahlen zusammengefafit.
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Anzahl der Unbekannten 482 1828 7112
Speicherplatzbedarf 49.66 kB | 179.76 kB | 693.09 kB
Anzahl der durchgefiihrten

) 16 22 29
[terationen
CPU-Zeit fur die durch-

N . 0.49 s 2.63 s 14.66 s

gefithrten Tterationen

Tabelle 5.8: Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim HB-PCCG-Verfahren

Beim HB-PCCG—Verfahren wachst die Iterationszahl bei einem vorgegebenen ¢ wie
Inh="Ine~', d.h. die Anzahl notwendiger Iterationen nimmt jeweils um eine Kon-
stante zu. Dies ist in der Tabelle 5.8 auch erkennbar. Der Aufwand an arithmetischen
Operationen wichst wie A=2Inh™ ' Ine™" (NIn N®®Ine™'). Zusitzlich zu dem beim
CG—Verfahren erforderlichen Speicherplatz muf hier noch der Speicherplatz fiir die
FE-Matrix vom grobsten Netz bereitgestellt werden.

Die effektivsten Verfahren zur Lésung unserer Aufgabe sind Mehrgitterverfahren. Be-
trachten wir zunachst ein Mehrgitterverfahren, bei dem der W-Zyklus mit jeweils zwei
Vor— und zwei Nachglattungsschritten vom GauB-Seidel-Typ durchgefithrt wurde.

Anzahl der Unbekannten 482 1828 7112
Speicherplatzbedarf 32.68 kB | 133.30 kB | 530.33 kB
Anzahl der durchgefithrten

) 4 4 4
[terationen
CPU-Zeit fur die durch- 033 L59 <91
gefithrten Iterationen . 098 s

Tabelle 5.9: Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim Mehrgitterverfahren

Bei Mehrgitterverfahren ist die Iterationszahl bei einem vorgegebenen ¢ unabhéngig
vom Diskretisierungsparameter, d.h. konstant, was durch die Resultate in der Ta-
belle 5.9 bestatigt wird. Der Aufwand an arithmetischen Operationen ist somit pro-
portional zur Anzahl der Unbekannten, d.h. er wichst wie A=*Ine™" (NIne™"). Glei-
ches gilt auch fiir den Speicherplatzbedarf. Bei diesen Verfahren miissen die FE-
Gleichungsysteme fiir alle Vernetzungen abgespeichert werden. Im Vorbereitungs-
schritt fiir den Mehrgitteralgorithmus sind zusédtzlich die FE-Gleichungssysteme fiir
alle Netze zu generieren. Dies erforderte in unserem Beispiel bei der Lésung des Glei-
chungssystems mit 7112 Unbekannten 1.72 s.

Mehrgitterverfahren konnen auch zur Konstruktion von Vorkonditionierungsoperatoren
genutzt werden. Dies fithrt dann auf die sogenannten MG(m)-PCCG-Verfahren, wobei
m die Anzahl der durchzufithrenden Mehrgitterschritte bei der Losung der Vorkonditio-
nierungsgleichungssysteme ist. Wir erhalten mittels des MG(1)-PCCG-Verfahrens die
folgenden Resultate, wobei obiger Mehrgitteralgorithmus eingesetzt wurde (W-Zyklus,
2 Vor— und Nachglattungsschritte vom GauB-Seidel-Typ).
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Anzahl der Unbekannten 482 1828 7112
Speicherplatzbedarf 47.74 kB | 190.42 kB | 752.90 kB
Anzahl der durchgefiihrten

) 3 3 3
Iterationen

CPU-Zeit fur die durch-

gefithrten Tterationen

0.33 s 1.70 s .40 s

Tabelle 5.10: Rechenzeit und Speicherplatzbedarf beim MG(1)-PCCG-Verfahren

Auch beim MG(1)-PCCG-Verfahren ist die Iterationszahl bei vorgegebenem ¢ un-
abhédngig vom Diskretisierungsparameter h. Zusétzlich zu den fiir den Mehrgitteralgo-
rithmus benétigten Speicherplatzen mufl noch der Speicherplatz fiir die Hilfsfelder des
PCCG—Verfahrens bereitgestellt werden. Der Speicherplatzbedarf ist proportional zur
Anzahl der Unbekannten. Wenn beim Einsatz des Mehrgitterverfahrens mehr als fiinf
Iterationen benodtigt werden, dann ist i.a. das MG(1)-PCCG-Verfahren effektiver als
das ,reine“ MG—Verfahren.

Zum Abschluf} vergleichen wir nochmals alle Verfahren hinsichtlich der bendétigten
CPU-Zeit und des Speicherplatzbedarfs.

Anzahl der Unbekannten 133 482 1828 7112

0.02 s 0.38 s 4.56 s 63.28 s
13.66 kB 92.00 kB | 661.61 kB | 5039.52 kB

250.90 s 3841.70 s
7.08 kB | 26.87 kB

133.08 s 1990.88 s
7.08 kB | 26.87 kB

Cholesky—Verfahren

Jacobi—Verfahren

Gaull-Seidel-Verfahren

CG-_Verfahren 0.55 s 5.98 s 75.75 s 1016.23 s

9.16 kB | 34.40 kB | 132.95 kB | 522.44 kB
0.22 s 115 s 8.95 s 84.64 s

DIAG-PCCG-Verfahren | 0" 5 1 3040 kB | 132.95 kB | 522.44 kB
0.22 s 0.72 s 5.05 s 44.99 s

1C-PCCG-Verfahren 12.62 kB | 48.08 kB | 187.36 kB | 739.28 kB
0.16 s 0.44 s 2.03 s 13.40 s

MIC-PCCG-Verfahren 12.62 kB | 48.08 kB | 187.36 kB | 739.28 kB
0.49 s 2.63 s 14.66 s

HB-PCCG-Verfahren 49.66 kB | 179.76 kB | 693.09 kB
. 0.33 s 1.59 s 8.24 s

Mehrgitter-Verfahren 32.68 kB | 133.30 kB | 530.33 kB
0.33 s 1.70 s 8.40 s

MG(1)-PCCG-Verfahren 4774 kB | 19042 kB | 752.90 kB

Tabelle 5.11: Vergleich aller vorgestellten Auflésungsverfahren
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Die Tabelle 5.11 zeigt, daB das Cholesky—Verfahren fiir Gleichungssysteme mit wenigen
Unbekannten beziiglich der bendtigten CPU-Zeit am effektivsten ist. Zur Losung von
grofdimensionierten Gleichungsystemen sollten nur Mehrgitterverfahren oder PCCG—
Verfahren eingesetzt werden. Dabei sind die Mehrgitterverfahren und die MG(m)-
PCCG-Verfahren die effektivsten Verfahren, da bei ithnen die Tterationszahl unabhéngig

vom Diskretisierungsparameter ist.

In der Abbildung 5.9 ist der Niveaulinienverlauf des berechneten Temperaturfeldes
dargestellt.

Abbildung 5.9: Darstellung des Niveaulinienverlaufs des Temperaturfeldes
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Kapitel 6

Galerkin—FEM fiir parabolische
Anfangs—Randwertaufgaben

6.1 Die stetige, die semidiskrete und die volldiskrete Auf-
gabe

Wir betrachten das instationire Warmeleitproblem (siehe auch Abschnitt 2.2.2):

Gesucht ist das Temperaturfeld u(z,t), fir das
2
g—? — 2. aii <)\7;(;v,t)aagi> = f(z,1) fir alle (z,t) € Qr,
QT =) x (0, T)
gilt sowie die Randbedingungen
u(z,t) = ¢i(z,t) fiir alle z € T'y, t € [0, 7]
(6.1)
Ou _ / fiir all Ty, 1 €0,7]
aN = ga(z,1) ur alle x € 1y, t €[V,
du ;
aN + a(z, u(z,t) = az,t)gs(z,t) fiir alle z € T'y, t € [0, 7]
und die Anfangsbedingung
u(z,0) = wug(x) fiir alle z € O
erfiillt werden.

Den Ausgangspunkt der FE-Diskretisierung bildet wieder eine Variationsformulierung,
die sogenannte Linienvariationsformulierung. Um diese zu erhalten, multiplizieren wir
die Differentialgleichung und die Anfangsbedingung aus der Aufgabe (6.1) mit einer
Testfunktion v(z) € Vo, Vo = {v(z) € H'(Q) : v(z) =0 auf I';} und integrieren

iiber ). Damit erhalten wir

Q/ [% a 2; aii (Ai(x,t)§:i>]v($) dr = Q/f(x,t)v(x) de .

Die partielle Integration im elliptischen Anteil liefert

[ v+ Snengs gl — [ Geeis = [ sto. vty

=1
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Beachten wir noch die Randbedingungen, dann ergibt sich

/g_l;v(x) dx +/ [Zz:;)\z@,t)aaz a@;] dx —i—/a(x,t)u(x,t)v(.r) ds

SES

flz, t)v(z) dx+/gg(;v,t)v(:1:) ds—}—/a(:v,t)gg(:z:,t)v(:v) ds.

Eine Variationsformulierung des Problems (6.1) lautet somit:

Gesucht ist u(x,t) € V,, mit u€ Ly(Q) fiir fast alle ¢ € (0,T), so daB
(&,v)o +a(t,u,v) = (F(1),0) fir alle v € Vj und fiir fast alle ¢t € (0,7)

(u(z,0),v)0 = (uo,v)o fiir alle v € V
(6.2)

Das Problem (6.2) wird auch als Linienvariationsformulierung bezeichnet. Um eine
Diskretisierung der Aufgabe (6.2) zu erhalten, fithren wir zuerst eine FE-Diskretisie-
rung beztiglich der Ortsvariablen durch. Dazu verwenden wir den folgenden Loésungs-

ansatz

up = up(a,t) = Y wi(t)pi(x) + Y wei(t)pi(e)

iEwh iE“/h

wobei wir hier wieder die im Abschnitt 4.3.1 eingefithrten Mengen wy, und #;, benutzen.
Die Koeffizienten u, ;(t) sind durch u,;(t) = g1(x;,t) definiert.
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Damit erhalten wir

Gesucht ist up(z,t) € V,,, mit = Ly(Q) fir fast alle ¢ € (0,7), so daB

('&h,vh)o +a(t,up,vp) = (F(t),v,) firalle v € Vg, und fiir fast alle ¢ € (0,7)

(up(z,0),01)0 = (uo,vn)o fiir alle v € Vg,
(6.3)

mit

Vo = {un(2,1) = wn(e,t) = ¥ wit)pi(a) + ¥ wai®pila)}

tEWh (215073
Vor = {o(2) : wile) = % vipi(e)}
tCwp

gilt.

Beachten wir die konkrete Gestalt der Funktion wy(z,t), und setzen wir fiir v,(z) die
Funktionen pg(x), k € wp, nacheinander ein, dann folgt:

Gesucht st wy (1) = [ui(t)]i e w,, so dabB fir alle k € wy, und fir fast alle ¢ € (0,7)
Z . ( pzapk + Z Usj apzapk> - <F(7L>apk> - Z u*,i(t>a(tapiapk)
i€ wp i€ wp it €
— > i (8)(pis pr)o
1€ Yh (6.4)
Z ui(o)(pi7pk)0 = (Uouﬂk)o - Z u*,z'(o)(l?npk)o
i Ewp 1EYh
giiltig ist, d.h. gesucht ist  w;(t) = [ui(t)])icw,, so dabB
My, (t) + Kn(tu,(t) = [, () fiir fast alle ¢ € (0,7)
(6.5)
Myu(0) = g,
mit
M;, = [(pi,Pr)o)ik cw, (Massematrix)
Ki(t) = la(t,pspr)likew, (Steifigkeitsmatrix)
ih(t) = [<F(t)7pk> - EX: u*7i(t)a(t7pi7pk)
i E€Eh
— 2 Ui (1) (piypr)olk € wy, (Lastvektor)
tEp
g9, = [(uo, pr)]k € wn (Vektor der ,Momente“ der
— Z Ui (0)(piy Pr)o Anfangstemperatur)
1€
gilt.
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Zur Bestimmung der Vektorfunktion wy,(t) = [ui(t)]icw, haben wir das System (6.5)
gewodhnlicher Differentialgleichungen mit der Anfangsbedingung w,(0) = M; ! g, er-
halten. Die Aufgabe (6.5) wird auch als semidiskrete Ersatzaufgabe bezeichnet. Zur
naherungsweisen Losung dieses Systems gewohnlicher Differentialgleichungen nutzen
wir ein o-gewichtetes Differenzenschema. Wir diskretisieren das Zeitintervall (0,7'),

d.h.
(0,7) : 0=tg<ty < ...<t; < ...lpy=T

mit der Zeitschrittweite 7 = t;47 — t; = T/m. Wir wihlen hier der Einfachheit
halber eine feste Zeitschrittweite 7. Es wéare aber auch eine Wahl der Zeitschrittweite
in Abhéangigkeit vom Zeitschritt moglich. Als Ergebnis erhalten wir die wvolldiskrete
FErsatzaufgabe (o0—gewichtetes Schema). Fithren wir die Bezeichnung ul = [wi(t;)]icw,
ein, dann gilt:

Gesucht ist w) = [ui(t;)]iew, » so daB fiir alle j =1,2, ... ,m
i — i , -~ .
Mh% + o K (t)ul 4+ (1 — o) Kp(tj)uy ™ = ¢ (6.6)

gilt mit ) = of,(t;)+ (1 —0o)f,(tj-1) sowie die Anfangsbedingung

uf) = LM,L_lgh (6.7)
erfillt wird.

Fir o = 0 heit das Schema (6.6) explizites Schema, fir o = % Crank—Nicolson—
Schema und fir o =1 rein implizites Schema (siehe auch [27, 30, 80]).

Aus der Aufgabe (6.6) ist ersichtlich, dal zur Bestimmung des Losungsvektors gﬁ zZum
Zeitpunkt ¢; ein lineares Gleichungssystem der Gestalt

(M), + G'T[X,h(tj))gi = (M, —(1— G')T[(h(tj_l))gi_l + Tapj (6.8)

zu losen 1st. Als Auflésungsalgorithmen kénnen die im Kapitel 5 beschriebenen Ver-
fahren genutzt werden.

Bemerkung 6.1 Man kann die Matrix M} auch durch die Diagonalmatrix
D = [(Dn)iiliew, = [ ) (Mh)ij]_
JEWR 1EWh

ersetzen. Diese Vorgehensweise ist aus der Literatur als ,mass—lumping® bekannt. Mit
der Matrix Dj, anstelle der Matrix M}, ist das Gleichungssystem (6.8) fiir o = 0 auf
Grund der Diagonalgestalt von D} besonders einfach lésbar.

6.2 Konvergenz und Stabilitit

Eine wichtige Frage bei derartigen Schemata ist die Frage nach der Stabilitdt. Ein
Schema heiBt stabil, wenn kleine Anderungen in der Anfangsbedingung und der rech-
ten Seite auch nur kleine Anderungen in der Lésung verursachen. Fir ¢ = 0 erhalten
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wir nur ein bedingt stabiles Schema. Es ist nur dann stabil, wenn fiir die Diskre-
tisierungsschrittweiten A und 7 die Relation 7 < h?/c mit einer (hier nicht niher
erlauterten) Konstanten ¢ gilt. Fiir o > J ist das Schema (6.6) unbedingt stabil,
d.h. stabil unabhéangig von der Wahl von A und 7.

Zum Abschluff geben wir zwei Fehlerabschatzung an. Weitere Fehlerabschatzungen

kann der Leser z.B. in [27, 30, 80] finden.

Falls u(z,t) hinreichend glatt ist und wir stiickweise lineare Ansatzfunktionen bei der
FE-Diskretisierung beziiglich des Ortes nutzen, dann gilt in der H'- bzw. in der L,—
Norm

tr  o=1
[ulz,t;) —un(z,tj)|lo2e < c(u) h? + 72 o= %

h+T o=1
[u(z,t;) —un(z,tj)|lh2e < clu) h 472 o=1

fur alle y =0,1, ..., m.
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