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Gegeben sei das Variationsproblem: Gesucht ist u € V; := {v € H'(0,1) : v(0) = 0},

sodass
a(u,v) = (F,v) fir alle v € V4.

Dabei ist die Bilinearform gegeben durch

a(u,v) = /0 lagu/ (2)v'(x) + bou' (x)v(x) + c(z)u(z)v(z)] dz

wobei ag, by € R und ¢: (0,1) — R mit
ap >0, by>0, c¢(xr)>0 firze (0,1) und ce L>(0,1).

Die Linearform ist gegeben durch

(F,v) ::/0 f(z)v(z)dz

mit f € L*(0,1). Man zeige, dass die Losung des Variationsproblems im Sobolev-
Raum H?%(0,1) liegt.

Gegeben sei der Raum Vj und die Bilinearform a : V) x Vj — R wie in Aufgabe 36.

Fiir g € L?(0,1) wird das duale Problem betrachtet:
Gesucht ist z € Vj : a*(z,v) = (9,v)r200,1) fiir alle v € Vj,
mit der dualen Bilinearform
a*(u,v) = a(v,u) tiir alle u,v € V.

Man zeige, dass die Losung z € Vj des dualen Problems in H?(0,1) liegt. Weiters
zeige man, dass die Abschéitzung

|Z|H2(O,1) < CS||9||L2(071) mit cg > 0
erfiillt ist.

Fir V, = Vo = {v € H(0,1) : v(0) = 0} seien fiir a : V5 x V; — R die Voraus-
setzungen vom Satz von Lax-Milgram erfiillt. Weiters sei /' € V" und V}, sei der
Raum der stiickweise linearen und stetigen Funktionen mit dem diskreten Teilraum
Vo, = Vo NV, Weiters sei u € Vj die Losung des Variationsproblems:

Gesucht ist u € Vj : a(u,v) = F(v) fiir alle v € V4.

Fiir eine Folge von Zerlegungen {7,} mit h — 0 zeige man fiir die entsprechenden
Néherungslosungen wy, € Vp 3, dass gilt

|u—unll gy — 0 fir h — 0,

auch wenn u ¢ H?(0,1).

Hinweis: Man verwende die Tatsache, dass der Raum H?(0, 1) dicht in H'(0, 1) liegt
und beniitze weiters das Lemma von Céa.



Programmierteil.

Gegeben sei das Modellproblem
—u(z) = n?sin(nz) fiir € (0, 1), u(0) = u(1) = 0.

Man bestimme die exakte Losung fiir dieses Modelproblem und zeige u € H'(0,1).
Man schreibe eine Routine, welches dieses Modellproblem néherungsweise fiir eine
gleichméfige Zerlegung mit 2", n = 1,...,10,... Elementen 16st. Fiir diese Néhe-
rungslésungen bestimme man den L?(0, 1)-Fehler, indem man die Routine von Auf-
gabe 35 verwendet. Man stelle den Fehler beziiglich der Maschenweite h grafisch dar
und vergleiche diese Resultate mit den theoretischen Aussagen aus der Vorlesung.

Fiir die Klasse SMatrix implementiere man die Matrix-Vektor-Multiplikation. Dazu
soll der Operator * iiberladen werden, d.h. man implementiere eine Methode der
Bauart

Vector operator*(const Vector &x) const;

welche den Vektor der Matrix-Vektor-Multiplikation zuriickgibt. Man teste diese
Routine an einem geeigneten Beispiel.



