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Es seien X und Y zwei normierte Vektorrdume, wobei Y vollstindig ist. Weiters
sei D C X ein dichter Unterraum und A : D — Y ein linearer und beschriankter

Operator. Man zeige, dass A eine eindeutige lineare und beschriankte Fortsetzung
auf X besitzt.

Betrachtet werde das Dirichlet-Randwertproblem

—u"(z) + (1 + sin(x))u(z) = f(z) fir z € (0,1),

Man transformiere dieses Randwertproblem auf eines mit homogenen Randdaten
und gebe davon die Variationsformulierung an.

m Man betrachte die Funktion

«

u(z) = x%, acR.
Fiir welche a € R ist u € L*(0,1) bzw. v € H*(0,1)?
Betrachtet werde das Neumann-Randwertproblem

—u"(z) = f(z)  fiir x € (0,1),

Fiir dieses Randwertproblem leite man eine Variationsformulierung her:
Gesucht ist u € V, sodass
a(u,v) = (F,v) fir alle v € Vj (2.1)
erfiillt ist.
Weiters zeige man die folgenden Aussagen.
(a) Falls das Variationsproblem (2.1) eine Losung besitzt, dann gilt

(F,c) =0 fiir alle ¢ € R. (2.2)

(b) Falls u € V, eine Losung des Variationsproblems (2.1) ist, dann ist @ := u + ¢
mit ¢ € R auch eine Losung.

(c) Fiir die Wahl ¢ = — fol u(x)dz, gilt

GeV = {UeH1<o,1):/01u(x)dx:o}.

(d) Falls die Bedingung (2.2) erfiillt ist, dann ist die Losung des Variationspro-
blems:



Gesucht ist u € V, sodass
a(i,0) = (F,0)  firalled eV

erfiillt ist,

auch eine Losung des Variationsproblems (2.1).
Man zeige die Poincaré-Ungleichung: Es existiert eine Konstante cp > 0, sodass gilt

1 272
ol < cr [Wﬁﬂ(o,n + ([ ) ] fir alle v € H'(0,1).
0

Hinweis: Man integriere die Gleichung

beziiglich z iiber das Intervall (0, 1).

Man zeige, dass das Variationsproblem (2.1) genau dann eine Losung besitzt, wenn
die Losbarkeitsbedingung

(F,c) =0 fir alle c € R

erfiillt ist. Unter dieser Bedingung zeige man, dass eine Losung des Variationspro-
blems (2.1) bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt ist.

Hinweis: Man verwende die Poincaré-Ungleichung um die V-Elliptizitéit von af-,-)
Zu zeigen.



