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2 Parabolische Differentialgleichungen

2.1 Variationsformulierung von parabolischen
Anfangs-Randwertproblemen

Ausgehend von der klassischen Formulierung wollen wir in diesem Abschnitt eine schwa-
che Formulierung herleiten.

2.1.1 Klassische Formulierung

Wir betrachten das beschrinkte Gebiet Q C RY, d = 1,2,3 mit hinreichend glatten
Rand I' = 0Q = I'p U T'y und weiters das Zeitintervall (0,7) mit 0 < 7" < oo. Wir
definieren dann den Raum-Zeit-Zylinder Q7 := Q x (0,T) € R4, Die Problemstellung
lautet dann: Gesucht ist u : Q; — R, sodass

E(m,t) + (Lu)(z,t) = f(x,t) fir (z,t) € Qr, (2.1)
u(z,t) = gp(x,t) fur (z,t) € I'p x (0,7), (2.2)
(A(x)Vu(z,t)) - n(x) = gn(z, t) fir (z,t) € 'y x (0,7), (2.3)
u(z,0) = up(x) fiir v € Q (2.4)

mit dem Differentialoperator
(Lu)(z,t) := —div(A(x)Vu(x,t)) + b(z) - Vu(z,t) + c(x)u(z,t),
den hinreichend regulédren Koeffizienten
Ax) e R b(x) €eRY c(z)eR  fiirz e
und den gegebenen skalaren Daten f, gp, gn, ug.

Beispiel 2.1 (Das d-dimensionale parabolische Modellproblem). Fir A =1,b =0 und
c = 0 erhalten wir das d-dimensionale Modellproblem
ou .
E(:c,t) — Au(z,t) = f(x,t) fir (z,t) € Qr,

= gp(z,1) fir (z,t) € I'p x (0,7,

)
)
—(x,t) = gn(z,t) fir (z,t) € I'n x (0,7,
) = uo(x) fiir x € Q.

(

lim gp(z,t) = up(x) fir allex € T'p
t—0

erfiillen, damit fiir die klassische Losung u die Stetigkeit gewahrleistet werden kann.
Weitere Diskussionen iiber die Funktionenrdume im klassischen Sinn werden hier nicht
behandelt.



Bemerkung 2.2. Fir den Full gp # 0 kann die Problemstellung (2.1)-(2.4) homoge-
nisiert werden, falls es eine Funktion g : Qp — R gibt fiir die gilt

g(x,t) = gp(x,t) fir alle (z,t) € T'p x (0,T).
Auf Grund der Bemerkung 2.2 betrachten wir im Weiteren den Fall gp = 0.

2.1.2 Semi-Variationsformulierung

Die Herleitung dieser Variationsformulierung beruht auf den folgenden Schritten:

Multiplikation der Differentialgleichung (2.1) mit einer Testfunktion v : Q — R.

Integration iiber das Rechengebiet €.

Partielle Integrations des Hauptteils.

Einarbeitung der natiirlichen Randbedingung (2.3).

Die wesentliche Randbedingung (2.2) und die Anfangsbedingung (2.4) werden ex-
plizit gefordert.

Wir erhalten dann die Variationsformulierung: Gesucht ist u : Q@ — R mit u(x,t) = 0
fir (z,t) € I'p x (0,7, sodass

0
57 @ 0u@) +alu(-0),0) = (F(1),v),
o Ot
fiir alle v : @ — R mit v(z) = 0 fiir z € T'p und weiters

u(z,0) = up(x) fiir alle 7 € Q
erfiillt ist. Dabei ist die Bilinearform fiir ¢ € (0,7T) gegeben durch
a(u(-,t),v) = / [A(z)Vu(z, t) - Vu(z) + b(z) - Vu(z, t)v(z)
0
+ c(z)u(z, t)v(z)|dx

und die Linearform ist definiert als
(Plt).0)i= [ fotp@de s [ gl s,
Q I'n

Zur einfacheren Darstellung schreiben wir jetzt die Funktion u = wu(z,t) also Funktion
von t, deren Werte Funktionen von x sind, also

u(z,t) = u(t)(x).



Unter Verwendung der schwachen Ableitungen aus Kapitel 7?7 und des daraus resultie-
renden Funktionenraums

V:{UEHI(O,l):v:OaufFD}

ergibt sich fiir klassiche Voraussetzungen beziiglich der Zeit die Semi-Variationsformulierung:
Gesucht ist u € C'([0,T], V), sodass

(U, 0) 20 + alu(t),v) = (F(t),v) fiir alle v € V und alle ¢t € (0,7,
. (2.5)
u(0) = g inV

erfiillt ist. Dabei stellen wir an die Daten die Voraussetzungen
fec(o.T],L*(Q), gy €C(0,T],L*(Ty)), u €V,
beziehungsweise an die Koeffizienten
A€ [L2)™, be =)', ceL®(Q).

Unter diesen Voraussetzungen ist die Bilinearform a : V' XV — R beschrankt und weiters
ist F(t) € V* fiir alle t € [0,7] und, siche Kapitel ?7.

Ziel ist es nun die klassischen Voraussetzungen beziiglich der Zeit auch abzuschwachen.

2.1.3 Abstrakte Variationsformulierung unter Verwendung von Bochner
Analysis

In diesem Abschnitt wollen wir, ausgehend von einer abstrakten semi-variationellen For-
mulierung, unser endgiiltiges Variationsproblem herleiten. Dazu seien V' und H zwei
Hilbert Raume mit V' C H. Weiters sei a : V x V' — R eine auf V beschrankte und ellip-
tische Bilinearform. Dann betrachten wir die semi-variationelle Formulierung: Gesucht
ist w € C1([0,T7],V), sodass

(W' (t),v) y + a(u(t),v) = (F(t),v) fir alle v € V und alle t € (0,7),
(u(0),w) = (up, w) fir alle w e H

erfiillt ist. Dabei sei vorerst F' € C([0, 7], V*).

Definition 2.3 (Bochner-mefbar). Eine Funktion w : (0,7) — V heiffit Bochner-
mefsbar, falls die Funktionen
t— (G, w(t))

fir alle G € V* auf (0, T) Lebesque-mefbar sind.

Lemma 2.4. Sei w: (0,T) — V Bochner-meflbar, dann ist die Funktion
t = |lw@®)lly

Lebesgue-mefsbar.



Beweis. Sei w: (0,7') — V Bochner-mefbar, dann ist die Funktion

(G, w(t))

s 2l
Gy

fiir alle 0 # G € V* Lebesgue-mefbar. Das Supremum von einer Folge von Lebesgue-
mefsbarer Funktionen ist wiederum Lebesgue-meftbar und somit folgt, dass

G,w(t
w®lly = sup 0O
ozcevs [IGlly-

Lebesgue-mefsbar ist. [ ]

Definition 2.5. Sei V' ein Banachraum, dann definieren wir die Menge der Funktionen
L*((0,7),V) := {v :(0,T) = V : v ist Bochner-mefbar und [[v[| 21 vy < oo} ,
mat . N
lolhonn = | | o]

Bemerkung 2.6. Man kann zeigen, dass die Menge L*((0,T),V) ausgestattet mit der
Norm ||| p2((0.1) vy vollstindig ist, also ein Banachraum ist.

Fir v € C1([0,T],V) gilt

d
(W' (t),v)y = a(u(t),v)H fir alle v € V.

Dies motiviert nun einen schwachen Ableitungsbegriff fiir die reelle Funktion
t = (u(t),v)y
einzufiihren.

Definition 2.7. Fine Funktion w' € L*((0,T),V*) heifit verallgemeinerte Ableitung
einer Funktion w € L*((0,T),V) beziglich H, falls fiir alle v € V die Funktion t
(W'(t),v) die schwache Ableitung der Funktion t — (w(t),v)y auf (0,T) ist, das heifst
es qilt

T T
| et o.0a = [ oo
0 0
fir alle v € V und alle ¢ € C*(0,T).

Bemerkung 2.8. Fulls fiir eine Funktion w € L*((0,T),V) die schwache Ableitung
w' € L*((0,T),V*) ewistiert, schreiben wir auch

d

%(w(t)w)H = (w'(t),v) fiir alle v e V.



Definition 2.9. Mit H'((0,T),V; H) bezeichnen wir den Sobolev-Raum, mit Funktionen
aus L*((0,T),V) fir die, die schwache Ableitung in L*((0,T),V*) beziiglich H existiert,
also

H'Y((0,T),V;H) := {v e L*(0,T),V) : es exzistiert v' € L*((0,T), V") beziglich H} .

Weiters wird durch

[N

2 2
[l oy = [l + 101200
eine Norm auf H*((0,T),V; H) definiert.

Theorem 2.10. Die Einbettung H'((0,T),V; H) C C([0,T], H) 1ist stetig. Das heifst, es
existiert eine Konstante c; > 0, sodass

max [0(0) Ly < cullvlln vy i alle v € H((0.7),V: H)

Beweis. Beweisskizze siche Ubungen oder siehe [Zeidler]. n

Theorem 2.10 garantiert, dass die Punktauswertung u(0) wohldefiniert ist in H. Mit den
oben eingefithrten Rdumen konnen wir nun das endgiiltige Variationsproblem aufstellen:
Gesucht ist w € H'((0,T),V; H), sodass

d
E(u(t), v)y + alu(t),v) = (F(t),v) fir alle v € V und fast alle t € (0,7),

u(0) = ug in H

(2.6)

erfiillt ist. Dabei ist das Variationsproblem (2.6) wohldefiniert fiir £ € L2((0,7),V*)
und uy € H.

Bemerkung 2.11. Verwendet man den von der Bilinearform a : V xV — R induzierten
Operator A : V. — V*, so ldsst sich das Variationsproblem (2.6) schreiben als: Gesucht
istu € HY((0,T),V; H), sodass

u'(t) + Au(t) = F(t) in V* und fast alle t € (0,T),

u(0) = ug in H (2.7)

erfillt ist. Man spricht dabei auch von einer gewohnlichen Differentialgleichung im Ba-
nachraum.

Theorem 2.12. Es seien V und H zwei seperable Hilbertraume mait V- C H. Weiters
set V' dicht in H und es existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass

vl g < cellvlly fir alle v € V.

Die Bilinearform a : V x V. — R sei V-beschrinkt und V -elliptisch. Dann gibt es fiir
jedes F € L*((0,T),V*) und ug € H eine eindeutige Losung u € H*((0,T),V; H) vom
Variationsproblem (2.6) mit

oyt < €s [l + IF oy |-



Beweis. Siche zum Beispiel |Zeidler]. n

Bemerkung 2.13. Fir das parabolische Modellproblem sind die Voraussetzungen von
Theorem 2.12 fiir die Hilbertriume H = L*(Q) und V' C HY(Q) erfillt.

Theorem 2.14. Es seien die Voraussetzungen von Theorem 2.12 erfillt und weiters sei
F e L*((0,T),H). Dann gilt fir die eindeutige Losung u von (2.6) die Abschitzung

t
lu@)lly < e luoll +/ e N F(s)| s firallet € (0,T),
0

mita:%>0.

Beweis. Siehe zum Beispiel |Zulehner]. n

Korollar 2.15. Es seien die Voraussetzungen von Theorem 2.12 erfillt. Fiir ug,wy € H
seien u,w € H'Y((0,T),V;H) die eindeutigen Lisungen von (2.6) beziiglich den zwei
Anfangswerten ug, wo mit rechter Seite F € L*((0,T), H). Dann gilt die Abschiitzung

u(t) = w(t)l g < oo —wolly,  fiir alle t € (0,7).

Beweis. Einfach. m

Bemerkung 2.16. Die V -Elliptizitditsbedingung in Theorem 2.12 kann ersetzt werden
durch die Garding-Ungleichung, also es existieren ¢f > 0 und A € R, sodass die Abschit-
2ung

a(v,v) + A|vl|3, > Soll} firallev €V

qgilt.

2.2 Semi-Diskretisierung
2.2.1 Vertikale Linienmethode

Die Grundidee besteht darin eine Néherung fiir die Funktion v = wu(t)(z) zu finden
indem man die schon bekannte Finite Elemente Methode beziiglich dem Ort anwendet.
Zur Vereinfachung betrachten wir F' € C([0,7],V*) und u € C'([0,T], V).

Da der Raum V dicht in H liegt ist, kann die Anfangsbedingung geschrieben werden als

u(0) = ug in H,
< (u(0),v)y = (up,v)y  fiiralleve H,
& (u(0),v)y = (up,v) g fir alle v € V.
Somit ist das folgende Variationsproblem der Ausgangspunkt fiir unsere Semi-Diskretisierung:
Gesucht ist u € C'([0,T], V), sodass

d

a(u(t),v)H + a(u(t),v) = (F(t),v) fir alle v € V und alle t € (0,7),

(2.8)
(w(0),v) y = (ug,v) fir alle v € V.



Fiir die Diskretisierung betrachten wir jetzt einen endlichdimensionalen Teilraum Vj, C V/
und definieren dann das folgende Problem: Gesucht ist u; € C'([0,T], V4), sodass

d

a(uh(t), vn) g + aup(t),vn) = (F(t),v,)  fiir alle v, € V, und alle t € (0, 7)),

(2.9)
(un(0),v) g = (uo,vn) g fiir alle vy, € V.

Analog zu Kapitel ?? wahlen wir eine Basis fiir den diskreten Raum V},, also V,, =

span{y; }", und verwenden den Ansatz

up (v, t) = Zug‘(t)%’(m)

mit den Zeitabhéngigen Koeffizienten w; : [0,7] — R, j = 1,...,n;. Somit ist das
Variationsproblem (2.9) dquivalent zu

Nh

Z(goj,goi)Hu;(t)—G—Za(gaj,gpi)uj(t):<F(t),g0i> Vi=1,...,n,, Vte(0,T),

Jj=1

Nh

J=1

Wir definieren nun die Matrizen

Mi= (@ ednlize wnd Kne=lales el

und die Vektoren

£y @) = [E@),ealily, g, = [(uo,pi) gy und wy,(t) = [u (] -

Dabei ist K; € R™*" die Steifigkeitsmatrix aus Kapitel ?? und M, € R™*" wird
als Massematrix bezeichnet. Mit diesen Definitionen ist das diskretisierte Problem (2.9)
aquivalent zum System gewdhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung: Gesucht
ist u, € C'([0,T],R"), sodass

Myuy, (t) + Kpuy, (t) = ih(t) fir alle t € (0,7),

Mpu,(0) = g (210

W
Lemma 2.17. Die Massematrixz My, € R"™> " st symmetrisch und postiv definit.

Beweis. Symmetrie folgt aus der Symmetrie Eigenschaft des Skalarprodukts, also
(0j,0i)y = (@i ;) und die postiv Definitheit folgt analog aus der Positivitat des
Skalarprodukts. [ ]



Theorem 2.18 (Picard-Lindelof). Sei f € C([0,T] x R",R") Lipschitz-stetig beziiglich
der 2. Variable, also es existiert eine Konstante L > 0, sodass

£t w) = f(t.0)]| < Lllu - o]

fir alle u,v € R™ und alle t € [0,T] erfillt ist. Dann existiert fir alle u, € R" genau
eine Losung u € C'([0,T],R™) des Anfangswertproblems

u'(t) = f(t,ut))  firallet € (0,T),

u(0) = y,.

Beweis. Siehe gewohnliche Differentialgleichungen. [ ]

Da nach Lemma 2.17 die Massematrix M, invertierbar ist, ist die Lipschitzbedinung
fiir die rechte Seite f(t,w,) := M, [ih(t) - thh] von unserem Anfangswertproblem
(2.10)

||i(taﬂh) - i(taﬂh)” = HMh_lKh(@h - Qh)” < HMh_lKhH lu, — vull = Lallw, — vy
erfiillt mit der h-abhéngigen Libschitz-Konstante L; = HM K, h|| < 00. Somit ist nach

Theorem 2.18 das diskrete Anfangswertproblem (2.10) eindeutig losbar.

2.2.2 Der Semi-Diskretisierungsfehler
Fiir die Naherungslosung uy, € C'((0,7),V4) von (2.9) wollen wir den Fehler

£) — up(t
e flu() = un ()]

beziiglich der exakten Losung u € C*((0,T),V) von (2.8) geeignet abschitzen. Dazu
benétigen wir den folgenden Operator.

Definition 2.19 (Ritz-Projektion). Seia: V xV — R eine beschrinkte und elliptische
Bilinearform beziiglich V. Die Ritz-Projektion Ry, : 'V — Vj ist fir ein u € V' definiert
als die Losung des Variationsproblems: Gesucht ist Ryu € V},, sodass

a(Rpu,vp) = a(u,vy) fiir alle v, € V,
erfillt ist.

Es lasst sich leicht zeigen, dass die Ritz-Projektion wohldefiniert ist und einen linea-
ren und beschriankten Operator definiert. Weiters sieht man leicht, dass R, : V. — V},
tatsachlich eine Projektion ist, also Ry R, = Ry,.

Die Grundlegende Idee fiir die Fehlerabschétzung ist gegeben durch die Aufspaltung
u(t) —up(t) = ut) — Ryu(t) + Rpu(t) — un(t) = on(t) + On(?),

mit o, (t) = u(t) — Rpu(t) € V und 0,,(t) := Ryu(t) — up(t).



Lemma 2.20. Fir den Fehler op(t) := u(t) — Ryu(t) € V gilt
0 €CHO.TLY)  wnd  gy(t) = (T — Ra)ul(0).
Beweis. Ubung. ]
Lemma 2.21. Fir den Fehler 0(t) := Ryu(t) — up(t) € V3, gilt
0 € CHI0,ELV),  O() = R () — (1)
und
(05, (t), vn) g + a(On(t),vn) = —(0,(t),vn)u  fiir alle vy, € Vi, und alle t € [0,T).
Beweis. Die ersten beiden Behauptungen folgen analog zu Lemme 2.21. Sei u €
C'([0,T7],V) die Losung von (2.8) und wuy, € C*([0,T], V4) die Nidherungslsung von (2.8),
dann gilt wegen V}, C V, dass
(W' (t), vn) i + a(u(t),vy) = (F(t),vn) fir alle v, € Vj, und alle ¢t € [0, 7.

Daraus folgt fiir v, € V3, und t € [0, 7] weiters

0= (u'(t) —up(t),vn)m + alu(t) — up(t), vs)
= (u'(t) — Rpu/(t) + Rpt(t) — up,(t), vn)m + a(Rpu(t) — up(t), vp)
= (6h(8), vn)m + (04(t), vn) i + a(On(t), vn)-

Und somit ist die Behauptung bewiesen. [ ]

Lemma 2.22. Fir die obigen Fehler o, € V und 0y, € V}, gilt die Abschdtzung

t
10Nl < 10 (0)]] +/ lon(s)llds — fir alle t € [0,T7].
0
Beweis. Mit Lemma 2.21 gilt fiir ¢ € [0, 7] mit v, = 6,

(65,(2), 0n()) 11 + a(On(t), On(t)) = —(04(t), On(t)) ar-
Unter Verwendung der Identitat

(6h(0), B0 (0))r = 5 (Bu(0), O (0))r = 5 100 = 1000y 10 6)

folgt dann weiters

16 (¢ )”HdtH9h< e = —alOn(), 0n(t)) = (24 (t), On(t)) 1

< @l el10n ()l -

10



Somit gilt die Abschitzung

d / .
10Ol < len@®)lly;  fir alle |04 (t)]|;; # 0. (2.11)

Falls [|6),(¢)||;; = 0 ist in einer Umgebung von ¢, dann ist auch 4|[6,(t)||;; = 0 in dieser
Umgebung. Somit ist die Ungleichung (2.11) fiir fast alle ¢ € [0, 7] erfiillt. Integration
tiber (2.11) beziiglich (0,t),t € [0, T liefert die Behauptung

1840l = 100 OV = | 10006 ls < [ sl

Theorem 2.23. Sei u € C'([0,T],V) die Losung von (2.8) und u, € C*([0,T],V,) die
Niherungslosung von (2.8), dann gilt fur t € [0,T] die Fehlerabschatzung
t
[ut) = un(®)lly < (I = Ru)u®)|l; + [[Bavo — un(0)| 5 + /0 I(1 = Rp)u'(s) | rds.
Beweis. Mit Hilfe der Lemmata 2.20-2.22 folgt die Behauptung

[u(t) = un(®)[ g = llu(t) = Rau(t) + Rpu(t) — un(t)]| 5
<1 = Ru)u@)l g + 100l

< (= Br)u®)ll g+ 116nO)] 1 + /Ot 16 (s)llds

= [I(I = Br)u@)|l g + | Bnuo — un(0)[|  + /0 11 = Rp)u' ()| yds.

Theorem 2.23 besagt nun, dass der Fehler der Semi-Diskretisierung im wesentlichen iiber
den Fehler der Ritz-Projektion abgeschitz werden kann. Fiir das parabolische Modell-
problem 1D, kann unter Verwendung von

e Aubin-Nitsche Trick, siehe Theorem ?7?7: Es existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass
fiir alle w € V.1 H*(0,1) gilt

(1 — Rh)w(t>‘|1:2(o,1) < ch? |w<t)’H2(0,1) :
e L?(0,1)-Projektion: Sei w € L*(0,1), dann ist Q,w € V}, gesucht, sodass

(Qnw, vn) 201y = (W, UR) 201y fiir alle v, € Vj,
gilt. Somit gilt nach (2.8) die Bezichung u;(0) = Qpup und darauf folgt
| Rpuo — uh(O)HL2(O,1) = || Rpuo — Qhuo”L?(o,l)

< |luo — Ruuoll 20,1y + luo — @uttoll 20 1)

< ch? |UU’H2(O,1)

11



eine Fehlerabschéitzung gezeigt werden.

Theorem 2.24. Sei v € C([0,T], H*(0,1)) die Lésung des parabolischen Modellpro-
blems und uy, € C*([0,T],V4) die entsprechende Niherungslosung, dann gilt fiirt € [0, T
die Fehlerabschdatzung

t
Ju(t) — uh(t)”L?(O,l) < ch? |U(t)|H2(o,1) + |U0’H2(0,1) +/0 |U’/<S)|H2(0,1) ds} :
Beweis. Folgt mit Theorem 2.23 unter Verwendung der obigen Ergebnisse. |

Bemerkung 2.25. Nach Theorem 2.24 ergibt sich fir das parabolische Modellproblem
beziiglich der L?(0,1)-Norm die gleich Konvergenzrate wie im elliptischen Fall.

2.3 Explizite Runge-Kutta Verfahren fiir allgemeine gewohnliche
Differentialgleichungen erster Ordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir die gewthnlich Differentialgleichung erster Ordnung;:

Gesucht ist u € C'([0,T],R™), sodass
u'(t) = f(t,ul(t)) fir alle t € (0,7), (2.12)
u(0) = u,.

Dabei ist u, € R” und f € C([0,7] x R",R"). Sei (-,-) : R* x R® — R ein inneres
Produkt auf R™ mit der induzierten Norm ||-||. Weiters sei die Lipschitz-Bedingung

|/ (t,w) = f(t,v)]| < Lllu - v]| fir alle u,v € R" und alle ¢t € [0, 7]
erfillt, sieche auch Theorem 2.18.

2.3.1 Das Euler-Verfahren

Wir betrachten die Zerlegung des Intervalls [0, T']
O=to<ti<...<t, =T

mit den Knoten/Zeitpunkten I, := {to,t1,...,t,} und den Zeitschrittweiten

Tp :=tgrr —te, k=0,1,...,m—1, T:= max T.
k=0,....m—1
Fiir dquidistante Zerlegungen gilt ¢, = k7, mit 7 = % Zur Herleitung des Euler-

Verfahrens integrieren wir die Gleichung u'(t) = f(t,u(t)) iiber das Intervall (¢,f + 7)
und erhalten

t+1
u(t+r) =u®)+ [ fsu(o)ds ~ ult) + TS0 u(t)
t
Dies motiviert nun die folgende Vorschrift:
u, € R"™ gegeben (2.13)
Hk+lzﬂk+7ki<tk7gk) furk:07177m_1 .

Die Methode (2.13) wird explizites Euler-Verfahren genannt.
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2.3.2 Eine Verallgemeinerung: Einschrittverfahren
Definition 2.26. Fin Schema zur Zeitdiskretisierung der Form

u, € R" gegeben
v " ) (2.14)
gy = Uy + TPtk Uy, Th) firk=0,1,....,m—1

mit der Verfahrensfunktion ¢ : [0,T] x R™ x [0,7] — R"™ wird als Einschrittverfahren
bezeichnet.

Beispiele sind:
e Das Eulerverfahren:

ot u,7) = [(t,u).

e Das verbesserte Eulerverfahren/Mittelpunktsregel:

Ot 7) = flt+ Zu+ ZF(tw) ~ f(t+ Zout+3)).

2.3.3 Konvergenzanalyse fiir Einschrittverfahren

Die Iterationsvorschrift (2.14) liefert fiir gegebene Gitterpunkte I = {to,t1,..., ¢} eine
Néaherung aus der Menge aller Gitterfunktionen

X, ={v, : I, > R"}.

Definition 2.27 (Globaler Fehler, Konvergenz). Seiu € C'([0,T],R") die exakte Lisung
von (2.12). Weiters sei u, € X, die Gitterfunktion, die durch das Einschrittverfahren
(2.14) fir eine gegebene Verfahrensfunktion ¢ erzeugt wird. Wir definieren dann den
globalen Fehler als

e I, - R" ty — e = u(ty) — uy.

Wir messen den globalen Fehler e. € X, beziiglich einer gegebene Norm ||-|| auf R™ mit

lellx, = max e,

=VU,...,

Weiters bezeichnen wir das Einschrittverfahren (2.14) als konvergent beziglich der Norm

Il x,, falls
le llx, — 0 fiir  — 0.

Das Einschrittverfahren (2.14) konvergiert mit der Ordnung p € N, falls
leslly, =O(r)  fiir 7 — 0.

Definition 2.28 (Lokaler Fehler). Sei u € C'([0,T],R") die exakte Lisung von (2.12).
Dann ist fir das Finschrittverfahren (2.14) der lokale Fehler d_ € X, gegeben durch

do = Q7
i = u(ter) — [u(te) + T0(tr, w(ts), )] firk=0,1,...,m— 1.
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Definition 2.29 (Konsistenzfehler). Fir das Einschrittverfahren (2.14) und einer ge-
gebenen Gitterfunktion v, € X, definieren wir ¢ _(v,) € X- als

¥, (U,) = vy — Uy,

1 ..
ka(QT) = py [ka —Qk} — o(tr, Vg, Tk) firk=0,1,...,m— 1.

Sei w € C1([0,T],R™) wiederum die exakte Lisung von (2.12) und @, € X, die Gitter-
funktion mit 4, = u(ty), k =0,...,m, dann bezeichnen wir

ﬁﬂ.(@r) 6 XT
als den Konsistenzfehler.

Bemerkung 2.30. Fir den Konsistenzfehler gilt

u(tpr) = u(te) + 75 (O, w(te), T) + Yrsa(2,)] fir k=0,1,...,m— 1.

Das heifit, die exakte Losung im Punkt tp, 1 kann geschrieben werden durch die An-
wendung einer Iteration des Einschrittverfahrens (2.14), wobei die Verfahrensfunktion
¢ durch den Konsistenzfehler 1y, 1(w.) korrigiert werden muss. Weiters gilt der Zusam-
menhang mit dem lokalen Fehler d. € X,

- 1 .
¢k+1(27)=7_—6_lk+1 firk=0,1,...,m—1.
e

Die Konvergenzuntersuchung basiert auf den zwei Schritten

e Konsistenzanalyse: Die Abschétzung des Konsistenzfehlers ¢y,1(@,) € X.

e Stabilitdtsanalyse: Die Analyse wie Stérungen propergiert werden.

Fir die KODSiStGHZ&H&lySG betrachten wir eine weitere Norm || : ||Y auf XT, die wir spéter
T
genauer fixieren werden.

Definition 2.31 (Konsistenz). Sei u € C'([0,T],R") die exakte Lisung von (2.12) und
u, € X, die Gitterfunktion mit u,, = u(ty), k =0,...,m. Ein Einschrittverfahren (2.14)
heifst konsistent bezdiglich |-|y. , falls fiir den Konsistenzfehler ¢ _(u.) € X; gilt, dass

|

Wir sprechen weiters von der Konsistenzordnung p € N, falls eine Konstante K > 0
existiert mit ’

Definition 2.32 (Stabilitét). Seiu, € X, die Gitterfunktion die von dem Einschrittver-
fahren (2.14) erzeugt wird. Das Einschrittverfahren (2.14) heifst stabil beziiglich |||
und ||-||y. , falls eine Konstante cs > 0 existiert, sodass

’ﬂ(%) .

T

v (@)

L

—0 fiur —— 0.

T

< K7P.

T

b (@)

_—T

lu, — v, llx. <cs fir alle v, € X,.
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Lemma 2.33. Ein konsistentes und stabiles Einschrittverfahren (2.14) mit der Konsi-
stenzordnung p € N ist konvergent beziiglich |||y mit der Konvergenzordnung p.

Beweis. Sei u € C'([0,T],R") die exakte Losung von (2.12) und @, € X, die Gitter-
funktion mit @, = u(ty), k =0,...,m. Dann gilt

lecllx, = llu, = a-llx, < esllor(@)lly, <csK7".

Somit gilt [le, ||y — 0 fiir 7 — 0 mit der Konvergenzordnung p. u

Das heift Konsistenz und Stabilitdt impliziert Konvergenz. Die Konsistenz eines Ver-
fahrens, lasst sich meistens iiber eine Taylorreihenentwicklung zeigen. Um die Stabilitét
zeigen zu konnen, ist folgendes Theorem hilfreich.

Theorem 2.34. Fir die Verfahrensfunktion ¢ des Einschrittverfahrens (2.14) gelte die
Lipschitz- Bedingung

fir alle u,v € R™, alle ty, € [0,T] und alle 7, € [0, 7] mit einer Konstante A > 0, dann
ist das Einschrittverfahren (2.14) stabil beziglich der Norm

m
lolly, = looll + Y mallwell,  fir alle v, € X,

mit der Stabilititskonstante cg = eT™. Im Speziellen gilt somit

v (@)

LT

leollx, < ™|

Beweis. Induktiv, siehe zum Beispiel [Zulehner]. [ |

Fiir das explizite Euler-Verfahren wollen wir nun die Konsistenz und die Stabilitéat iiber-
priifen. Fiir die Stabilitét tiberpriifen wir die Lipschitz-Bedingung der Verfahrensfunktion

O(te, u, ) = f(tr,u), also
oGk, w7x) = $(th, v, 7| = || £t w) = £t 0)]| < Ll = ]

Somit ist nach Theorem 2.34 die Stabilitéitskonstante gegeben durch cg = T2, Weiters
gilt fiir den Konsistenzfehler die Abschétzung

Fiir u € C*([0,T],R™) gilt mit Hilfe der Taylor-Entwicklung, dass

—_

3

<73 e
0

- 2:1 TkHykJrl(@T)

v (@

T

|, = @)

b
Il

U, (@) = T—lk [wu(tr1) — ulte)] — o(tr, ulty), 7o) = Tik [w(trr1) — ulte)] — f(tr, ulte))
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T—lk u(tes) — u(t)] — o ()
= %k |:Q(tk> + Ql<tk)7']€ + /t o (tk+1 — t)u"(t)dt — Q(tk) — Ql(tk)

1 tet1

= — (tre1 — t)u” (¢)dt.
Tk

Dies ergibt die Abschétzung

0,0

Somit gilt die Konsistenzabschétzung

tet1
< [ e
tg

m— m—1 that T
@), <73 6@ < S A Oy O
k=0 k=0 vtk 0

mit der Konsistenzordnung p = 1. Fiir den Fehler des Euler-Verfahrens gilt somit nach
Lemma 2.33 die Abschétzung

.....

2.3.4 Explizite s-stufige Runge-Kutta Verfahren

Ziel ist es nun Verfahren mit moglichst hoher Konsistenzordnung p € N zu konstruieren.
Die Idee besteht darin das Integral mit s € N Integrationspunkten zu approximieren,
also

/H—T flo,u(o))do =7 i bif(t + e, u(t +¢1)).
t i=1

Dabei sind b;, © = 1,..., s gegebene Gewichte mit
b0,  und ) bi=1
i=1

Weiters bezeichnen wir ¢;, i = 1, ..., s als Koeffizienten, wobei
c1 =0 und ¢ € (0,1 fiiri=2,...,s

gilt. Da die Funktionen u(t + ¢;7) € R™ fiir ¢ = 2,..., s unbekannt sind, fithren wir fiir
1=2,...,s die weitere Approximationen

i—1

u(t + 1) =u(t) + /t N flo,u(o))de =~ u(t) + 7 Z aij f(t + ¢, u(t + ¢;7))

j=1
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ein. Dabei sind a;5, 7 =1,...,7 — 1 fiir i = 2, ..., s wiederum gegebene Gewichte. Diese
Approximationen fithren auf folgendes Schema:

Fir eine gegebene Naherung w, € R" im Punkt ?; berechne die nachste Naherung
Uy, € R™ im Punkt 74, als

91 = YU,
9, = Uy, + Tean f(tx + 17, ),
gy =Wy, + T [agli(tk +aT,g,) +asf(ty + Cﬂm%)} ,
(2.16)

g, =u, + T [asli(tk +ar,g)t .t ass1f(le+ e g 1)} ;

=Zs—

Uppq = Uy, —I—Tkszi(t—f— CiTk,gi).

=1

Das Schema (2.16) wird als s-stufiges Runge-Kutta Verfahren bezeichnet. Dabei kénnen
je nach Wahl von a;;, b; und ¢; fir j = 1,...,7 — 1 und 7 = 1,...,s die verschieden-
sten Verfahren konstruiert werden. Diese werden oft im sogenannten Butcher-Tableau
zusammengefasst

0
Co | G21
C3 | a3z1 a3z c| A
bzw.
b
Cs a1 A2 e Qg s—1
bl b2 bs—l bs

Beispiel 2.35. 1.) Ezplizites Euelr-Verfahren:

ﬂﬁ

2.) Verbessertes Euler-Verfahren:

3.) Klassisches 4-stufiges Runge-Kutta Verfahren mit Konsistenzordnung p = 4
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— =N = O

ol O Ol
wWiH O NI
Q| =

[

Bemerkung 2.36. Die Stabilitdtsanalyse von s-stufigen Runge-Kutta Verfahren ver-
lauft wiederum twuber Theorem 2.34, indem man ausgehend von der Lipschitz-Stetigkeit
von f 1[0, T] x R™ — R™ die Lipschitz-Stetigkeit der Verfahrensfunktion ¢ : [0,T] x R" x
0, 7']_—> R™ zeigt. Die Konsistenzanalyse erfolgt wiederum iber Taylorreihenentwicklunyg.

Bemerkung 2.37. Nicht jedes s-stufige Runge-Kutta Verfahren hat die Konsistenzord-
nung p = s. Dabei gilt folgendes:

Stufe s ‘
max. Konsistenzordnung p ‘

5 6 78 9| s>10
(4 5 66 7|p<s—3

EENE

1 2
1 2

Wl W

2.4 Steife Differentialgleichungen

Fiir das parabolische Modellproblem erhalten wir nach der Anwendung der Finiten Ele-
mente Methode das System von gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung

up(t) = £, (6w () == M| £, (6) = K ()| fiir ¢ € (0, 7),
Qh(o) = Mﬁlgh'
Dabei geht fiir Einschrittverfahren die Lipschitz-Konstante L der Funktion f, : [0, 7] x

R™ — R™ in die Fehlerabschéatzung ein. Fiir unser parabolisches Modellproblem 1D gilt
dabei folgendes

| £ ) = £, 0| < Lallwy = vl
h
mit der Lipschitzkonstante

_ 12

Ly = )\max(Mh 1Kh) < ﬁ

Lemma 2.38. Fiir das parabolische Modellproblem 1D gilt fiir eine gleichmdjfige Zerle-
gung des Intervalls (0,1) mit der Maschenweite h > 0 die Abschdtzung

3 _ 12
ﬁ S >\max<Mh 1Kh) S ﬁ
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Beweis. Ubung. ]

Somit ergibt sich fiir das explizite Euler-Verfahren die Stabilititskonstante cg = ¢'27"*.

Weiter folgt dann fiir den Fehler die Abschétzung

-----

Das heifst, die Zeitschrittweite 7 muss nach dieser Abschitzung extrem klein gewéhlt
werden (7 = e©®7*)), um verniinftige Néherungslosungen zu erhalten.

Es stellt sich nun die Frage, ob wir diese Abschétzung verbessern konnen? Beziehungs-
weise, ob wir die Stabilitdtskonstante cg besser abschétzen kénnen?

2.4.1 Dissipative Systeme

Lemma 2.39. Fir die gewéhnliche Differentialgleichung

Z’(((t); zist,u(t)) firt € (0,T), (2.17)

gelte die einseitige Lipschitz-Bedingung
(f(t,u) = f(t,v),u—v) <v|u-— o[> fiir alle u,v € R" und alle t € [0,T].  (2.18)

Weiters seien u,w € CY([0,T],R") die zwei Lisungen von (2.17) beziiglich den zwei
Anfangswerten wu,, w, € R". Dann gilt

lu(t) —w®) < e”|lug — woll  fiir alle t €[0,T].

Beweis. Es seien v, w, € R". Unter Verwendung der Identitét

lu(t) — w(®)]] % lu(t) —w@)| = (' (t) — w'(t), u(t) — w(t))

siehe dazu auch den Beweis von Lemma 2.22, folgt

d N

S 1u®) —w®)l < viu(t) —w@)|  fir fast alle t € [0,T7].
Dies impliziert

—tv d
02 e |\ —llult) —w®)| - viut) - w@)
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fir fast alle ¢ € [0, T]. Integration dieser Ungleichung iiber (0,¢) mit ¢ € [0, 7] ergibt die
Behauptung des Lemmas

0> e ™[u(t) — w(®)]| — e [lu(0) — w(0)]| = e™™[lu(t) — w(t)]| — [luy — wpl-

Es ist einfach zu sehen, dass die Lipschitz-Bedinung
| f(t,w) = f(t,v)]| < Lllu—v]| fir alle u,v € R"™ und alle ¢ € [0, T

die einseitige Lipschitz-Bedingung (2.18) mit v = L impliziert. Jedoch gibt es eine grofe
Klasse von gewohnlichen Differentialgleichungen mit der Eigenschaft

v L.

Diese Klasse von gewthnlichen Differentialgleichungen werden als steif bezeichnet.

Definition 2.40 (Dissipative). Die gewdhnliche Differentialgleichung (2.17) wird als
dissipativ bezeichnet, falls die einseitige Lipschitz-Bedingung (2.18) mit v = 0 erfillt ist.

Fiir dissipative Differentialgleichungen gilt nach Lemma 2.39 fiir zwei unterschiedliche
Startwerte v, w, € R", dass

[u(t) — w@)| <llug —woll  fiir alle ¢ € [0,7].
Das heifit die unterschiedlichen Losungen driften nicht auseinander.

Lemma 2.41. Das Anfangswertproblem (2.10) ist dissipativ beziiglich dem von der Mas-
sematriz My € R™ " induziertem Skalaprodukt.

Beweis. Die rechte Seite von (2.10) ist gegeben durch
o (tw) = M [ () - thh] fiir t € [0,7] und u, € R™.
Somit gilt

(ih<t7ﬂh) - ih(taﬁh)aﬂh - Qh) M, = —(Kn(uy, —vp),u), — )2

= —a(up — vp, up —vp) < 0.
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2.4.2 Kontraktion und A-Stabilitat

Fiir dissipative Differentialgleichungen wiinschen wir uns nun, dass die aus den Ein-
schrittverfahren resultierenden Approximationen @hnliche Eigenschaften aufweisen

Definition 2.42 (Kontraktiv). Ein Einschrittverfahren (2.14) heifit kontraktiv fir eine
gegebene Zerlegung I. = {to,t1,...,tm} falls

| [w+ 7o (e, w, 7)| — [w + 7@ (e, w, )] || < flu— w]| (2.19)
fur alle u,w € R™ und alle k =0,...,m — 1 gilt.
Lemma 2.43. Ein kontraktives Einschrittverfahren (2.14) ist stabil mit der Stabilitdits-
konstante cg = 1.
Beweis. Durch rekursive Anwendung der Kontraktionseigenschaft (2.19). |

Falls nun ein konsistentes Verfahren fiir eine Folge von Zerlegungen I, fiir 7 — 0 kontrak-
tiv ist, dann ist dieses Verfahren konvergent und die auftretenden Konstanten héngen
nur mehr von der Konsistenzkonstante K ab.

Es stellt sich nun die Frage, wann ein Verfahren kontraktiv ist? Wir wollen dies fiir das
Anfangswertproblem: Gesucht ist u € C'([0, T}, R"), sodass
w'(t) = Ju(t)+ f(t)  fiirt € (0,7),

u(0) = g (220

erfiillt ist, untersuchen. Dabei ist J = X DX € R™ " eine konstante und normale Ma-
trix. Das Problem (2.20) ist offensichtlich dquivalent zu: Gesucht ist @ € C'([0,T],C"),

sodass
(1) = Dalt) + XTf(t)  firt € (0,7),

- 2.21
a(0) =X Tﬂo ( )
erfiillt ist. Da D = diag(Aq, ..., A,) € C"" eine Diagonalmatrix ist, sind die Gleichungen

in (2.21) entkoppelt. Es geniigt also die Kontraktion unserer Einschrittverfahren fiir die
Dahlquistsche Testgleichung: Gesucht ist u € C*([0, T], C), sodass

u'(t) = du(t) firt € (0,7), u(0) =uy € C (2.22)
zu untersuchen. Das System (2.20) ist genau dann dissipativ wenn gilt

(Ju—Jv,u—1v) <0 fiir alle u,v € R"
& (Ju,v) <0 fir alle v € R"
& Re(\(J)) <0 firallei=1,...,n.
Das heift zu untersuchen ist die Kontraktion unserer Einschrittverfahren fiir die Dahl-

quistsche Testgleichung (2.22) fiir den Fall Re(\) < 0. Wir wenden also nun ein belibieges
s-stufiges Runge-Kutta Verfahren auf die skalare Gleichung (2.22) an und erhalten

i—1

giZUk+TkZaij)\gj firi=1,...,s,
j=1
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Ugt1 = U + Tk Z biAg;.

i=1
Dies ist gleichbedeutent mit
g = uge + TRAAg und Ugr1 = Up + Tk/\l_)Tg,

wobei g := {g1,...,9s}' € C*unde:={1,...,1}T € R®. Somit kann die neue Néherung
berechnet werden als

U1 = R(Te\)uy, mit R(z) :=1+2b" [I — zA] e, fiir z € C.
Die motiviert nun folgende Definition.

Definition 2.44 (A-Stabilitdtsfunktion, A-Stabilitatsgebiet). Fiir ein s-stufiges Runge-
Kutta Verfahren mit A € R**® und b, c € R® wird die Funktion

R:C—C, z—1+42b"[I-zA"¢

als A-Stabilitatsfunktion bezeichnet. Weiters definieren wir fiir ein Einschrittverfahren
das A-Stabilitatsgebiet als

S:={2€C:|R(2) <1}.

Theorem 2.45. Ein s-stufiges Runge-Kutta Verfahren mit der Stabilitdtsfunktion R :
C — C st genau dann kontraktiv fiir das dissipative Problem (2.20), also Re(\;(J)) <0
fiur allei =1,...,n, wenn

|R(me )| < 1 fir alle A € o(J) und alle k =0,...,m—1
qgilt.

Beweis. Seit; € I, und u,v € R"” mit u # v, dann gilt

| [+ T (trs e, 70)| — [w+ T (trs v, )] || <l — ],
& | R(TiA\)u — (Tk)\)QH < u — | fir alle A € o(J),
& [R(meM)] lu— vl < [lu—2vf|  fiir alle A € o(J),
& |R(m\)] < 1 fir alle A € o(J).
]

Definition 2.46 (A-stabil). Ein Finschrittverfahren heifst A-stabil, falls das A-Stabilitits-
gebiet die ganze linke komplexe Halbebene C~ beinhaltet, also

|IR(z)| <1 fir alle z € C mit Re(z) <0.

22



Falls nun ein Einschrittverfahren A-stabil ist, dann ist die Kontraktion und somit nach
Lemma 2.43 die Stabilitdt mit der Konstante cg = 1 fiir dissipative Systeme der Form
(2.20) sichergestellt.

Beispiel 2.47. Die Anwendung des expliziten Fuler-Verfahrens auf die Dahlquistsche
Testgleichung (2.22) ergibt

U1 = ugp + TpAug = (L + 7eA)ug, = R(Tp A us,
mit R(z) := 14 z. Das A-Stabilititsgebiet ist somit gegeben durch
S={ze€C:|1+2 <1}.

Um nun die Kontraktion des Fuler-Verfahrens fir das parabolische Modellproblem 1D,
also fiir das System (2.10) sicher zu stellen, muss gelten, dass

14+ A <1 fiir alle \ € o(—M, ' Kp)

2
& T, < B fiir alle A € o(—M, ' K},).

Da )\max(]\/[h’lKh) < 12h72 gilt, ist durch die Forderung an die Schrittweiten

2 1
12h*2:6h2 fir alle k=0,...,m—1

Tr <

eine hinreichende Bedinung gegeben, die die Kontraktion und somit die Stabilitit ge-
wdéhrleistet. Das heift, es werden sehr kleine Zeitrschrittweiten T = O(h?) im Vergleich
zu den Maschenweiten h benotigt um noch “verniinftige” Naherungslosungen zu erhalten.

Bemerkung 2.48. Die Stabilititsfunktion eines beliebigen expliziten s-stufigen Runge-
Kutta Verfahrens, also
R(z)=1+2b" [I —zA] e

st emn Polynom vom Grad kleiner gleich s. Somit folgt, dass kein expliziten s-stufiges
Runge-Kutta Verfahren A-stabil, da Polynome unbeschrinkt sind fiir z — —oo.

2.5 Implizite Runge-Kutta Verfahren

Ziel ist es nun A-stabile Verfahren zu konstruieren. Dazu approximatieren wir das Inte-
gral vorerst mit Hilfe der rechten Rechtecksregel und erhalten

t+1
u(t+7) =u(t)+ / f(s,u(s))ds = u(t) +7f(t +7,ut +7)).
t
Dies motiviert dann die Vorschrift: :
u, € R" gegeben

2.23
Upyy = W + T f (b1, Upyy)  flir k=0,1,...,m—1. (223)
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Das Verfahren (2.23) wird als implizites Euler-Verfahren bezeichnet. Dabei ist die Né&-
herung u, ; € R" implizit gegeben, das heift in jedem Schritt muss nach u,_, aufgelost
werden. Ein weiteres implizites Verfahren ist zum Beispiel gegben durch die implizite
Mittelpunktsregel:

Sei u, € R" gegeben, dann berechne fir k =0,1,...,m —1

Tk Tk
gl = U + _i(tk + _>g1>7
2 2
Tk
U1 = g + T f (tr + 5791)-
Allgemeine s-stufige implizite Runge-Kutta Verfahren sind gegeben durch die Vorschrift:
Fiir eine gegebene Naherung v, € R™ im Punkt ¢, berechne die neue Nédherung u,  , € R"
im Punkt ¢, als

9, =w,+ Y ayfty +emag)  firi=1,...s, (2.24)
j=1
Upyy = Uy, +Tl~czbii<tk + CiTk, g.)- (2.25)

=1

Dabei ist (2.24) im Allgemeinen ein gekoppeltes System von s € N Gleichungen, welches
nach g := {ng, e ,gST}T € R*" aufgelost werden muss, um die neue Naherung v, , € R"
berechnen zu kénnen. Eine kompakte Schreibweise fiir die Gleichungen (2.24)(2.25) ist
wiederum iiber das Butcher-Tableau gegeben:

C1 | aix Qa2 -+ Qg
Co | Q21 Q22 -+ Q2
. . . c| A
: : : T : bZW.
b
Cs a1 Q52 e Qg s
by by - by

Definition 2.49. FEin s-stufige Runge-Kutta Verfahren mit A € R**® und b, ¢ € R® heifst
explizit, falls die Matriz A eine strikt untere Dreiecksmatriz ist. Anderenfalls bezeichnen
wir dieses Schema als implizit.

Beispiel 2.50. 1.) Implizites Euler-Verfahren:

111
1

2.) Implizite Mittelpunktsregel:
3.) 0-Methode mit 6 € [0, 1]
Fiir die -Methode ergeben sich die Sonderfélle:
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N | =
— N

i)
(@]
D

—_ =
|
D O

e 0 = 0: explizite Euler-Verfahren.
e O = 1: implizites Euler-Verfahren.

o = % : sogenannte implizite Trapezregel.

Fiir das System (2.24) muss im jeden Schritt & = 0,...,m — 1 die Losbarkeit nach

g= {QIT, ce g:}T € R*™ gewihrleistet sein. Dazu schreiben wir die Gleichungen (2.24)
als Fixpunktgleichung

g = G(gv tk;gk77—k)~ (226)

Bemerkung 2.51. Fulls die Funktion f : [0,T] x R" — R™ Lipschitz-stetig im zwei-
ten Argument ist, dann lisst sich mit dem Banachschen-Fizpunktsatz zeigen, dass die
Fizpunktgleichung (2.26) eindeutig nach g € R®™ aufgelost werden kann, falls die Schritt-
weite 1, klein genug gewahlt wird. B

Fiir dissipative Systeme ldsst sich zeigen, dass die Fixpunktgleichung (2.26) fir beliebige
Schrittweiten 7, > 0 immer nach g € R*™ aufgeldst werden kann.

Falls die Fixpunktgleichung (2.26) bzw. das System (2.24) nun eindeutig Losbar sind,
kénnen wir die Vectoren g fiir ¢ = 1,...,s beziiglich den gegebenen Daten #; € R,
u;, € R" und 75, berechnen und wir schreiben

g, = Vi(tr, Wps Te) firi=1,...,s.
Somit ergibt sich die neue Naherung u,, € R" als
Upp1 = U + T Z bif (tr + cimh, Yi(tr, we, 7))
i=1
= Uy, + TEQ(th, Uy, Th)-

Das heifst, alle s-stufigen Runge-Kutta Verfahren (implizit oder explizit) sind Einschritt-
verfahren der Form (2.14). Somit kénnen alle gezeigten Aussagen fiir allgemeine Ein-
schrittverfahren auf die impliziten s-stufigen Runge-Kutta Verfahren angewendet wer-
den.

25



2.5.1 Konsistenz impliziter Runge-Kutta Verfahren

Wie fiir die expliziten Verfahren lasst sich die Konsistenz von impliziten Verfahren tiber
Taylorreihenentwicklungen zeigen. Dabei gilt folgendes:

e Implizetes Euler-Verfahren: Konsistenzordnung p = 1.
e Implizite Mittelpunktsregel: Konsistenzordnung p = 2.

e (-Methode:
—0# %: Konsistenzordnung p = 1.

_ 1. ; —
— 0 = 5: Konsistenzordnung p = 2.

Allgemein lésst sich mit einem implizitem s-stufigen Runge-Kutta Verfahren die maxi-
male Konsistenzordnung p = 2s erreichen. Solche Verfahren heifen auch Runge-Kutta
Verfahren vom Gauf-Typ.

2.5.2 A-Stabilitdt von Runge-Kutta Verfahren

Fir implizite Runge-Kutta Methoden lassen sich die Begriffe wie A-Stabilitdtsfunktion,
A-Stabilititsgebiet und A-Stabilitdt anolog eingefithrt werden. Dabei gilt wiederum

R(z)=142zb" [I —zA] e,

mit e = {1,...,1}T. Dabei ist die Matrix I — 24 € R*** genau dann invertierbar, falls

1

S g o)
Weiters léasst sich zeigen, dass die A-Stabilitdtsfunktion von s-stufigen Runge-Kutta
Verfahren die Form
P(z)
Q(2)’

besitzt. Fiir explizite Runge-Kutta Verfahren gilt also Q(z) = 1. Wiederum ist das
A-Stabilitatsgebiet gegeben durch

R(z) = wobei P,Q € P, mit P(0)=Q(0)=1

S={2z€C:|R(z)| <1}.
Ein implizites Runge-Kutta Verfahren heiftt A-stabil, falls C~ C S gilt.
Beispiel 2.52. o [Fir das implizite Euler-Verfahren gilt fir f(t,u(t)) = \u(t)
Upy1 = Ug + TpAUgy1.

Dies impliziert

1 | 1
m“k = R(mNug, mit R(z) = —

fiir z € C.

Uk+1 =
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Das Stabilititsgebiet ist somit gegeben durch
1
S:{zeCzﬁgl}:{zECzlg\l—z\}.
—z

Es gilt also C- C S, wodurch die A-Stabilitdt des impliziten FEuler-Verfahrens
gezeigt wurde.
o Analog ergibt sich fir die implizite Mittelpunktsregel die A-Stabilitdtsfunktion
ES
=1 :

Wodurch auch die A-Stabilitit gewdhrleistet ist.

R(z)

o Fir die 0-Methode gilt
1+ (1-0)z

1—-0z

Somit ist die 0-Method A-stabil fiir 6 > %

Aus der A-Stabilitét folgt fiir dissipative Systeme der Form (2.20) die Kontraktion un-
abhéngig von der Schrittweite 7, > 0, siehe Theorem 2.45. Somit ist nach Lemma 2.43
die Stabilitdt mit der Stabilitdtskonstante cg = 1 erfiillt. Ist ein Verfahren zusétzlich
konsistent, so folgt nach Lemma 2.33 die Konvergenz.

R(z) =

2.56.3 Allgemeine dissipative Systeme

Definition 2.53 (B-Stabilitit). Fin Einschrittverfahren der Form (2.14) heifit B-stabil,
falls fiir alle dissipativen Differentialgleichungen der Form

u(t) = f(tu®)  firte(0,T),
u(0) = uy,
die Kontraktivitdt erfillt ist.
Lemma 2.54. Das implizite Euler-Verfahren ist B-stabil.
Beweis. Fiir u,w € R" seien u,,w, € R" die Losungen von
u, = u+ 7P, uy, ) = w+ T f (G uy ),
w, =w+ 1 f(te, w,).
Dann gilt
|y — M+H2 = (uy —wy u, —wy)
= (v—wuy, —w,) +7(f(truy) — fltrw ) u, —w,)
< (u—wou, —w,) < [lu—wll||uy, —w,|.
Und somit folgt die Kontraktivitat

uy —w, || < [lu—wl|
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2.6 Voll-diskretisierte parabolische Differentialgleichungen

Die Semi-Diskretisierung des parabolischen Modellproblems 1D fiihrt auf das System
von gewohnlichen Differentialgleichungen: Gesucht ist u, € C'([0,T], R"), sodass

() = M [fu(t) — Ko ()] fiix t € (0,7),

u,(0) = M, g (2:21)

erfiillt ist. Die Anwendung des impliziten Euler-Verfahrens auf die gewohnliche Differen-
tialgleichung (2.27) fithrt auf das Schema

a1
Up 1 = My, gn,

Up gy = U+ T My [ fa(tesr) — Knty, g4 firk=0,...,m—1.
Somit muss in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem gelost werden, im Speziellen
[Mh + Tk:Kh] Up 1 = MthJq + Tkih(tk‘f‘l) fir k=0,...,m— 1.

Dabei kann das Gleichungssystem mit den in Kapitel 7?7 vorgestellten Methoden gelost
werden. Aus den berechneten Naherungslosungen wy, ., k = 0,...,m fiir das System
(2.27) ergeben sich mit

up k() = Z Qh,k[ﬂ%’ (z)

Néherungen fiir die Gitterpunkte ¢, € I.. Es stellt sich nun die Frage, wie gut diese
Néherungen sind, also wir wollen den Fehler

U(tk) — Up,k fir ¢, € I,

geeignet abschitzen. Sei u, € C*([0,T], R") die Losung von (2.27) mit der entsprechen-
den Funktion uy, € C*([0,T],V}). Dann gilt

lu(te) = unkll 21y < llwlte) = un(te)ll 200y + lua(te) = tnkll 2 -

Der erste Term ist der Fehler der Semi-Diskretisierung, der mit Hilfe von Theorem 2.24
unter gewissen Regularitidtsannahmen abgeschéitzt werden kann durch

ty
[Ju(te) — Uh,k||L2(o,1) < ch? [|u(tkz)|H2(0,1) + |U0|H2(0,1) '*'/ |UI(S)|H2(O,1) ds} :
0

Fiir das impliziten Euler Verfahren gilt die Konsistenzabschéatzung

und somit folgt wegen der A-Stabilitét, fiir den zweiten Term die Abschétzung

T
<7 / " (8) |
0

Y (u,)

T

lun(te) = wngll 201y = un(te) = wngll
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T T
<7 [ IOl =7 [ 1Ol
Insgesamt gilt fiir ¢, € I, unter geeigneten Regularitdtsannahmen die Abschétzung
tg
Jultr) — Uh,kHL?(o,l) < ch? Du(tk)‘m(o,n + |“0|H2(0,1) +/ ‘u/(s)’HQ(O,l) ds}
. 0
7 [ IOl

Bemerkung 2.55. In der obigen Abschitzung ist noch die Funktion uy, € C*([0,T], V4)
enthalten. Dieser Ausdruck lisst sich noch weiter abschdtzen, sodass sich der Fehler
msgesamt wie

lu(te) = unill ooy = O +7)

verhdlt.
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