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31 Gegeben sei ein Hilbertraum V mit einem abgeschlossenen Teilraum Vh ⊂ V . Für
ein u ∈ V zeige man, dass die folgenden Problemstellungen äquivalent sind

a) Gesucht ist uh ∈ Vh, sodass

‖u− uh‖V = inf
vh∈Vh

‖u− vh‖V .

b) Gesucht ist uh ∈ Vh, sodass

(uh, vh)V = (u, vh)V für alle vh ∈ Vh.

32 Für Vg = V0 = {v ∈ H1(0, 1) : v(0) = 0} seien für a : V0 × V0 → R die Voraus-
setzungen vom Satz von Lax-Milgram erfüllt. Weiters sei F ∈ V ∗0 und Vh sei der
Raum der stückweise linearen und stetigen Funktionen mit dem diskreten Teilraum
V0,h = V0 ∩ Vh. Weiters sei u ∈ V0 die Lösung des Variationsproblems:

Gesucht ist u ∈ V0 : a(u, v) = F (v) für alle v ∈ V0.

Für eine Folge von Zerlegungen {Th} mit h → 0 zeige man für die entsprechenden
Näherungslösungen uh ∈ V0,h, dass gilt

‖u− uh‖H1(0,1) → 0 für h→ 0,

auch wenn u /∈ H2(0, 1).

Hinweis: Man verwende die Tatsache, dass der Raum H2(0, 1) dicht in H1(0, 1) liegt
und benütze weiters das Lemma von Céa.

Programmierteil.

33 Man implementiere eine Routine, die effizient ein lineares Gleichungssystem der
Form

Khuh = f
h

löst. Dabei ist Kh ∈ R(nh+1)×(nh+1) eine Tridiagonalmatrix, also vom Typ SMatrix

und f
h
∈ Rnh+1 ein gegebener Lastenvektor. Siehe dazu auch Übungsaufgabe 21.

Man teste diese Routine für ein geeignetes Gleichungssystem und überprüfe die
Richtigkeit der berechneten Lösung uh ∈ Rnh+1.

34 Man schreibe eine Routine, die den L2(a, b)-Fehler einer berechneten Nähe-
rungslösung berechnet. Dazu approximiere man das auftretende Integral mit Hilfe
der Mittelpunktsregel, also

‖u− uh‖2L2(a,b) =

nh∑
k=1

∫
Tk

|u(x)− uh(x)|2 dx ≈
nh∑
k=1

hk |u(x∗k)− uh(x∗k)|2 ,

wobei x∗k := 1
2
(xk−1 + xk) der Mittelpunkt vom Element Tk = (xk−1, xk) ist.

Man teste diese Routine für eine gegebene Funktion u ∈ C[a, b] und berechne den
L2(a, b)-Fehler für die Interpolation uh = Ih(u) im Raum der stückweise linearen
und stetigen Funktionen.
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35 Gegeben sei das Modellproblem

−u′′(x) = π2 sin(πx) für x ∈ (0, 1), u(0) = u(1) = 0.

Man bestimme die exakte Lösung für dieses Modelproblem und zeige u ∈ H1(0, 1).
Man schreibe eine Routine, welches dieses Modellproblem näherungsweise für eine
gleichmäßige Zerlegung mit 2n, n = 1, . . . , 10, . . . Elementen löst. Für diese Nähe-
rungslösungen bestimme man den L2(0, 1)-Fehler, indem man die Routine von Auf-
gabe 34 verwendet. Man stelle den Fehler bezüglich der Maschenweite h grafisch dar
und vergleiche diese Resultate mit den theoretischen Aussagen aus der Vorlesung.
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