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Sei V' ein Hilbertraum. Weiters sei a : V x V — R eine V-elliptische und V-
beschrénkte Bilinearform mit dem induzierten linearen Operator A : V — V*

(Au,v) = a(u,v) fir alle u,v € V.

Man zeige fiir den inversen Operator A~! : V* — V die Beschriinktheitsabschiitzung
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(A7'FG) < CiE |F|lv+||G|lv+  fiir alle F,G € V*
€1
und die Elliptizitdtsabschétzung
(A7'F, F) > (C;)2 IF|2.  firalle F e V*.
€2

Seien V und ) Hilbertraume. Weiters sei A : V' — V* ein linearer, V-elliptischer
und V-beschriankter Operator, also

(Au,v) < Sllullv|vlly und  (Au,u) > cf||ull? fir alle u,v € V.

Weiters sei B : V' — @Q* ein linearer und beschrankter Operator mit der Eigenschaft,
dass

(Bv,q)

sup ———

> csllqllo fir alle ¢ € Q.
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Fiir den linearen Operator S := BA™'B* : Q — Q*, mit dem adjungierten Operator
B*:Q —V*

(B*q,v) = (Bv,q) fiir alle ¢ € V, und alle v € V,
zeige man die Q-Elliptizitat
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(Sq,q) > 1(;?2) ||q||2Q fiir alle ¢ € Q
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und die (Q-Beschrianktheit
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Sei V' ein Hilbertraum und a : V x V' — R eine V-elliptische und V-beschrinkte
symmetrische Bilinearform mit den speziellen Konstanten ¢f = ¢§ = 1. Fiir F € V*
betrachte man das Variationsproblem:

Gesucht ist u € V' : a(u,v) = (F,v) fir alle v € V
und die zugehorige Fixpunktiteration

Upyr = up + TR[F — Aug] mit k € No,up € V und 7 = 1.



(a) Was ist der Zusammenhang zwischen der Bilinearform a(-,-) und dem Skalar-
produkt (-, -)y?

(b) Was ist der Zusammenhang zwischen der Riesz-Abbildung R : V* — V und
dem aus der Bilinearform induzierten Operator A : V — V*?

(c) Wieviele Fixpunktiterationen werden benotigt, bis die exakte Losung ange-
nommen wird?

Betrachtet werde das Modellproblem 1D aus der Vorlesung mit gy = 0: Gesucht ist
ueVy={ve H(0,1):v(0) =0}, sodass

1 1
(Au, v) = / o ()0 (2)dx = / F)o(@)dz + gro(1) =: (F, v)
0 0
fiir alle v € V; erfiillt ist. Man gebe das zur Operatorgleichung
wy = R[F — Aug] inV

zugehorige klassische Modellproblem an. Dabei ist R : V" — V; die Riesz-Abbildung
bzgl. dem Raum Vj.

Sei Vp, der Raum der stiickweise linearen und stetigen Funktionen die im Punkt
xo = 0 verschwinden. Fiir uy, v, € V), zeige man die Beziehung

a(up, vn) = (Kpuy, vy) e,

wobei K, € R">" die Steifigkeitsmatrix ist und w,,v, € R" die Koeffizienten
zu den zugehorigen Funktionen wuy,v, € Vi sind. Analog dazu zeige man den
Zusammenhang fiir den Lastenvektor

A

(Flovp) := (F,vp) — algn, vn) = (ih&h)z?-

Man konstruiere quatratische Basisfunktionen g, ¢1, @2 € IP’Q(T) fiir das Referenz-
element 7' = (0, 1), sodass fiir die Punkte &, =0, & = % und & =1

1 firi=jy

2:i(€:) = 63 = ’

fir alle 7,7 = 0,1,2 gilt. Fiir diese quisfunktionen berechne man die Element-
Steifigkeitsmatrix am Referenzelement T

fa = [ o€ de,
T
wobei ¢ := (@0, @1, ¢2) " der Vektor der quadratischen Formfunktionen ist.

Als Vorbereitung fiir den niichsten Ubungszettel suche man sich einen C/C™" Com-
piler und einen Editor bzw. eine geeignete Entwicklungsumgebung (Eclipse, Co-
de::Blocks, Visual Studio,. .. ) nach eigener Wahl. Weiters erstelle man eine Konso-
lenanwendung, die den folgenden Text ausgibt:

“Numerik ist super!”



