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Fiir die folgenden Aufgaben seinen zwei seperable Hilbertraume V' und H gegeben, mit
den Eigenschaften:

o IV C H liegt dicht in H.
e Es existiert eine Konstante ¢ > 0, mit

vl < cllvlly fir alle v € V.

Wir betrachten dann das Variationsproblem: Gesucht ist u € H'((0,T),V; H), sodass

d

E(u(t), V) + a(u(t),v) = (F(t),v) YoeV Vte (0,T) fast iiberall,

u(0) = uyg in H

(12.1)

erfiillt ist.

Sei A € R. Man zeige, dass u € H*((0,T),V; H) eine Losung von (12.1) ist, genau
dann wenn uy € H'((0,T),V; H) Losung von

d
%(u,\(t),v)H + ax(ux(t),v) = (F)(t),v) YvoeV Vte (0,T) fast tiberall,
ux(0) = ug in H
(12.2)
ist, mit

uy(t) = e Mu(t), ax(u,v) = a(u,v) + Au, v) g, Fy=e ME(t).

Sei a : V xV — R eine V-beschrénkte Bilinearform. Man zeige, falls eine Konstante
A € R existiert, sodass die Garding-Ungleichung

a(v,v) + Aol > cifolly, Yo eV,

erfiillt ist, dann ist das Problem (12.1) eindeutig l6sbar fiir jedes F' € L*((0,T),V*)
und uy € H.

Man zeige, es existiert eine Konstante ¢, > 0, sodass die Ungleichung

tgg:}T(] o)l < Ctr”UHHl((o,T),V;H)

fiir alle v € C1([0,T], V) erfiillt ist.

Sei V, c V = {v € H(0,1) : v(0) = 0} der Raum der stetigen und stiickweise
linearen Funktionen beziiglich einer gleichméBigen Zerlegung des Intervalls (0, 1)
mit der Maschenweite A > 0. Fiir die nodalen Basisfunktionen {¢;}:", seien weiters
die Massematrix und die Steifigkeitsmatrix gegeben durch

M= [ [[eaton] wd s [ [ @]

np np

,j=1

,7=1

Fiir die Matrix M, 'K}, gebe man eine Abschiitzung in der Operatornorm

M, Ky, v
iy, = sup O Krte)

0z£v;, ER™A (Vp, Eh)Mh

My,

) (Q}th)Mh = (MthQh)p vy, € R™

arll.



Programmierteil.

Man implementiere eine Routine, die die Anwendung des MDS-Vorkonditionierers
von Aufgabe 59 realisiert. Dazu stelle man fiir eine gegebene Hierarchie die Steifig-
keitsmatrizen auf und berechne die Inverse der Diagonalmatrizen. Weiters wird die
Realisierung der Transferoperatoren [5“ bzw. If 41 bendtigt, siche dazu Aufgabe 57
und Aufgabe 58.

Man verwende das vorkonditionierte CG-Verfahren um die linearen Gleichungssyste-
me von Aufgabe 49 ndherungsweise zu l6sen. Dazu verwende man den Vorkonditio-
nierer von Aufgabe 67. Weiters stelle man die Anzahl der benétigten CG-Iterationen
beziiglich der Dimension n, grafisch dar.



