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1.3 Wärmeleitung in einer dünnen Platte

© Physikalisches Problem : Gesucht ist das Temperaturfeld u(x), x = (x1, x2) ∈
Ω̄ = Ω̄I ∪ Ω̄II ∪ Ω̄III ∪ Ω̄IV, in einer dünnen Platte
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mit einer Plattendicke von d = 0.01 cm und mit den Daten

– Wärmeleitkoeffizienten

λ1(x) = λ2(x) =
↑

isotrop

λ(x) :=





λSi = 0.01

[
W

cmK

]
, x ∈ Ω̄I

λCu = 3.95

[
W

cmK

]
, x ∈ Ω̄II ∪ Ω̄III ∪ Ω̄IV

– a ≡ 0 (kein Wärmeaustausch in z-Richtung),

– Wärmequellen:

f(x) :=





0, x ∈ ΩI ∪ ΩIII,

2k
[
W

cm3

]
, x ∈ ΩII,

−0.4545454 · 2k
[
W

cm3

]
, x ∈ ΩIV,

wobei k = letzte Ziffer der Matrikelnummer ∈ {0, 1, . . . , 9},

– Randbedingungen (RB) auf Γ ≡ ∂Ω = Γ̄2 ∪ Γ̄3:

1. Γ1 = ∅ (keine RB 1. Art),

2. Γ̄2 = Γ \ Γ3:
∂u

∂N
= g2 := 0 auf Γ2,
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3. Γ3 = {(x1, x2) | 0 < x1 < 1, x2 = 0}:
∂u

∂N
= α(g3 − u) auf Γ3

mit g3 = 300K, α = 0.2 [W/(cm2 K)].

5 Man leite die stationäre Wärmeleitgleichung zur Bestimmung der Temperaturver-
teilung u(x) in der integralen Form (= Bilanzform) her.

6 Geben Sie die klassische Formulierung, d.h. die PDgl. in ΩI, ΩII, ΩIII und ΩIV,
Interfacebedingungen auf Ω̄I ∩ Ω̄II und Ω̄I ∩ Ω̄IV sowie die Randbedingungen an.

7 Leiten Sie die Variationsformulierung in der Form

Ges. u ∈ Vg : a(u, v) = < F, v > ∀ v ∈ V0,

d.h., Vg = ?
V0 = ?
a(u, v) = ?
< F, v >= ?

(1.1)

her.

8 Man zeige, dass eine hinreichend glatte (genau Angabe der geforderten Stetigkeits-
bzw. Differenzierbarkeitseigenschaften) Lösung u ∈ Vg des Variationsproblems (1.1)
das klassische Randwertproblem (d.h. PDgl. in ΩI, ΩII, ΩIII und ΩIV; Interfacebe-
dingungen auf Ω̄I ∩ Ω̄II und Ω̄I ∩ Ω̄IV; Randbedingungen) löst !
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1.4 Weitere 1D und 2D Spezialfälle

1.4.1 Rotationssymmetrische Wärmeleitprobleme mit ϕ-unabhängigen Ein-
gangsdaten (Teamprojekt 1)

© Modellproblem “Kolben“ : Betrachten das Wärmeleitproblem für den Ober-
teil des Kolbens eines Verbrennungsmotors
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z

Ω̃Γ̃1 : u = g

☛

unter den Voraussetzungen :

1) Ω̃ =
✻

z

✝ ✆✻
ϕ

Ω :=
{
(r, z, ϕ) : (r, z) ∈ Ω, 0 ≤ ϕ ≤ 2π

}
= Ω× [0, 2π[ ,

wobei Ω = ΩKe ∪ ΩFe

2) Daten {λ = λ1 = λ2 = λ3 , f , g , . . . } sind ϕ-unabhängig,

wobei (x1, x2, x3)-Kartesische Koordinaten,
(r, z, ϕ) -Zylinderkoordinaten sind.

Die gesuchte Temperaturverteilung u(x1, x2, x3) = u(r, z) ist damit ϕ-unabhängig.

TP Ia Man schreibe die Wärmeleitgleichung

− ∂
∂x1

(
λ ∂u

∂x1

)
− ∂

∂x2

(
λ ∂u

∂x2

)
− ∂

∂x3

(
λ ∂u

∂x3

)
= f(x) x ∈ Ω̃

mit den Randbedingungen

u = g1 auf Γ̃1 = Γ1 × [0, 2π)

−λ∂u
∂n

= g2 auf Γ̃2 = Γ2 × [0, 2π)

−λ∂u
∂n

= α(u− g3) auf Γ̃3 = Γ3 × [0, 2π)





(1.2)

für den rotationssymmetrischen Fall Ω̃ = Ω× [0, 2π) mit ϕ-unabhängigen Ein-
gangsdaten {λ, f, gi, α} auf, d.h. durch den Übergang von den kartesischen Koor-
dinaten (x1, x2, x3) zu Zylinderkoordinaten (r, z, ϕ) mittels

x1 = r cosϕ , x2 = r sinϕ , x3 = z
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kann der 3D-RWA in Ω̃ ⊂ R
3 eine 2D-RWA im Gebiet Ω zugeordnet werden. Un-

terscheiden Sie die Fälle ΓR 6= ∅ (Rbd. auf ΓR !) und ΓR = ∅ (Gebiet mit Loch).
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TP Ib Man schreibe die differentielle Form der Wärmeleitgleichung für das Modellproblem
“Kolben“ Querschnittsgebiet (2D) auf. Beachten Sie das Vorhandensein eines Inter-
faces zwischen Stahl und Keramikeinlage (Interface-Bedingung).

TP Ic Leiten Sie die Variationsformulierung

Ges. u ∈ Vg : a(u, v) = < F, v > ∀ v ∈ V0,

d.h., Vg = ?
V0 = ?
a(u, v) = ?
< F, v >= ?

(1.3)

her !

TP Id Man zeige, dass eine hinreichend glatte (genaue Angabe der geforderten Stetigkeits-
bzw. Differenzierbarkeitseigenschaften) Lösung u ∈ Vg des Variationsproblems (1.3)
das klassische Randwertproblem (d.h. PDgl., Interfacebedingungen, Randbedingun-
gen) löst ! Diskutieren Sie in diesem Zusammenhang auch die Beziehungen zwischen
Integralbilanzformulierung und verallgemeinerte Formulierung !
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