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Die Verfahrensfunktion ¢ : [0, T] x R™ x [0, 7] — R" erfiille die Lipschitz-Bedingung
Hé(t,g, ) — o(t, v, Tk)H < Alju — | Vu,v € R"Vt € [0,T] V7, € [0, 7],

mit einer positiven Konstante A > 0. Weiters seien fiir u,, v, € R" die Gitterfunk-
tionen u_,v_ € X, gegeben durch

=T =T

Up 1 = Uy + Tk?(tky%m Tk)v
Vg1 = U + TwP(tr, Uy, i)
fir k=0,...,m — 1. Man zeige, dass dann gilt

tp—te

g — vl < €N |uy — v, | fiir alle =0, k.

Man zeige, dass das verbesserte Euler-Verfahren mit der Verfahrensfunktion

Tk

O(th,u, i) = [ty + 5

LU+ %i(tk,u))
die Konsistenzordnung p = 2 besitzt.
Die Funktion f : [0, 7] x R* — R" erfiille die Lipschitz-Bedingung
1f(t,u) = f(t,v)]| < Lllu—v]|  Vu,veR"Vte[0,T]
mit einer Konstanten L > 0. Fiir u, € R" betrachte man die implizite Vorschrift
Uy = Uy + T f (1) fir k=0,...,m— 1. (14.1)

Man zeige, dass die Gleichung (14.1) eindeutig nach u,,, € R™ aufgelost werden
kann, falls die Schrittweite 73 klein genug ist, i.e. 7, < 7 gilt.

Sei Vi, ¢ V = {v € H'(0,1) : v(0) = 0} der Raum der stetigen und stiickweise
linearen Funktionen beziiglich einer gegebenen Zerlegung des Intervalls (0,1) mit
den Maschenweiten hy, fiir kK = 1,...,ny. Fir die nodalen Basisfunktionen {¢;}:"
sei die Massematrix gegeben durch

1 n,
M, = {/ goj(x)goi(x)dx} SRINEI
0 ij=1

Mit Hilfe der Trapezregel sei weiters eine Approximation der Massematrix gegeben
durch

np h nh

My, = [Z %(%(l’k—l)%(ﬁk—l) + Wj(xk)%(l’k))] € R,
k=1 i,j=1

Man zeige, dass die Matrix M), eine Diagonalmatrix ist und dass gilt

Mp

[Mh}i,i:Z[Mh]iJ fﬁriz?,...,nh.

Jj=1



Programmierteil.

Betrachtet werde das gewohnliche System von Differentialgleichungen erster Ord-

nung
Mypu/(t) + Kpu(t) = f,(t)  fiir t € (0,7),

th(()) = ﬂh'

Dabei ist Mj, € R"*" die Massematrix und Kj; € R™*" die Steifigkeitsmatrix fiir
eine gegebene Finite Elemente Diskretisierung. Man schreibe eine Routine, welche
das explizite Euler-Verfahren fiir die gegebene Differentialgleichung (14.2) realisiert.
Dabei soll es méglich sein die Schrittweite 7, = 7 = L vorzugeben.

m

(14.2)

Man beachte dabei, dass in jedem Schritt ein Gleichungssystem gelost werden muss.

Betrachtet werde das Anfangs-Randwertproblem

0 02 )
au(t,m) - @u(t,x) =0, fir (z,t) € (0,1) x (0,7),
0 0 B ) (14.3)
%u(t, 0) = axu(t, 1)=0 fir t € (0,7),
u(z,0) = cos(mx) fir z € (0,1).

Man verwende die Finite Elemente Methode im Ort um das Anfangs-Randwert-
problem (14.3) zu diskretisieren. Dies fiithrt auf ein System von gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen der Form (14.2). Um die gewohnliche Differentialgleichung (14.2)
niaherungsweise zu losen, verwende man das explizite Euler-Verfahren von Aufgabe
77. Dabei wéhle man die Maschenweite A und die Schrittweite 7 geeignet. Weiters
stelle man die Losungen grafisch dar.

Wie muss die Schrittweite 7 in Abhéngigkeit zur Maschenweite h gewéhlt werden,
sodass fiir diese Art von Diskretisierung noch “verniinftige” Losungen entstehen?



