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Fiir die folgenden Aufgaben seinen zwei seperable Hilbertraume V' und H gegeben, mit
den Eigenschaften:

o IV C H liegt dicht in H.

e Es existiert eine Konstante ¢ > 0, mit

]l < cllvlly, fir alle v € V.

Wir betrachten dann das Variationsproblem: Gesucht ist w € H'((0,7'),V; H), sodass

d

%(u(t), v)g + a(u(t),v) = (F(t),v) Yo eV Vte (0,T) fast iiberall,

u(0) = ug in H

(13.1)

erfiillt ist.

Sei A € R. Man zeige, dass u € H'((0,T),V; H) eine Lésung von (13.1) ist, genau
dann wenn uy € H*((0,7),V; H) Losung von

d
%(u,\(t),v)H + ax(ux(t),v) = (F)(t),v) YvoeV Vte (0,T) fast tiberall,
ux(0) = ug in H
(13.2)
ist, mit

uy(t) = e Mu(t), a)(u,v) = a(u,v) + AMu,v) g, F\ = e ME(t).

Seia:V xV — R eine V-beschrinkte Bilinearform. Man zeige, falls eine Konstante
A € R existiert, sodass die Garding-Ungleichung

a(v,v) + Aol = cilolly, Yo eV,

erfiillt ist, dann ist das Problem (13.1) eindeutig l6sbar fiir jedes F' € L*((0,T),V*)
und uy € H.

Sei v € C}([0,T), V), das heifit es existiert der Grenzwert

/(1) = lim %(v(t ) —o(t) eV

fir alle ¢t € [0, 7], wobei die Funktion o' : [0,7] — V stetig ist. Man zeige fiir alle
s,t € [0,T] die Identitét

30000 = 50(5) o) + [ (W(0),v()ude

Hinweis: Fir o € [0,T] beweise und verwende man die Identitét

1d /
5%(0(0),U(U))H = (U (0>7U(U))H7 Yo eV



Man zeige, es existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass die Ungleichung

tren[(%] vl < corllvll g oryv.m

fiir alle v € C1([0,T], V) erfiillt ist.

Sei V, C V = {v € H(0,1) : v(0) = 0} der Raum der stetigen und stiickweise
linearen Funktionen beziiglich einer gleichméfiigen Zerlegung des Intervalls (0, 1)
mit der Maschenweite h > 0. Fiir die nodalen Basisfunktionen {;}", seien weiters
die Massematrix und die Steifigkeitsmatrix gegeben durch

Np Np

,j=1

,7=1

vio= [ [ ewati] wd w= [ ]

Fiir die Matrix M, 'K}, gebe man eine Abschiitzung in der Operatornorm

(Mh_lKh/l_}h7Qh>Mh

MK, ‘= sup . (v,,v = (Myv,,v,),. Vv, € R"
72 HMh 070, ER™h (Uhs ) ar, (W 00)ag, 1= (Mo ) Vo

an.
Programmierteil.

Man schreibe eine Assemblier-Routine, die die globale Massematrix M) von Aufgabe
71 fiir das reine Neumann-Randwertproblem und dem Rechengebiet (a,b) assemb-
liert. Dazu stelle man die Massematrix analog zur Steifigkeitsmatrix iiber die lokalen
Element-Masse-Matrizen auf.



