UBUNGEN ZU
ANALYSIS FUR PHYSIKER(INNEN) II

fiir den 26. 06. 2013

1. Stationidre Temperaturverteilung einer kreisformigen Platte

Die kreisformige Platte wird durch den Abschluss der Menge
Q= {(z,y) € R 2>+ y? < 1)

beschrieben. Wir nehmen an, dass die Oberfléiche der Platte isoliert ist (kein Wérme-
austausch mit der Umgebung). Dann erfiillt die Temperaturverteilung u(z, y) im sta-
tiondren Fall (unter bestimmten vereinfachenden Annahmen) die Laplace-Gleichung

9%u 0?

U ..
@(x,y) + a—yz(x,y) =0 fiir alle (z,y) € Q2

Die Temperatur am Rand
['=00={(r,y) eR*: 2> +¢* =1}
der Platte sei vorgegeben:
w(z,y) = g(z,y) fir alle (z,y) €T
Die Bestimmung der Temperaturverteilung u(x,y) fithrt also auf ein Randwertpro-
blem fiir die Laplace-Gleichung.

Losung:

Transformation der Differentialgleichung auf Polarkoordinaten:

0%u 1 ou 1 0%u

m(ra ()0) + ; E(ra (P) + ﬁ 8_902(7"7 ()0) =0 fiir alle (7’, 90) € (Oa 1) X [_ﬂ-aﬂ'}

Randbedingung:
u(l,¢) = f(p) firalle ¢ € [—m, 7]
mit f(p) = g(cosp,sinp).
Separationsansatz:
u(r, ) = v(r) w(y)

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhélt man



und somit

L {wr) 1 v'(r)} _ vy

v(r) T
wobel A eine Konstante sein muss. Also
1 A
v'(r) 4+ =0'(r) = 5 o) und = w'(p) = Aw(p)
T T

Zusétzlich muss w(p) 2m-periodisch sein. Daher erhélt (dhnlich wie bei der Diskussion
der Wirmeleitungsgleichung)

A= n2, n € Ny
und w(¢p) ist eine beliebige Linearkombination von

cosny und sinnep.

Nach Multiplikation mit 72 entsteht folgende gewohnliche Differentialgleichung fiir

v(r) :

2" (r) + 1/ (r) —n*v(t) = 0.

(Spezialfall einer so genannten Eulerschen Differentialgleichung). Daraus erhélt man
fiir y(s) = v(r) mit r = e® eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizi-
enten:

y'(s) —ny(s) = 0.
Die Losungen dieser Differentialgleichung sind Linearkombinationen der Funktionen

ns n ns —-n

e =r" und e ™ =r

Die zweite Losung scheidet aus, da sie im Punkt (z,y) = (0,0) unbeschrankt wird.
Somit erhalten wir fiir jedes n € Ny Losungen w,(r, ¢) als Linearkombinationen der
Funktionen

r" cosny und 7" sinng.

Daraus entstehen Losungen der Laplace-Gleichung der Form

u(r, @) = % + Zr” (an cosny + b, sinny).

n=1

Um die Randbedingung zu erfiillen, muss gelten:

u(l, ) = % + Z(an cosng + b, sinnp) = f(p)
n=1

Also sind die Koeffizienten a, und b, die Koffizienten der Fourier-Reihe von f:
1 [7 1 [T .

ap = — / f(t) cosnt dt, b, =— f(t) sinnt dt.

T Jx -7

™
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Die Losung lédsst sich damit auch folgendermafien darstellen:

u(r, ) = % + Z ™ (a, cosny + b, sinngp)
n=1
: ﬂf(t)dt+1i”/ﬂf(t)( t + sinnt sinny) dt
= 5= - r cosnt cosnp + sinnt sinn
2r ), et o (‘DV L5
"~ cosn(p —t)
1 T >
=5 ﬂrf(t) 142 ;T” cosn(p —t)] dt.
Es gilt:
23 e = 1 3 ) = 30+ S
n=1 n=1 n=0 n=0
1 n 1 B 1—r?
1 —rei 1 —peit 1 —2rcos& +r?

Daher erhalten wir schliefllich die folgende Darstellung der Losung (Poissonsche In-

tegralformel):
1—7r?

1 ™
ulr, ) = o /,r 1(#) 1 —2rcos(p —t) +1r? dt.

2. Schwingungen einer kreisféormigen Membran

Die kreisformige Membran wird durch den Abschluss der Menge
Q={(z,y) e R*: 2* +y* < 1}

beschrieben. Wir nehmen an, dass keine dufleren Kréfte auf die Membran wirkt.
Dann erfiillt die vertikale Auslenkung u(z,y,t) (unter bestimmten vereinfachenden
Annahmen) die Wellengleichung

0*u 0*u 0%u .
W(xay7t) - @(xvf%t) + a_gﬂ(xayat) fiir alle (:L‘ayat) S Q = x (Oa OO)

Die Membran sei am Rand
[=00={(r,y) eR*: 2> +¢* =1}
fest eingespannt:
uw(z,y,t) =0 firalle (z,y,t) € T x (0, 00).

Zum Anfangszeitpunkt sind die Auslenkung und die zeitliche Anderung der Auslen-
kung vorgegeben:

U(.’E,y,O) = Uo(l’,y) und %(x,y,()) - Uﬂ(xay) ﬁir alle (a:,y) € Q.
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Die Bestimmung der vertikalen Auslenkung u(z,y,t) fiithrt also auf ein Anfangsrand-
wertproblem fiir die Wellengleichung.

Losung:
Separationsansatz:

u(z,y,t) = v(t) w(z,y)
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhélt man

Ot = o0) (Gt + o)

und somit "o . 52 o2
v w w
= — = -\
wobei A € R eine Konstante sein muss. Also
0? 0?
—"(6) = Ao(t) und = S (r,y) + a—;;)(x, y) = Aw(z,y).
Randbedingung:

w(z,y) =0 fiir alle (z,y) € I'.

Es ldsst sich zeigen, dass A > 0: Durch Multiplikation der zweiten Differentialglei-
chung mit w und anschlieSender Integration folgt

_/Qw(a:,y) Aw(x,y) d(x,y) =\ /w($>y)2 d(z,y).

Q

Mit Hilfe der 1. Greenschen Identitét folgt

/Q V(e y)|? d(zy) = A / w(e,y)? d(zy).

-

Z,
>0 >0

Die Funktionen v(t) sind Linearkombinationen von

cosput und sinpt mit uz\/x.

Die Differentialgleichung fiir w lautet in Polarkoordinaten:

a2_w+la_w+i82_w_|_)\w—0
or?2 r or 1?2 0p? a

Randbedingung:
w(l,¢) =0



Separationsansatz fiir w:
w(r, ) = R(r) ®(p)

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhélt man
1 1
R'(r) ®(p) + — R'(r) 2(¢) + 5 R(r) @"() + AR(r) 2(p) =0

und somit

7’2

R(r)

wobel v € R eine Konstante sein muss. Also

) _
O(p)

R"(r) + %R’('r’) +AR(r)| =

(o) + v @(p) =0

und

P R'(r)+rR(r) +Ar*R(r) = v R(r)

Randbedingung:
R(1)=0

Zusétzlich muss @ () 2m-periodisch sein. Daher erhélt (dhnlich wie bei der Diskussion
der Wirmeleitungsgleichung)

v=n? neN,
und ®(yp) ist eine beliebige Linearkombination von
cosny und sinnp.
Die dazugehorigen Losungen R(r) erfiillen dann die Differentialgleichung

P R'(r)+rR(r)+ (Ar* —n*) R(r) =0

Daraus erhélt man fiir y(s) = R(r) mit s = v/ Ar die so genannte Besselsche Diffe-
rentialgleichung
s*y"(s) +sy/(s) + (s* —n?) y(s) = 0

Die Losungen dieser Differentialgleichung erhélt man durch einen Potenzreihenan-
satz:
S\" o= (—1)* s\ 2k
1= ()" S s )
2 kZ:O kl(n 4+ k)! \2
Jo.(VA) =0

Die n-te Bessel-Funktion J,(x) hat abzéhlbar viele positive Nullstellen i,,,,, m € N.
Also muss gelten

Randbedingung:

A=,
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und man erhélt die entsprechenden Losungen
Ry (1) = ot 7).
Das fiihrt auf folgende Losungen w(r, ¢):
Jn(pnmr) cosny  furn € Ny und  J, (ppmr) sinne  fir n € N.

Daraus entstehen Losungen der Wellengleichung der Form
u(r, o, t) = Z I (PermT) ((anm cos N + by, sin ngp) COS flpmt

+ (Cnm cosnY + dyyy, sin ngp) sin unmt>

Die Koeffizienten lassen sich aus den Anfangsbedingungen bestimmen.



