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64. Gegeben sei eine Folge von Funktionen fn : [0, 1] → R mit fn(x) = n (1 − x)xn.
Bestimmen Sie die Grenzfunktion f .

65. Berechnen Sie für die Funktionen fn aus Übungsaufgabe 64 die Supremumsnorm
‖fn‖∞. Konvergiert die Funktionenfolge (fn)n∈N gleichmäßig gegen die Grenzfunktion
f?

Hinweis zur Berechnung von ‖fn‖∞: Berechnen Sie die Extrema von fn.

66. Sei ε ∈ (0, 1). Zeigen Sie für die Funktionen fn aus Übungsaufgabe 64, dass gilt:

lim
n→∞

‖fn‖∞,Xε = 0

mit
‖g‖∞,Xε = sup{|g(x)| : x ∈ Xε} und Xε = [0, 1− ε]

Hinweis: fn besitzt ein Extremum bei x∗n = n
n+1

. Wie groß ist ‖fn‖∞,Xε , falls 1− ε <
x∗n?

67. Berechnen Sie für die Funktionen fn aus Übungsaufgabe 64 die Grenzfunktion g der
Folge der ersten Ableitungen f ′n auf der Definitionsmenge [0, 1). Was passiert im
Punkt x = 1?

68. Berechnen Sie für die Funktionen fn aus Übungsaufgabe 64 die Supremumsnorm
‖f ′n‖∞ der ersten Ableitungen auf der Definitionsmenge [0, 1). Konvergiert die Funk-
tionenfolge (f ′n)n∈N auf der Definitionsmenge [0, 1) gleichmäßig gegen die Grenzfunk-
tion g?

Hinweis zur Berechnung von ‖f ′n‖∞: Berechnen Sie die Extrema von f ′n.

69. Sei ε ∈ (0, 1). Zeigen Sie für die Funktionen fn aus Übungsaufgabe 64, dass gilt:

lim
n→∞

‖f ′n‖∞,Xε = 0

Hinweis: f ′n besitzt ein Extremum bei x∗∗n = n−1
n+1

. Wie groß ist ‖f ′n‖∞,Xε , falls 1− ε <
x∗∗n ?

70. Überprüfen Sie, ob für die Funktionenfolge aus Übungsaufgabe 64 folgende Aussage
richtig ist: (

lim
n→∞

fn(x)
)′

= lim
n→∞

f ′n(x) für alle x ∈ [0, 1)
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71. Überprüfen Sie, ob für die Funktionenfolge aus Übungsaufgabe 64 folgende Aussage
richtig ist: ∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x) dx = lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx

72. Überprüfen Sie, ob für die Funktionenfolge aus Übungsaufgabe 64 folgende Aussage
richtig ist: ∫ 1

0

lim
n→∞

f ′n(x) dx = lim
n→∞

∫ 1

0

f ′n(x) dx
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