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Einleitung

Die Darstellung der Analysis in dieser Lehrveranstaltung orientiert sich sehr stark an den
Biichern

e HARRO HEUSER, Lehrbuch der Analysis. Teil 1, 17. Auflage, Wiesbaden: View-
eg+Teubner, 2009

e HARRO HEUSER, Lehrbuch der Analysis. Teil 2, 14. Auflage, Wiesbaden: View-
eg+Teubner, 2008

und an

e HEINZ ENGL, Skriptum Analysis, iiberarbeitet und ergédnzt von Andreas Neubauer,
Institut fiir Industriemathematik, Johannes Kepler Universitéat Linz

In den Kapiteln 1 - 8 werden intuitiv einsichtige Argumentationen zugelassen, insbe-
sonders im Zusammenhang mit Winkelfunktionen und dem Begriff Grenzwert, auch wenn
sie noch nicht den iiblichen Anforderungen an mathematischer Strenge gentigen.

Beginnend mit Kapitel 9 werden formal strengere Anspriiche an die Beweisfithrungen
gestellt. Eine Ausnahme bildet der Grofiteil von Kapitel 13, in dem das kalkiilhafte An-
wenden der Transformationen im Vordergrund steht.



Kapitel 1

Reelle Funktionen

1.1 Die Menge der reellen Zahlen: R
e Operationen: z,y e Rix4+y,z—y, v -y, x:y= f, falls y # 0.
y

e Ordnungsrelationen: =z <y, z <y, x >y, x > .

e Betrag |z| und Abstand |z — y|.

Wichtige Teilmengen:

e Die Menge der natiirlichen Zahlen: N = {1,2,...}, Ny ={0,1,2,...}.
e Die Menge der ganzen Zahlen: Z = {...,—2,-1,0,1,2,...}

e Die Menge der rationalen Zahlen: Q = {®: m € Z,n € N}

1.2 Der mathematische Funktionsbegriff

Jedem Element x € X wird genau ein Element y € Y zugeordnet. Schreibweise:

f+ X — Y
v o f@)

oder in Form einer Funktionsgleichung
y=[f(z).
X Definitionsbereich, Y Wertebereich.

e XY C R:reelle Funktion. Meist ist X ein Intervall ( (a,b), [a, b), (a,b], [a, b], (—o0, b),
(—o00,b], (a,0), [a,0), (—o00, 00) ) oder eine Vereinigung von Intervallen, und ¥ = R.



e Grafische Darstellung: Graph einer Funktion

e Bild einer Menge A C X, Urbild einer Menge B C Y:

f(A)={f@):w € A}, f(B)={aeX:f(x)eBY}.

1.3 Operationen fiir Funktionen

e [ X —Y g0 X —Y ceR: f+gqg,¢c-f, [y, g:
_ _ _ foy o @
(f+9)(z) = f(z)+g(x), (c- f)z)=c-f(z), (f 9)(z)=f(z) g9(z), g(ﬂ?)— o)

e Komposition, Hintereinanderausfithrung:
g X —=Y, [:Y —Z fog: X — Zmit (fog)(x)= f(g(x)).

o f: X — Y heifit

— injektiv, wenn verschiedene Urbilder verschiedene Bilder haben:
x1 # 13 => f(71) # f(22)
— surjektiv, wenn jedes Element y € Y Bild eines Elements x € X ist:
Y = f(X)
— bijektiv, wenn die Funktion injektiv und surjektiv ist.

Falls f: X — Y bijektiv ist, gibt es die Umkehrfunktion (inverse Funktion)
f~':Y — X mit der Funktionsgleichung

x = f(y).
Es gilt:
(flof)(z)=2 firallex € X und (fof '(y)=y firalleyey
e Jede Funktion f: X — Y ist surjektiv, wenn man als Bildbereich f(X) wéhlt. Die

Einschréankung einer Funktion f: X — Y auf eine Teilmenge A C X bezeichnet
man mit f| -



1.4 Beispiele einfacher Funktionen

e Potenzfunktionen mit ganzzahligen Exponenten:

Definition 1.1 (siehe Abbildung 1.1 und Abbildung 1.2). Sein € N:

- fley)=g-z-...-x=2", X =R
I

- fl@)=a7"= %, X =R\ {0}.

Abbildung 1.1: Potenzfunktionen fiir positive ganzzahlige Exponenten

Rechenregeln:

Satz 1.1. Fiir alle x,y € R und m,n € N gilt:

"

-

n

=X

m-+n ‘

(z-y)

n

=X

n

Y

n

Beweis fiir die dritte Rechenregel. Fiir n € N gilt:

(-y)' =@y (x-y)-... (zy)

TV
n mal

n

=X T-... LYY ... Y==2
—_—

—_—

n mal

n mal

Analog lassen sich die beiden anderen Rechenregeln zeigen.
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Abbildung 1.2: Potenzfunktionen fiir negative ganzzahlige Exponenten

Satz 1.2. Fir alle x,y € R\ {0} und m,n € Z\ {0} gilt:

Beweis fiir die zweite Rechenregel. Fiir n € N gilt:

( ) 1 1 1 1 n n
(@-y)r  ar-yr a2y
Analog lassen sich die beiden anderen Rechenregeln zeigen. [

Ublicherweise vereinbart man: 2° = 1 fiir « # 0. Dann gelten die Rechenregeln aus
Satz 1.2 fiir alle m,n € Z.

Warnung;:
(x+y)" # 2" +y" im Allgemeinen,

sondern



Satz 1.3 (Binomischer Lehrsatz). Firn € N gilt

(z+y)" = Zn: (?) "y

=0

Daber bezeichnet (") den Binomialkoeffizient:

%

i abnehmende Faktoren

(n) n-(n—1)-...(n—i+l)

l 1-2-...-1¢
—_—

i zunehmende Faktoren

Wurzelfunktion: Umkehrfunktionen von Potenzfunktionen:
Definition 1.2.

— f(z) = /x ist die Umkehrfunktion von g: [0,00) — [0,00), g(z) = 2.
— Sein € N. f(z) = Yz = xn ist die Umkehrfunktion von g: [0,00) — [0, 00),
g(z) =™

Man beachte:

Var =z und (V2)" = .
Rechenregeln:

Satz 1.4. Fir alle x,y € [0,00) und n € Z \ {0} gilt:

1
1 n 1 1.1
<xm>n = 3 %: m'"l‘:xm»n :xm.ﬁ

und

1 N 11

Beweis der zweiten Rechenregel. Es gilt
(5 )" = (V)" ()" =2y
Analog lisst sich die erste Rechenregel zeigen. ]

Potenzfunktionen mit rationalen und reellen Exponenten:

Definition 1.3. Seiq € Q, also ¢ =7 mit m € Z und n € N.

flz) =a9= Y™ firxzc (0,00).



Aus den obigen Rechenregeln erhélt man leicht:

Satz 1.5. Fiir alle z,y € (0,00) und p,q € Q gilt:

’xp R — xp+q‘ (xp)q = P4 (I . y>q = 74. yq

Beuweis fiir die dritte Rechenregel. Fiir ¢ = ™ mit m € Z und n € N gilt:

(0-9) = /o g7 = Yoy = o Yy =ty

Analog zeigt man die beiden anderen Rechenregeln.

r € R lésst sich beliebig genau durch rationale Zahlen annéhern:

limg=r
q—r q

q€Q
Dann lésst sich fiir jeden Exponenten r € R eine Potenzfunktion definieren:

Definition 1.4 (siche Abbildung 1.3).

flz) = (lligr;xq =a"

q€Q

Es folgen leicht die Rechenregeln:

Satz 1.6. Fiir alle z,y € (0,00) und alle r,s € R gilt:

ZET . xs — l,'r—&—s

(xr)s — xT'S (x . y>’f' — 1_7' . yT

e Exponentialfunktion:

Definition 1.5 (siehe Abbildung 1.4). f(x) = a® mit a > 0 (Basis) und x € R.

Wichtige Spezialfille:
n—oo

1 n
a=10, a=e= lim <1+—> ~2,71828..., a=2.
n

Rechenregeln:

Satz 1.7. Sei a € (0,00). Dann gilt fir alle x,y € R:

’a”y =a"- ay‘ und | (a®)? = a™"?

e Logarithmusfunktionen:



Abbildung 1.3: Potenzfunktionen fiir reelle Exponenten

Definition 1.6 (siche Abbildung 1.5). f(z) = log,x (x > 0) ist die Umkehrfunktion
der Exponentialfunktion a®.

Spezialfille: log,,x = lgz, log,x = ld z, log, x = Inx.

Man beachte
a8 = g, log,a” = .

Rechenregeln

Satz 1.8. Seia € (0,00). Fiir alle z,y € (0,00) gilt:

log,(z - y) =log, z +1log,y| wund |log,(z¥) =1y -log,x

Beweis fiir die erste Rechenregel. Es gilt

CLlOga z+log,y alogax . alogay =z-y
Der Beweis der zweiten Rechenregel erfolgt analog. ]

Trigonometrische Funktionen (Winkelfunktionen):

Definition 1.7 (siche Abbildung 1.6).

8



0.1% —=—=
(1/e) ——

Abbildung 1.4: Exponentialfunktionen

— sinx, cos x: geometrische Definition mit Hilfe des Finheitskreises

sinx cotr = 1 __ cosz

cosx’ tanx sinx *

— tanx =

Wichtige Eigenschaften:

— cosx = sin (x—i—%), sinx = cos (;1:— %)

— Periodische Funktionen:
sin(z + 27) = sinz, cos(z + 27) = cosx
tan(z + 7) = tanz, cot(x + m) = cot x.

— Ungerade Funktionen:
sin(—z) = —sinz, tan(—z) = —tanz, cot(—z) = —cot x
Gerade Funktion:
cos(—zx) = cosx

— Nullstellen von sin: k- 7 fiir & € Z.
Nullstellen von cos: § + k- 7 fiir k € Z.
Nullstellen von tan: k- 7 fir k € Z.
Pole von tan: § + k-« fiir k € Z.
Nullstellen von cot: § + k- 7 fiir k € Z.
Pole von cot: k- 7 fiir k € Z.



; T ' ' ! ! ' l0gg 1 X = -logqg X -------
l'q logyex=-Inx ——
3o "_ loggs x =-logy X ————
logs X -------
-2 In x
logyg X ——--
1 -
0
-1+
2+
-3
4 | | | | | |
-1 0 1 2 3 4 5 6 7
Abbildung 1.5: Logarithmusfunktionen
Spezielle Werte:
T 1 V1 LT 1 V2 ST V3
Sl — = — = —, s — = —= = —, Sl — = ——.
6 2 2 4 2 2 3 2

Rechenregeln:

Satz 1.9. Fir alle x,y € R gilt:

’sin2x+cos2x: 1

und (Additionstheoreme):

sin(z 4+ y) =sinz - cosy + cosx - siny

cos(z +y) =cosx - cosy —sinz - siny

geometrische Beweise.

e Arkusfunktionen: Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktion:

Hauptwerte:

Definition 1.8 (siche Abbildung 1.7).

10



Abbildung 1.6: Winkelfunktionen

— arcsin: [—1,1] — [~

sin: [-2,2] — [—

o %} ist die Umkehrfunktion von

1,1].

— arccos: [—1,1] — [0, 7] ist die Umkehrfunktion von
[077T] — [_17 1]

— arctan: (—oo,00) —» (—% ) ist die Umkehrfunktion von

tan: (—2Z,%) — (—00,00).
— arccot: (—o00,00) — (0 ) ist die Umkehrfunktion von

cot: (0,7) — (—o00,00).

e Hyperbelfunktionen: sinh, cosh, tanh, coth.

Definition 1.9 (siehe Abbildung 1.8).

1 1
sinhx = 3 (e”C — e_x) , coshx = 3 (ex + e_x) ,
inh h 1
tanhx = M, cothx = 695 -
cosh x sinhx  tanhzx

Rechenregel:

11




Abbildung 1.7: Arcusfunktionen

Satz 1.10. Fiir alle x,y € R gilt:

und (Additionstheoreme):

e Areafunktionen: Umkehrfunktionen von Hyperbelfunktionen

cosh?z — sinh®x =1

sinh(z + y) = sinhx - coshy + cosh x - sinh y
cosh(x +y) = coshx - coshy + sinh z - sinh y

Definition 1.10 (siche Abbildung 1.9).

arsinh: R — R ist die Umkehrfunktion von

sinh: R — R.

arcosh: [1,00) — [0, 00) ist die Umkehrfunktion von

cosh: [0,00) — [1, 00).

artanh: (—1,1) — R ist die Umkehrfunktion von

tanh: R — (—1,1).

arcsin x
arccos x
arctan x

arccot x

arcoth: (—oo, —1) U (1,00) — R st die Umkehrfunktion von
coth: R — (—o0,—1) U (1, 00).

12




I sinh x
cosh x
3r 7 tanh x -------
coth x -------
2 i
1 -
0
-1 I R St sl IV .
\
725 S S N \ .
3+ _
4 i | i i i I
-4 3 2 1 0 1 2 3 4
Abbildung 1.8: Hyperbelfunktionen
Rechenregeln

Satz 1.11. Im jeweiligen Definitionsbereich gilt:

arsinhz = In (3: + Va2 + 1) und |arcoshz = In (x +Va? — 1)
und
1 1 1
artanhz = = In T und |arcothxz = =1In T
2 11—z 2 r—1

Beweis. Funktionsgleichung von sinh:

(¢ )

Funktionsgleichung der Umkehrfunktion:

N | —

y:

v==(e—eY)

N | —

Also gilt:
(e¥)” — 2z (e¥) — 1

I
o

13



arcosh x

4
' ' ' ' ' arsinh x
———————— ] artanh x -------

L]

i

arcoth x -------

1 -_——“‘
L p---emmedmmaamazdzIiz

Abbildung 1.9: Areafunktionen

Daher folgt:

ey =x+vVa2+1

Also
y=1In <x + \/T—f-l)

Ahnlich beweist man die anderen Rechenregeln.

1.5 Beispiele zusammengesetzter Funktionen

e Polynomfunktionen:
f(@) = a0+ a1z + axz® + ... + a,2" = Zakxk
k=0

a, # 0: n Grad

e Rationale Funktionen:

f(z) = == mit Polynomfunktionen p(z),q(x)

14



f(z) = Acos(wz — ¢).
f([E) — % = (elnm)l’ _ ewln(z)'

1.6 Stetige Funktionen

Definition 1.11. Sei xy € X ein nicht-isolierter Punkt. Dann heifit f: X — Y stetig im
Punkt xo, wenn

lim f(z) = f(xo).

T—T0

f: X — Y heift stetig auf X, wenn f in jedem Punkt von X stetig ist.
Satz 1.12. f, g stetig: f+g,c-f, f-g, f (in Punkten mit g(x) # 0), f o g stetig.
g

Satz 1.13. Die Potenzfunktionen, Fxponentialfunktionen, Winkelfunktionen, Arkusfunk-
tionen, Hyperbelfunktionen, Areafunktionen sind auf dem jeweils geeigneten Definitionsbe-
reich stetig.

15



Kapitel 2

Differentialrechnung in R

2.1 Ableitung

Definition 2.1. Sei f: X — R eine reelle Funktion und vy € X ein nicht-isolierter
Punkt. Dann heifit f im Punkt xo differenzierbar, falls der Grenzwert

oo @) = flw)

T—x0 r — g

existiert. In diesem Fall wird der Grenzwert mit f'(xo) bezeichnet und heifit Ableitung von

f m Zo-
f: X — R heifsit differenzierbar in X, wenn f in jedem Punkt von X differenzierbar
ist. Die reelle Funktion f': X — R, x +— f'(x) heiffit Ableitung von f.

e Schreibweisen: f'(zg) = %(wo). Wenn die Funktion von der Zeit ¢ abhéngt, also
t — f(t), dann wird die Ableitung in einem Punkt o auch mit f(¢,) bezeichnet.

e Der Ausdruck %ﬁéxo) heifit Differenzenquotient.

e Alternative Schreibweise: Mit x = xq + h erhilt man

f(x) = f(wo)  flzo+h)— f(x0o) und  f(zo) = li f(zo+h) — f(x0)

m .
=0 h

T — Xo h

e Hir
r(h) = f(zo +h) — f(zo) — f'(z0) - h
gilt offensichtlich:
F(zo+h) = f(zo) + /(o) - b+ r(h)

lim @ = lim
h—0 h h—0

mit

- fl(%) =0

f(xo+h) = f(xo)
h

16



Die Funktion x — f(zo + h) = f(z) unterscheidet sich also von der Funktion z
f(zo) + f'(xo)h = f(z0) + f'(x0)(z — o) in einer Umgebung von z nur um einen
Term 7(h) (Restglied), der schneller klein wird als h klein wird.

Der Graph der (linearen) Funktion x — f(zo)+ f'(x0)(z — x¢), also alle Punkte (z,y)
mit

y = f(zo) + f'(z0)(x — z0),
ist die Tangente an den Graphen von f im Punkt (xg,yo) mit yo = f (o).

e Physikalische Interpretation: Geschwindigkeit.
Es gilt

Satz 2.1. Fine Funktion f: X — R ist genau dann im Punkt xq € X differenzierbar,
wenn es eine Zahl a € R gibt, sodass

flzo+h) = f(xo) +a-h+r(h) mit lim @ = 0. (2.1)

h—0
In diesem Fall gilt: a = f'(xo).

Beweis. Wenn f im Punkt zq differenzier ist, gilt (2.1) mit a = f'(x), wie vorhin gezeigt.
Umgekehrt, wenn (2.1), dann folgt

0 tim ") _ oy f@0 1) = flwo) —a-h . flzo + 1) — fzo) a
h—=0 h—0 h h—0 h
d.h. ,
llmf(x0+ )_f(xO):CL
h—0 h
Also existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten und a = f’(zy). ]

2.2 Differentiationsregeln

Satz 2.2 (Summen-, Produkt- und Quotientenregel). Seien f: X — R, g: X — R
reelle Funktionen und xo € X ein nicht-isolierter Punkt. Angenommen, f und g sind in xg
differenzierbar. Dann gilt: f+ g und f-g sind ebenfalls im Punkt xy differenzierbar und es
qgilt:
(f +9)(w0) = f'(x0) + g'(w0)
(f - 9)'(w0) = f'(w0) - g(w0) + f(0) - g'(w0)

Falls zusdtzlich g(x¢) # 0, dann ist auch g im Punkt xq differenzierbar und es gilt:

(g), (20) = J'(xo) - g(x0) — f(20) - g'(0)

9(370)2
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Beweis der Produktregel.
(f - 9)(zo+ h) — (f - 9)(xo)

_ Sl A 7};) -9(xo + h) = f(xo) - g(xo)
_ flzo+h) - g(xo +hh) — f(zo+ 1) - g(wo) + flzo+ P) - g(wo) = f(20) - g(0)
— flag 4y 0t h})L —9(z0) | f(xoh+ hZL — @) )
Also
(-9 (@) = lim (f - 9)(xo + h})l — (/- 9)(xo)
= lim J o + 1) im g(wo +h) — g(%)féiﬂ% fxo + h})l - f(fvo)J o(x0)

f(xo) g' (o) f'(x0)

Im Beweis wurde offensichtlich folgende Aussage verwendet:

Satz 2.3. Sei f: X — R in einem nicht-isolierten Punkt xq € X differenzierbar. Dann
st f in xq stetig.

Beweis. Zu zeigen:

lim f(z) = f(xo), dh. f(z)— f(xe) =0 fiir = — x.

Es gilt fir z # xo:
f(@) — flzo)

p— (x—x0) = f(19)-0=0

f(@) = f(wo) =
]

Satz 2.4 (Kettenregel). Seien g: X — R und f: Y — R reelle Funktionen mit g(X) C
Y. Seien xy € X und g(xo) € Y nicht-isolierte Punkte. Angenommen, g ist in xo und f
ist in g(xg) differenzierbar. Dann gilt: f o g ist im Punkt xo differenzierbar und es gilt:

(f 0 9)(w0) = f'(g(20)) - ¢'(0).
Beweis.

(f o g)(wo+h) = (f o g)(wo)
h
fg(xo + 1)) — flg(zo))  flg(wo) + k) — f(g(w0))

h h

18



mit k = ¢'(xo) - h +ry(h).

Es gilt
Flglo) + k) = F(gla) + F'(glw) -k + 75(k)
Also
(fog)wo-+h) ~ (fog)(wo) _ lolea)) -k +rs(h)
h h
= ((glao) + ps(K)) & = (7 (g(w)) + s (K)) - (' (o) + py ()
mit

Daher folgt:

(fo9)(20) = }lgr(l]
= lim (f"(g(w0)) + ps(k)) - (¢'(z0) + py(h))

= lim (f'(9(0)) + ps(K)) - lim (g'(z0) + pg(R)) = f'(9(x0)) - 9' (o).

]

Satz 2.5 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f: X — Y eine bijektive reelle Funktion,
xg € X ein nicht-isolierter Punkt. Angenommen, f ist in xo differenzierbar, f'(xo) # 0 und
[~ ist im Punkt yo = f(xo) stetig. Dann folgt: f~1 ist im Punkt yo = f(xo) differenzierbar
und es gilt:

1 1 1
FY ) = s = - .
S = F) = P~ (e T )
Beweis. ) )
- 1
_ y—y flx)—f(x
Yy~ T e
mit y = f(z). Falls y — o folgt . = f~(y) — f*(yo) = zo wegen der Stetigkeit von f~1.
Daher gilt:
i W) = M wo) _ 1 _ 1
y—Yo Y — Yo lim,_,,, %ﬁzo) f'(20)
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2.3 Die Ableitung spezieller Funktionen

e Exponentialfunktionen: f(z) = e”
ez-‘rh — e €h -1
h h

Es gilt (geometrisch einsichtig, Beweis spéter):

e*>1+2 firallezeR

Daraus folgt:
e*>142x und e *>1—xa firallexz >0,

woraus man folgende Abschétzung erhélt:

rT—1
1§e <e® furalle xz > 0.
x
Wegen
Il 1
eh 1 6‘h| fir h > 0
T el el _ 1
Z = _ oA fiir h <0
e ir h <
—|h] ||
folgt daraus:
h
ol < © =1
Somit gilt:
h " —1 h
lzlime_||§lim Slime“zl,
h—0 h—0 h—0
also .
e —1
li =1
oo h ’
Daher folgt:
h—1
(€®) |=lime” - € =e’
h—0

Exponentialfunktionen: f(z) = a® = (el)* = =@,

Mit der Kettenregel folgt:

() |= ™) - In(a) = na - a”]

e Logarithmusfunktionen: log, z = f~(x) mit f(z) = a®.

Daher folgt:

B 1 B 1
" Ina-a°%®| Ina-zx

(log, z)’

20



e Potenzfunktionen: " = e

o Winkelfunktionen

rlnzx

(xr)/ _

o>

h

Es gilt (geometrischer Beweis) fiir = € [0, §):

Also

Daraus folgt:

sin(zo + h) — sin(z)  sin (zo + % + %) — sin (mo + %
N h
B 2 cos (:1:0 + %) - sin (%)
B h
h sin (2
= CO0S <x0+—> . h(Z)
2 h
2
1 . - T < 1 ¢
2smxcosx 5 <3 anzx
sin 1
cosx < <
x CcoS X
lim sin x — lim sin || .
z—0 x—0 |x|

und daher

Weiters gilt:

Daher

(cosx) |=

Wegen

(sinz) = cosx

. T
COST = sIn (a: + 5)

li
<sin <9c + g)) = CoS <x + g)

sinx
tanx =

COS T

folgt aus der Quotientenregel:

(tan )’

cosx - cosT —sinz - (—sinx)

cos? x
1 cos?z +sin x 5
= 5| = 5 =14+tan“x
cos? x cos? x
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Analog erhélt man

1

(cotz) = ——
sin” x

=—1—cot’x

Arkusfunktionen: arcsin z ist die Umkehrfunktion von sin z. Also:

Nun gilt fiir y = arcsinx € [

Also

(arcsinx) =

_T

]
272

1

cos(arcsin )

1 —sin®y = v1 — a2

cosy =
1
(arcsinz) = ——
V1—a?
Analog zeigt man:
(arccosz)’ = L (arctan )’ = ! (arccot z)" = b
V1—22] 14227 1+ a2

Hyperbelfunktionen: sinhz = $ (e” — ™)

Also

N —

(sinh z)’

Analog zeigt man:

und

(4 e) =

1
(coshz)" =sinhz| |(tanhz) = e 1 — tanh®x
cosh” z
/ 1 2
(cothz) = —— 1z =1—coth*x
sinh” z

Areafunktionen: arsinh(x) ist die Umkehrfunktion von sinh(z). Also

(arsinh z)" =

Nun gilt fiir y = arsinh x

Also

1

cosh(arsinh )

coshy = /14 sinh?y = V1 + 22

(arsinh )" =

Jita

1
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Analog zeigt man

1
(arcoshz) = —— firz > 1

vz -1

und

(artanh z) = fir |z| > 1

fir || <1| und |(arcothz) = :

1 — 22 — 72

2.4 Minima und Maxima
Sei I C R ein Intervall und f: I — R.
Definition 2.2. Ein Punkt o € I heifit ein lokales Mazimum von f, wenn
f(xo) > f(x) fir alle x € I in einer Umgebung von x.
Ein Punkt xq € I heif$t ein lokales Minimum von f, wenn
f(xo) < f(x) fir alle x € I in einer Umgebung von x.

Unter einem lokalen Extremum versteht man ein lokales Minimum oder ein lokales Maxi-
mum.

Satz 2.6. Set I C R ein Intervall und f: I — R. Sei xy ein innerer Punkt von I und f
st in diesem Punkt differenzierbar. Dann gilt: Falls xo ein lokales Extremum ist, folgt

f’(l‘o) = O

Beweis. Beweis fiir den Fall, dass zq ein lokales Maximum ist. Fiir hinreichend kleine Werte
h > 0 gilt:
f(xo—h) < f(zo) und  f(xo) > f(zo + h).

Daher folgt:

f/(xO) _ hliglJr f(IO + h}z] - f(.f(]o) S 0
nd
' o fleo =) — fla)
J'(wo) = hligl—k —h =0
Also: f'(x¢) = 0. O
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2.5 Hohere Ableitungen

e 2. Ableitung: Ableitung der Ableitung

2 .

Schreibweise: f”(zg) = g—méc(xo), f(to),

Interpretation: Kriimmung, Beschleunigung

3. Ableitung: f"(z¢) = %(fo)

n-te Ableitung: f™(zo) = L (2)

 dzn

2.6 Taylor-Polynom, Taylor-Reihe

Sei I C R ein Intervall, xq € I sei ein innerer Punkt von I, und sei f: I — R eine reelle
Funktion, die im Punkt z( differenzierbar ist. Dann gilt

r(h)

f(a) = [ (o) + f'(wo)(w — wo) +r(w — o) mit lim =0
Tlvl‘)

Offensichtlich gilt:
Ti(xo) = f(xo) und T(xo) = f'(zo)-
Das Polynom 77j(z) vom Grad 1 besitzt also an der Stelle zy den gleichen Funktionswert

und die gleiche Ableitung wie f(z).
Sei f 2-mal differenzierbar. Wir bestimmen nun jenes Polynom 75(z) vom Grad 2, also

Ty(z) = ag + a1(z — x0) + as(z — )3,
das zusétzlich an der Stelle xy auch die gleiche zweite Ableitung wie f(z) besitzt. Es gilt:
TQ(I()) = Qo, Té(l’o) = ay, TQH(ZC()) = 20,2.

Also muss gelten:
ap = f(wo), a1 = f'(x0), 2as= f"(x0)

und wir erhalten

Ty(w) = Flao) + 1ol — 20) + T o — ).

Sei f 3-mal differenzierbar. Wir bestimmen nun jenes Polynom 7T3(z) vom Grad 3, also
Tg(x) = ag + CL1(1’ — ZE()) + &2($ — 1’0)2 + ag(l‘ — $0)3,
das zusitzlich an der Stelle xy auch die gleiche dritte Ableitung wie f(z) besitzt. Es gilt:

T3(zo) = ag, T3(xo) = a1, Ty (xg) =2as, T3 (x0)=2-3-as.
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Die Bedingungen an ag, a; und ay sind unverandert. Zusétzlich muss gelten:
2-3- az — f”/(l'0>

und wir erhalten

f" (o)
2

f///<x0)
2-3

Ty(x) = f(zo) + f'(z0)(x — 20) + (z —x0)* + (x — 0)°.
Setzt man diese Uberlegungen fort, so erhilt man fiir jenes Polynom 7}, (x) vom Grad n, das
an der Stelle xy den gleichen Funktionswert und die gleichen Ableitungen bis zur Ordnung

n wie f(z) besitzt:

Tu(x) = Flao) + o) — 20) + 700 o a2 4 TN o
4 (24 \ ™ (g L 0 (ay i
—l—f4<! )(x—xo) —|—---—|—fn(! )(m—xo) :Zfi(! )(:U—yco),

wobei ! die Faktorielle bezeichnet, also
00=1 und k!'=1-2-...-k furk>1.
T, (x) heiBt das n-te Taylor-Polynom.

Satz 2.7 (Taylor-Formel). Seien I C R ein Intervall, xo € I ein innerer Punkt von I und
f: 1 — R (n+ 1)-mal stetig differenzierbar in I. Dann gibt es zu jedem x € I eine Zahl
6 € (0,1), sodass:

"L FO(z N A T — X 1
o) = 3 T o ¢ B =20 oy,
) Tn‘(rx) R;(rx)

Beweis. n=0:
f(x) = f(zo) + f'(w0 + 0(x — 20))(z — T0)

Wir betrachten
r—1

F(t) = [f(x) = f(t)] - [f (@) = f(0)]

Es gilt: F(z9) = F(x) = 0. F ist eine stetige Funktion. Sie besitzt daher ein lokales
Extremum an einer Stelle £ = xg + 0(x — xy) zwischen 2o und x. F ist in & differenzierbar.
Daher

T — Zo

Nun gilt:




Also
1

r — X

—f'(&) +

[f(x) = f(z0)] = 0

Daraus folgt:
f(@) = f(zo) = f'(€)(x — o).

Im allgemeinen Fall geht man dhnlich vor: Wir betrachten
~ fO() G
- e - | Z o =y
1=0 =0
Es gilt: F(zg) = F(zr) = 0. F ist eine stetige Funktion. Sie besitzt daher ein lokales

Extremum an einer Stelle £ = x¢+ 0(x — ) zwischen xo und z. F' ist in £ differenzierbar.
Daher

F(§) =0.
Nun gilt:
noT (i) 4G ‘
P =-r0 -3 [Fr e - i - o]
n x — "L (g
CRSVCR) ) P U T
(x — x9) —~ il
Es gilt
nor (i) A (i) ‘
~r0-Y e - -]
=10~ [fe-0-r0] - |G- - Hle -]
D) (¢ . F0(t) -
- {T()@”—t) _(n—(1)!($_t) ]
(n+1)
LT
Also
(n+1) n 1)z — n ) (g
P = -1 <t><x—t>”+(<i_1)io>n+? [m)— o ><x_x0)]
Aus F'(£) = 0 folgt
(n+1) n 4 1)z — &) n ) (g |
F g = 2 IEDD [f(:v) >4 )<x—xo>’]
und daraus sofort die Behauptung. [
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Der Ausdruck
) (2 4 0(x — x0))

1) (7 — o)™
heilt die Lagrangesche Form des Restgliedes.
Monotonie von Funktionen
Definition 2.3. Sei I C R ein Intervall und f: I — R.
f heifit monoton wachsend < Fir alle x,y € I mit x <y gilt: f(x) < f(y).
f heifit monoton fallend < Fir alle x,y € I mit x <y gilt: f(x) > f(y).
f heifit streng monoton wachsend <= Fiir alle x,y € I mit x <y gilt: f(x) < f(y).
f heifst streng monoton fallend <= Fir alle x,y € I mit x <y gilt: f(x) > f(y).

Satz 2.8. Sei f: (a,b) — R stetig differenzierbar. Dann gilt

e f ist genau dann monoton wachsend (fallend), wenn f'(x) > 0 (f'(x) < 0) fir alle
x € (a,b).

o Falls f'(x) >0 (f'(z) <0) fir alle x € (a,b), dann ist f streng monoton wachsend
(fallend).

Beweis. Angenommen f ist monoton wachsend. Dann gilt fiir A > 0:

f(x+h) = f(x).

Also L
o) — i LT = 1)

> (.
h—0 h =

Angenommen, f'(z) > 0. Fir z < y folgt dann:

fy)=f@)+ f@+0(y—=)) (y—x) >0

-~

>0 >0

Also ist f monoton wachsend. Falls f/(x) > 0, folgt mit dem selben Argument, dass f
streng monoton wachsend ist. ]

Lokale Extrema

Satz 2.9. Sei [ C R ein Intervall, f: I — R sei 2 mal stetig differenzierbar. Sei xq ein
innerer Punkt von I mit

(o) =0 wund f"(x0) > 0(<0).

Dann ist zo ein lokales Minimum (Maximum,).
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Beweis. Da f” stetig ist und f”(x¢) > 0, gibt es ein Intervall um zg, in dem f” positiv ist.
Sei x ein Punkt aus dieser Umgebung von zy. Dann gilt:

f(@) = fzo) + f'(wo)(x — @0) + fant Zl(x — o) (= x0)* > ().
N -

(. J

=0 >0

Approximation einer Funktion durch Taylor-Polynome

Mit Hilfe von Taylor-Polynomen lassen sich (komplizierte) Funktionen durch einfache po-
lynomiale Funktionen approximieren.

1. Beispiel: Das Taylor-Polynom Ty(x) von f(z) = sinz an der Stelle zp = 0 und
Restgliedabschitzung.

—sin0

Ty(z) =sin0+ cos0 -z + T

Also
sinx =z + Ry(x)

mit dem Restglied

Ry(x) = —COS?E'&E) - a?,
Abschitzung des Restgliedes:
1
Ro(e)| < 5

2. Beispiel: Das Taylor-Polynom T3(x) von f(x) = cosx an der Stelle zyp = 0 und
Restgliedabschitzung.

—cos0 n sin 0 x
. :L‘ .
2! 3! 2

T3(x) = cos0 —sin0 - x +
Also

22
cosx =1— 5 + R3(z)

mit dem Restglied
cos(fx)

R3(x) = T

Abschétzung des Restgliedes:
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3. Beispiel: Das Taylor-Polynom Ti(z) von f(z) = \/x an der Stelle o = 1 und Rest-

gliedabschéatzung.
1 _a 1V 1 _s 11
/ — T3 " _(_\Z,.-5_ __-
=yt 1= (-3) 5 =
Also ] ]
Vi=1l+=(z-1)——=——=@—-1?2 mit&=1+0(x—1)
—2 888 )
T1($> Ry ZE)
Abschitzung des Restgliedes:
Ry(2)] < sz —1)? fir z > 1
= leﬁ(:t —1)?  firzr<l1

Taylor-Reihen

Die Folge der Taylor-Polynome nennt man Taylor-Reihe. Schreibweise:

n ) (g | £ (g |
=0 ' n€eNo '

=0

Falls lim,, o Ry(x) = 0, dann folgt

) (g ,
f(z) = lim T,(z) = nh—gloz fP{o) (x — x0)".
i=0
Schreibweise fiir den Grenzwert:

n (i) ‘ 2. D (zq ,
nlgl;lozf (xo)(l“—(ﬂo)zzzf (l’ )(ZE—ZL‘())Z.
i=0

!
=0

In diesem Sinne:

4. Beispiel: Die Taylor-Reihe fiir f(x) = e an der Stelle o = 0 und Untersuchung des
Restgliedes fiir n — oc.

fOa) = e
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Taylor-Reihe:

=1, 1, 1.,
Z,—le—l—x—l——x + =z + ...
=0

i 2! 3!
Restglied:
0-x
R,.(z) = ¢ 2" =0 fiir n — oo.
(n+1)!
folgt leicht aus der Ungleichung:
nl >nz2

Also:

z _ . i L, 3

e Zﬁx—ljtx—l—ﬁx +§:1; + ..

i=0

. Beispiel: Die Taylor-Reihe fiir sin z und cos z an der Stelle 2y = 0 und Untersuchung
des Restgliedes fiir n — oo.

sin x fir e =4y
. (0) cos T fire=47+1
sin” () = . o
—sinx fliri =45+ 2
—cosx fliri=45+3
Taylor-Reihe:
Lg 15 14 _oo(—l)l 2i+1
Tyt Tyt Tt TS 2201 1)!
Restglied:
in™ (g
R,(z) = Mw"“ — 0 fiir n — oo.
(n+1)!
Also

00 .
. o (_1)1 2141 __ 1 3 1 5 1 7

Analog zeigt man:

_m(_l)im_ Lo 14 14
COS$—;(22_>!$ —1—§x +Ix —ax 4+
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6. Beispiel: Die Taylor-Reihe fiir f(z) = == an der Stelle zy = 0 und Untersuchung des
Restgliedes fiir n — oo.

Fiir ¢ > 1 gilt: ' ‘
fO(z) =dl(1 — )"+,

Taylor-Reihe:

if(i)(o)xi:iﬁx :ixz—1~l—x+x + 2% +.

i=0 ’ i=0 i=0
Es gilt (endliche geometrische Reihe) fir = # 1:
1 — gntt
Z v= 11—z
und daher

1 — n+1 n+1
- 1x :19“" 0 falls |z] < 1.
— X — X

R, (x) = 1 i

Also gilt fur |z| < 1 (geometrische Reihe):

1 S
:E d=l4+c+22+23+24+. ..
— X
1=0

7. Beispiel: Die Taylor-Reihe fiir f(z) = In(1 + ) an der Stelle zy = 0.
Fiir ¢ > 1 gilt:
)= (D)=L +2)
Taylor-Reihe:

-
S
8
A
|._x
SN—
=
L
—~
~.
|
—_
S~—
8
N
I
(]
—~
|
—_
SN~—
=
L
%

<) (0)
Z @"( )SCZ:Z il

i=0 ’ i=1 ' i=1

Fiir x € (—1, 1] lasst sich zeigen, dass das Restglied gegen 0 konvergiert.
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Kapitel 3

Integralrechnung in

3.1 Stammfunktion

R

Definition 3.1. Set I C R ein Intervall und seien f: [ — R und F: I — R reelle Funk-
tionen. F heifst Stammfunktion (unbestimmtes Integral) von f <= F ist differenzierbar

und F' = f.

e Falls F' eine Stammfunktion von f ist, dann ist F' + C' mit einer Konstanten C' € R
ebenfalls eine Stammfunktion und es gibt keine weiteren Stammfunktionen. C' nennt

man Integrationskonstante.
e Schreibweise: [ f(z) dx = F(z)+ C.

e Mit dieser Schreibweise gilt:

([0 ) = s

Falls f differenzierbar ist, gilt offensichtlich, dass f Stammfunktion von f’ ist:

/f'@;) dz = f(2) + C.

3.2 Stammfunktionen spezieller Funktionen

e Potenzfunktionen: es gilt (") = r-2"~!, also (’37)/ = 2" ! fiir r # 0. Mit der Setzung

a =1 — 1 erhalten wir also fiir o # —1:

/:Eadl‘:

l.a—l—l

a—+1

+C

Spezialfall « = 0: [1dz =z +C.
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Spezialfall & = —1: es gilt (In |z])’ = . Also:

1
/—dx:1n|a:]+C
T

Exponentialfunktionen: es gilt (a®)’ = Ina - a®, also (%)/ = a”. Fiir a # 1 erhalten

wir also:
a/ac
/ a® dx = +C

Ina

Spezialfall: a = e: [e* dz =e" + C.

Logarithmusfunktionen: es gilt (x - In |z| — z)" = In |z|. Also

/ln|x| de =z -Injz|—z+C

logg || _

Wegen e 7l = |z| = gl8al*l = (ene) el alogalel folgt: log, # = £ und daher:

1
/loga|x| dx = m(m-lnm —z)+C

Winkelfunktionen: Es gilt (sinz) = cosz und (cosx) = —sinz, also (—cosx) =
sinz. Daher:

/sinxdx:—cosx+0 und /Cosxdx:sinx+0

_ 1
cosT

Es gilt: (In]|cosx|) - (—sinz) = —tanz. Also

/tanx dx = —In|cosx| + C

Analog folgt:

/cotx dr =In|sinz| + C

(cotz) = ———. Also

Es gilt: (tanx) =

1 1
/ dr =tanz + C| und / 5 dr = —cotx +C

cos? x sin® z
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e Hyperbelfunktionen: Analog zu den Winkelfunktionen erhélt man:

und

und

/sinhx dx = coshzx + C

und

/tanhx dxr =1In|coshz| + C

und

cosh” x

1
/—2 dr = tanhz + C

und

/cosh:c dr = sinhz 4+ C

/COchE dr =In|sinhz| + C

sinh? z

1
/—d:c:—cothx+C

e Aus den Differentiationsregeln fiir die Arkusfunktionen folgt sofort:

1
—d
/\/1—1‘2 !

= arcsinz + C} = —arccosz + Cy  fiir |z] < 1

mit Cg = Cl + g und

1+ 22

1
/ dr = arctanx + C] = — arccot x + Cy

e Aus den Differentiationsregeln fiir die Areafunktionen folgt sofort:

und

und

und

|

dr = arsinhx + C = 1n <x+\/x2+1> +C

2

1
/—1 dx:arcoshx+C:1n(x+\/x2—1)+C flirz > 1
T

1—22

1 1
/ da::artanh.r—l—C’:§ln(

1
+x)+C’ fir |z] <1
11—z

2 —1

/ ! dzz—arcothx%—C:—lln(
2 T

z+1
—1

)+C’ fir |x| > 1
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3.3 Integrationsregeln

Satz 3.1. Sei I C R ein Intervall.

1. Seien f: I — R und g: I — R reelle Funktionen mit Stammfunktionen F und G.
Dann ist F + G eine Stammfunktion von f + g:

[ @)+ g do = [ 1) do+ [ o) ar
2. Sei c € R. Dann ist c- F eine Stammfunktion von c- f:

/[c.f@)} da::c~/f(:c) da.

Beweis.
(F+G)(z) = F'(z) + G'(x) = f(z) + g(2).
(c- F)(z) =c-F(z)=c- f(z).
O

Satz 3.2 (Partielle Integration). Seien f: I — R und g: I — R differenzierbare reelle
Funktionen und ¢ = f - ¢’ besitze eine Stammfunktion ®. Dann ist f - g — ® eine Stamm-
funktion von f’-g:

/f’(iE) . g(m) dr = f(x) . g(x) — /f(x) . g/(:E) do.
Bewezis.

(f-9=2)(x)=[f(z) g(x) + f(z) g (x) - '(z)

Satz 3.3 (Substitutionsregel). Seien I,J C R Intervalle. Seien f: J — R eine reelle
Funktion mit Stammfunktion F, g: I — R eine differenzierbare Funktion mit g(I) C J.
Dann ist F o g eine Stammfunktion von (fog)-¢'.

[ @) o= [ o) g0 e mit w= gt
Beweis. Mit der Kettenregel gilt:
(F'og)(t) = F'(g(t)) - g'(t) = fg(t) - 4'(1).
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3.4 Beispiele

8. Beispiel: Stammfunktionen von z - e*

Partielle Integration:
/x-em dx:/(ex)’-xdx:x-e‘”—/ex de=x-¢e"—e*+C

9. Beispiel: Stammfunktionen von sin® x

Partielle Integration:
/sian dx = /(— cosz) -sinx dr = —cosz - sinx — /(— cosx)cosx dx
= —cosz-sinx + /COSQZE dz
= —cosx-sinx + /(1 —sinz) da
= —cosx-sinx +x — /sinzx dz

Also
.92 o .
2/8111 T dr=x—sinz-cosx

und somit )
/sian dxr = 5({1} —sinx - cosx) + C

10. Beispiel: Stammfunktionen von /1 — 2

Substitutionsregel:

/\/1—x2 dr fir |z] <1

Mit z =sint = g(t) fir t € [—5, 5] folgt:

1
/\/1—:1:2 d:c:/\/l—sinztcostdt:/cos2tdt:§(t+sint-cost)+C
1
:§<arcsinx+x-\/1—az2)+0
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11.

12.

13.

Beispiel: Stammfunktionen von vx2 + 1

Substitutionsregel: Mit x = sinh¢ = g(¢) fiir ¢ € R folgt:

1
/\/x2+1 da:—/\/sinh2t+1coshtdt—/cosh2tdt—é(t—i-sinht'cosht)%—C
1
:§<arsinhx+x-\/1+x2>+0

Beispiel: Stammfunktionen von va2 + x + 1.

Substitutionsregel:

/\/x2+x—|—1da:

Es gilt:

‘+r+1 LA P 1 2+3 i 2+1
T T =|x T+ — —=l|lx4+ = - == —r+ —
4) 4 2 4 4 3 V3

Also

V3 2 1
x2+a:+1da;——/ ar+b*+1dr mit a=— und b= ——
/ 2 ) Vierth) Ve 73

Es gilt allgemein: Falls F' eine Stammfunktion von f ist, dann gilt:

/f(ax+b) dx:%F(aa:—l—b)

Beweis. Substitutionsregel mit t = a x + b oder durch direkte Uberpriifung. [

Daher folgt:

/\/x2+x+1dx—§~—-%(arsinh(aac+b)+(ax+b)- (aa;+b)2+l)—|—C

1/3 20 +1 2x+1
= — | — - arsinh vt + v Vat+r+1)+C
2 \4 V3 2

Cos T

Beispiel: Stammfunktionen von .
sin x

Mit der Substitution

y=sinz =g(z) und ¢'(r)=cosz
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folgt

/Zii dx:/ig)) dﬂﬂ:/f(g(x))-g’(w) dw:/f(y) dy fir  f(y) :i

Also

/C,Osx de =Inly| +C =In|sinz| +C

sSinx

Spezialfall der allgemeinen Formel

9@ (e
45 da =gl +

3.4.1 Stammfunktionen von rationalen Funktionen:
Partialbruchzerlegung:

Sei f eine rationale Funktion, also

f(z) = p(x) mit Polynomen p(z), ¢(x).

q(z)

Polynomdivision:
p(z) = s(x) - q(x) + r(x) mit Polynomen r(z), s(z), degr(x) < degq(x)

Faktorisierung von ¢(x):

gx)=clzr—x)" - (x —xx)™? - ... (T — )™
(2 pir @)t (2 par ) - (2 P+ )T
mit 7, s; € N und ;, p;, ¢; € R, p? < 4q;.
Ansatz:
f(z) = s(z) + r(z) _ s(z) + ii +) N Y e e
e 2 2Ty T & W patap
Die Zahlen a;;, bj; und ¢;; lassen sich durch Koeffizientenvergleich bestimmen.
. : 2+ 2
14. Beispiel: Partialbruchzerlegung von f(z) = el
Polynomdivision
2
?4+2=x- (2" —1)+2+2 also f(x) =+ $2+ 1
x —
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15.

Faktorisierung

> —1=(x+1) (x—1)

Partialbruchzerlegung:
T+ 2 ai

a2

xz—l_x+1+x—1

Multiplikation mit z? — 1:

r+2=a-(r—1)+ay-(x+1)=(a1+a2) -x—a;+as

Koeffizientenvergleich

ap+a,=1 und —a;+as=2

Daher
1 1

2 r+1

Beispiel: Partialbruchzerlegung von f(x) =
Partialbruchzerlegung:

1 aq as

222+1) = 22

Multiplikation mit z?(z? + 1):

l=a; -z(2*+ 1) +ay- (2 + 1)+ (bz +c) - 22
:(a1+b)-x3+(a2+c)'$€2+a1'$+a2-

Koeffizientenvergleich:

1
— a1:—§7 Ao =
i
2

S S
v (2® 4+ 1)

1
rx—1

bx +c

24+ 1

aa=1, a1 =0, c=—ay=—1,

Daher
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Integration:

[ @) da= [ stw) dx+iiaij/ﬁ da

i=1 j=1

L T 1
bij - d ij - d
+ZZ{ ]/($2+pz’$+%‘)] x+0]/($2+pz’$+%‘)" !

i=1 j=1
1 . In|lz — x; firj=1
/—.dx:/(x—xi)de: ‘1 1’ . j
(.T - .7:1‘)] _HW fir ] > 1

x 2r + p; Di 1

1
(@ +pr+aq) 2 . @ +px+q) 2 (+paw+q)

/ 22 + p; dx:/g’(x) dp — In|g(x)] fir j =1
(2 + pix + ;)7 g(x) -1 fir j > 1

mit g(x) = 2% + p;x + ¢;. Also

/ 2z + p; dr — {11r1|x2 + pix + ¢ fir j =1

(2% 4+ pix + ¢;)7 _jﬁm

\ 2
:E2+pi:v+qi:<x—l—%> +d? mit d; = %=
Also
1 1 1 1

2 . .: i2 2 ) 2

Daher

1 1 1
- dr = —= - - dx
2
(2% + pix + ¢;) d’ {

Mit 1
pi Pi
b=
" " 2d, 2

folgt mit der Substitutionsregel

1 1 1 1 d;
/ .dx=—2»/ .d;c:—?./—,
(22 + pix + q;)7 d;’ [ v d;’ (12 + 1))
-



Spezialfall j = 1:

Fir 7 > 1 gilt:

1
t2+1

/

dt = arctant + C

/ 1 ot ( ,)/ 22 0t
(A (2 s VAR B (2 A
t t?
——t 2] | ————— dt
(t2 + 1) + ]/ (t2 + 1)]+1
t 2 +1-1
(t2+ 1) * ‘7/ (124 1)7+1
t 1 1
CES 3/ @+ 1) 3/ (@ + 1)1
Al
N 2'/ L = 1)/ L
T erpm U= mry T (2 + 1)
Somit
/ O S— Qj_l/ L
(#2 4 1)7t0 2512+ 1)d 2j (t2+ 1)
J—j—1: Fir j > 2 gilt:
1 t 2] —3 1
/ 2 - dt = : 2 i1 j / 2 — dt
(t2+1)7 2(j — 1)(t2 + 1)) 20—-1) ) (t2+1)
Spezialfall j = 2;
1 t 1 1 t 1
——dt=———<+ = dt = ——— + —arctant + C
/(t2+1)2 22+ 1) 2/t2+1 TCESIRE R
fehial- : _2* 42
16. Beispiel: Stammfunktionen von f(z) = 1
Partialbruchzerlegung:
542 1 1 3 1
f(x):i2t1:x_§'x+1+§'x—1
Stammfunktion
3 —i—l 1 3
dr — - de + — - d
/ /wm /x+1x+2/x—1x
3
= %——1n|x+1|+ Inlzx—1|+C
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17. Beispiel: Stammfunktionen von f(z) = m
Partialbruchzerlegung

(S R
w222 +1) 22 2241

1 1 1
_—  _dr= | = dr— d
/xz(x2+1) . /xQ . /:1:2+1 *

= —— —arctanxz + C
T

fz) =

Stammfunktion

Stammfunktion von Funktionen der Form f(z) = r(sinz, cosx)

Substitution
xr =2 arctant = g(¢)
Es gilt:
, 2 - 2t 11—t
g(t) = L sinx = e cosx = T
Also

1 —¢? 2
/f ) de = /(1+t2’1+t2>'t2+1dt

Ist 7(u,v) eine rationale Funktion in « und in v, dann ist nach der Substitution der Inte-
grand eine rationale Funktion in ¢.

1
smax’

1 1+ 2 1 x
dz = S dt= [ S dt=mlt|+C =1 ’t —] c
/sinx ‘ / 2t 2 +1 /t nft + B *

18. Beispiel: Stammfunktionen von

3.5 Das Riemann-Integral
Sei f: [a,b] — R eine reelle Funktion. Wir zerlegen das Intervall in n Teilintervalle
a=To <211 <...<Tp_1 <z, =0>0
o Zerlegung 7 = {xg,x1,..., Ty}
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e Linge des Teilintervalls [zy_1, zx]: Az = ) — 2p_1.
e Feinheit der Zerlegung h = max{Axy: k=1,2,...,n}.
e Zwischenpunkte: £ = (&1,&, ..., &) mit & € [Tx_1, Tkl

Riemann-Summe

S(f,2,6) =Y f(&) - Axy

k=1

Definition 3.2. Fine Funktion f: [a,b] — R heifst genau dann Riemann-integrierbar (kurz
R-integrierbar), wenn der Grenzwert

n b
S 2.9 = g 3 (6) - O = / f(x) da

existiert. Wir definieren zusdtzlich

/baf(a:) dz = —/abf(:v) dz.

Man nennt fab f(z)dz ein bestimmtes Integral. Alternative Schreibweise fiir a < b:

b
/ f(z) de = f(z) dx.
a [a,b]

Es gilt (ohne Beweis):
Satz 3.4. Wenn f: [a,b] — R stetig ist, dann ist f R-integrierbar.

Das so genannte Lebesguesche Integrabilitatskriterium gibt genaue Auskunft, unter
welchen Bedingungen eine Funktion R-integrierbar ist. Dazu benétigen wir zunéchst die
folgenden Begriffe:

Definition 3.3. 1. Fine Menge N C R heifit eine (Lebesgue-)Nullmenge, falls es zu
jedem € > 0 Intervalle I,, n € N gibt mit

N C an und i\[n| <e.
n=1 n=1

|I,,| bezeichnet die Lange des Intervalls I, .

2. FEine Funktion f: [a,b] — R heifit genau dann fast diberall stetig auf [a,b], wenn f
auf [a,b] \ N stetig ist, wobei N eine Nullmenge ist.

Das Lebesguesche Integrabilitiatskriterium lautet nun (ohne Beweis):
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Satz 3.5. f: [a,b] — R ist genau dann R-integrierbar ist, wenn f beschrinkt ist und wenn
f auf [a,b] fast iberall stetig ist.

Es gelten folgende wichtigen Aussagen fiir das bestimmte Integral:
Satz 3.6. Seien f: [a,b] = R und g: [a,b] = R R-integrierbar und ¢ € R. Dann gilt:

1. f4+ g undc- f sind R-integrierbar mit

/ @)+ 9(a)] do = / ) do / gta) d.
[ e sl ar=e- [ )

2. Fiir alle ¢ € (a,b) sind f’[a g und f|[c i R-integrierbar und es gilt:

/acf(x) dx—l—/cbf(a:) dx:/abf(:v) dx

3. Falls f(x) < g(x) fir alle x € [a,b], dann

/a ) dr < / g(a) de.

4. |f] ist R-integrierbar und es gilt

r) dz| < / f@)] de < (b—a) -sup{|f(2)]: = € [a,b]}.

5. f%, g* und f - g sind R-integrierbar und es gilt (Cauchy-Schwarz-Ungleichung):

< \//:fw dr \//abg@c)? dr.

Beweis. Die Existenz der Integrale folgt fiir stetige Funktionen aus dem obigen Satz, im
allgemeinen Fall mit Hilfe des Lebesgueschen Integrabilitdtskriteriums. Die behaupteten
Identitéten oder Ungleichungen zeigt man zuerst fiir Riemann-Summen und fithrt anschlie-
Bend den Grenzwertiibergang durch, z.B.:

x) dx

n

D (&) +9(80)] - Ay = Zfsk AasﬁZg&k ) Awy

: —>/f dx—l—/()d
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3.6 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz 3.7. Seien a,b € R mit a < b. Dann gilt:
1. Sei f: [a,b] = R stetig. Dann ist F': [a,b] — R mit

differenzierbar und es gilt F' = f:

([ 10 ar) = s

F st also eine Stammfunktion.

2. Sei f: [a,b] = R stetig differenzierbar. Dann gilt:

b
[ 1@ de=s0) - 1@,
Beweis. Zu 1.: Fiir zg, z € [a,b] mit = > x( gilt:
xr — X :L’—xo {/f dt_/ f dt]

:x_xo Ua f(t) dt+/m0f(t) dt—/axof(t) dt] :x_lxo /m:f(t) dt

F@) = Flao) gy 1 / [F(t) - fx0)] dt

r — TIg T — 2o zo

Also

und daher
%ﬁ;@ - f(m)‘ <sup{|f(t) — f(zo)| : t € [vg,2]} = 0 fiir = — z.

Der Beweis fiir © < xy verlauft vollig analog
Zu 2.: Sowohl f(z) also auch [ f'(t)dt sind Stammfunktionen von f’(z). Also gibt es
eine Konstante C' mit

= /x fl(t)dt + C.
Fiir x = a folgt daher: f(a) = C, also '
+ / ’ f(t)dt
Daraus erhélt man die Behauptung fiir x = b. [
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Ahnlich wie den zweiten Teil des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
zeigt man die folgenden beiden Sétze:

Satz 3.8 (Partielle Integration). Seien f: I — R und g: I — R stetig differenzierbare
reelle Funktionen. Dann gilt

| @ gle) o= f0)-90) - @) -9(0) - [ (@) o' (@) da
b

Beweis. Aus dem entsprechenden Satz fiir unbestimmte Integrale (Stammfunktionen) und
dem Hauptsatz folgt sofort, dass es eine Konstante C' gibt, sodass:

/az () - g(t) dt = / f(t) ) dt+C.

Fiir x = a folgt: 0 = f(a) - g(a) + C, also

/ " P - 9(t) di = f(x) - g(x) — f(a) - gla) - / CF(0) - g0) de

Daraus erhélt man die Behauptung fiir x = b. [

Satz 3.9 (Substitutionsregel). Seien f: [c,d] — R eine stetige Funktion, g: [a,b] — R
eine stetig differenzierbare Funktion mit g([a,b]) C [e,d]. Dann gilt:

g(b) b
/ f(z) dr = / Flolt)) - g'(t) dt
g(a) a

Beweis. Aus dem entsprechenden Satz fur unbestimmte Integrale (Stammfunktionen) und
dem Hauptsatz folgt sofort, dass es eine Konstante C' gibt, sodass:

/ f(z dm—/f t) dt + C fiir alle y € [a, b].

/ " fa) do =

Fiir y = a folgt:

also
9(y) g(a)
/ f()dx— f(x dx—/f g'(t) dt.
/ fla
Daraus erhélt man die Behauptung fiir y = b. ]
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3.7 Uneigentliche Integrale

Integrale unbeschréankter Funktionen auf beschrankten Intervallen und Integrale auf unbe-
schriankten Intervallen als Grenzwerte von Riemann-Integralen.

e Beispiel: Das Riemann-Integral der unbeschrankten Funktion
—= fir t £ 0
f(t)=q Vi i
0 firt =20

auf dem Intervall [—1, 1] existiert nicht. Das uneigentliche Integral

/ f(t) dt = lim f()dt+xli>%l+/x f(t) dt

z—0—

existiert fiir die obige Funktion: f(t) besitzt die Stammfunktion F'(¢) mit

-2/t fiir ¢
F(t) = VIt tr ¢t <0,
+24/1t fir t > 0.
Fir z < 0 gilt:

/ f(t) dt = =24/]z|+2—2 firz—0.

~1
Fiir x > 0 gilt:

/lf(t)dt:2—2 2] = 2

/_tf(t) dt =

Also

e Warnbeispiel: Fiir die Funktion

auf dem Intervall [—1, 1] gilt fiir ¢ > 0:

—€ 1
/ f(t)dt—l—/f(t)dtzln|5|—ln1—|—ln1—ln|5|:0
-1 €

Daher existiert natiirlich auch der Grenzwert fiir € — 0:

lim {/:Ef(t) dt+/€1f(t) dt} —
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Diesen Grenzwert nennt man den Cauchyschen Hauptwert. Das uneigentliche Integral
existiert nicht, da die einzelnen Grenzwerte nicht in R existieren:

—€ 1
/ f(t) dt - —oo fiire -0 und / f(t) dt = +oo  fiir e — 0.
1 €

e Beispiel:

/ e tdt = lim e tdt = lim [—e_m + 1} dt = 1.
0

T—r00 0 T—00

e Warnbeispiel

2km

: : : 2
lim sinz de = lim [~ cosa] |
keN, k—oo J kEN, k—oo 0

= _141=0
Trotzdem existiert das uneigentliche Integral fooo sin x dx nicht!
2km+m

lim siny dv = lim [—cosa] |
keN, k—oo 0 keN, k—oo

Alle Rechenregeln gelten auch fiir uneigentliche Integrale, vorausgesetzt alle auftretenden
uneigentlichen Integrale existieren.

e Beispiel Gamma-Funktion: Fir x € R\ {0,—1,-2,...}:

['(x) :/ t" et dt.
0

Es gilt (siche Ubung):

oo e}
/ the ™t dt = —t"e”!| " +n / et dt
0 N—— 0
=0

Also: T'(n 4 1) = n - T'(n). Daraus folgt: I'(n + 1) = n!. (Beachte T'(1) = 1.)

e Substitutionsregel:

* 1 _1(@)2 2 &0 _l(asfy,)Q
e 2\"o dr = e 2\"o dx
/_oo 2T oV2m Ju

1 [ee]
= a\/_/ Vet gt = — =127t gt =
VT

oV 2T

(%(IT) =1t, d.h.: :B—u+0\/_)we11manze1genkann 1"(%
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Kapitel 4

Differentialgleichungen in R

4.1 Grundbegriffe

e Ordnung einer Differentialgleichung: Ordnung der héchsten Ableitung der gesuchten

Funktion

e explizite Differentialgleichungen
1. Ordnung 3/ (z) = f(z,y(z))
2. Ordnung " (z) = f(x,y(x),y'(z))
n-ter Ordnung  y™(z) = f(z, y(z),...,y" V(x))
implizite Differentialgleichungen
1. Ordnung  F(z,y(z),y (z)) =
2. Ordnung  F(z,y(2),y'(2),y"(z)) = 0
n-ter Ordnung  F(z,y(z),...,y" V(z),y™(x)) =0

e lineare Differentialgleichungen
1. Ordnung  ay(x)y'(z) + ao(x)y(x) = f(z)
2. Ordnung  ay(2)y"(x) + ax(2)y/(x) + ao(x)y(x) = F(x)
n-ter Ordnung  a,(z)y™ (x) + ... + a1 (2)y/ () + ao(2)y(x) = f(x)
lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
1. Ordnung a1y (z) 4+ agy(x) = f(x)
2. Ordnung  agy”(z) + a1y (z) + agy(z) = f(x)
n-ter Ordnung  a,y™(z) + ... + a1y (z) + apy(z) = f(z)
homogene lineare Differentialgleichungen: f(z) = 0.

an(2)y™ (@) + ... + ar(2)y'(2) + ao(x)y(z) = 0
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e Kurzschreibweise: F(x,y,...,y" Y, y™) =0

4.2 Einfache Beispiele

1.
Y (x) = f(x)
Losungen
) = [ o) da
2.
y'(x) = f(x)
Losungen
y(x) = /F(x) der mit F(x)= /f(yc) dx
3.
Y (x) =y(z)
Lésungen
y() =C e
4.
y'(x) = y()
Losungen
y(r) =Cy-e"+Cy- e =Cf -sinhx + Cf - coshx
D.
y'(x) = —y()
Losungen

y(x) = Cy -sinx + Cy - cosx

4.3 Separable Differentialgleichungen

Differentialgleichung;:
Y (z) = fz) - g(y(z))
Kurzschreibweise
y = f(x)-gy)
Trennung der Variablen: )
Y (x
sy~



Durch Integration erhélt man:

/ﬁ dz:/f(x) de mit z=y(z)

19. Beispiel: Losungen der Differentialgleichung
y'(z) +a-y(@) =0.

Trennung der Variablen

/
Yy (31:)2 -
y(x)
Integration:
! 2+ C al (z) 2
— ==z also = —
ylx) 2 Y 2+ C'

4.4 Differentialgleichungen 1. Ordnung mit rechter
Seite der Form f (%)

Differentialgleichung;:

Ansatz y(x) = z - v(z):

Also

Anschlieflend Trennung der Variablen
20. Beispiel: Losungen der Differentialgleichung = - ¢/(z) = 2y(x) + «.

2
z-y(x) =2y(x)+x also y'(x)z@zl%—ZT

Ansatz: y(z) = z - v(x):

1
-0 (z) +v(x) =2v(x)+1 also U—+ =

Integration:
In|v(z)+ 1] =In|z|+C also v(z)=C"-2z-1

Losung: y(z) = C" - 2% — .
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4.5 Lineare Differentialgleichungen

Allgemeine Eigenschaften linearer Differentialgleichungen:

Satz 4.1. 1. (Superpositionsprinzip) Wenn y1(x) und yo(x) Lisungen der homogenen
Differentialgleichung (4.2) sind, dann ist auch ¢i - y1(x) + ¢2 - y2(x) eine Lisung der
homogenen Differentialgleichung (4.2).

2. Wenn y,(x) eine Lisung der inhomogenen Differentialgleichung (4.1) und Ypom ()
eine Losung der homogenen Differentialgleichung (4.2) sind, dann ist y,(2) + Ynom ()
eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (4.1).

3. Wenn yi(x) und ys(x) Liosungen der inhomogenen Differentialgleichung (4.1) sind,
dann ist yo(x) — y1(x) eine Losung der homogenen Differentialgleichung (4.2).

4. Jede Liosung yinn(x) der inhomogenen Differentialgleichung lisst sich als Summe ei-
ner partikuldren Losung y,(x) der inhomogenen Differentialgleichung (4.1) und einer
Lésung Ynom(x) der homogonen Differentialgleichung (4.2) darstellen.

4.5.1 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

In expliziter Form:

Y (@) +a(@)y(z) = f(z)
e Homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

Y(@) +a-y(x) =0

Setzt man den Ansatz y(x) = e*® in die Differentialgleichung ein, erhiilt man die

Bedingung A = —a und daher die Losung:

yle)=c-e

e Homogene Differentialgleichung mit variablen Koeffizienten: separable Differential-
gleichung

Y'(z) = —a(x) - y(z) also

Integration

In fy(z) = —/a(:v) de+C also |y(z)=c.e Jo@ d

e Bestimmung einer partikuldren Losung der inhomogenen Differentialgleichung durch
Ansatz: Fiir spezielle Funktionen f(z), wie z.B. f(z) = p(z) - ¢(x) mit p(z) = 2™ und
q(z) € {e**,sin(f x),cos(fx)} und Linearkombinationen solcher Funktionen, ldsst
sich oft eine partikuldre Losung der selben Form finden:
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21. Beispiel: Berechnung einer partikulédren Losung der Differentialgleichung

y(x) —yle) =e™

durch einen geeigneten Ansatz und Berechnung der allgemeinen Losung der
Differentialgleichung.
Mit dem Ansatz

yp(z) =cp - e

erhédlt man die Bedingungen

1
—2¢1 —cp =1 also yy(zr) = —3 e

Allgemeine Lésung:
1 —2x x
y(x)———ge +c-e”.

Warnung: Ansatz funktioniert nicht fiir die rechte Seite f(z) = e”.

e Variation der Konstanten: Allgemeine Strategie, um eine partikuldre Losung zu fin-
den.

Ansatz:
@) = ela) - e 20

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhélt man:

d(@) eI & o) eI W 2 (—a(x)) + a(w) - o(x) - e IO ® = ()

i

=0
Also
¢(z) = f(a) - el o) 4o
und daher
c(x) = /f(:c) el @) dz gy
Losung;:

y(.’L’) = (/ f(x) . efa(ac) dx dl‘) . 6—fa(a:) dx

22. Beispiel: Berechnung einer partikuldren Losung der Differentialgleichung
y'(x) —ylx)=e

durch Variation der Konstanten und Berechnung der allgemeinen Losung der
Differentialgleichung.
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also

4.5.2 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung
e Homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten:
y'(@)+a-y(z)+b-y(z) =0

Exponentialansatz:
Az

y(x) =e
Durch Einsetzen in die Differentialgleichungen erhélt man die Bedingung:
Mta-A+b=0
Drei Fille:

— (4.3) besitzt zwei verschiedene reelle Nullstellen A; und Ao:

a [a? a a?
)\1——54— Z—b und )\2——5— Z—b

Dann erhélt man die Losungen

Ao x

y(r)=c -eM +cy-e

— (4.3) besitzt genau eine reelle Nullstelle A (mit Vielfachheit 2):

CL2 a

Z—b:() und )\:—5

Dann erhélt man die Losungen

Ax

y(x)=(c1+cy-x) e

o4
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Beweis. Fiir y(x) = x - e folgt
y(z) = (14 Az)e*® und  y"(z) = 2\ + N2)er”
und daher

V(@) +a-y(@) +b-ylx) =22+ XNz +a-(1+Az)+b-z]e”
=2 +a+ (N +a-A+bz]et =0

— (4.3) besitzt keine reellen Nullstellen. Dann erhélt man die Losungen

y(r) = e*® - (1 - cos(fx) + co - sin(fx))

2
oz:—g und (= b—az

e Inhomogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten:
y'(@) +a-y(z) +b-y(z) = f(z)

Wie im Fall linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung lésst sich oft fiir spezielle
Funktionen f(z), wie z.B. f(z) = p(z)-q(z) mit p(x) = 2" und ¢(z) € {e**,sin(f ),
cos(f x)} und Linearkombinationen solcher Funktionen, eine partikulire Losung der
selben Form finden.

23. Beispiel: Berechnung einer partikuldren Losung der Differentialgleichung
y'(@) =y (z) — 2y(2) = 42"

durch einen geeigneten Ansatz und Berechnung der allgemeinen Losung der
Differentialgleichung.

Ansatz
Yp() = ap2® + a1z + ag

Durch Einsetzen erhélt man die Bedingung:
209 — 2a97 — a1 — 2a97% — 21 — 2ay = 4>
Koeffizientenvergleich:
—2a0 =4, —2ay—2a1 =0, 2ay—a; —2a9=0.
Daraus erhélt man:

ag=—2, a;=2, ay=-3, also y,(r)=—-22"+2r-3
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Losung der homogenen Differentialgleichung:
M—XA—2=0, also A\ =2, \=—1
Allgemeine Losung:

y(r) = —20° + 20 —3+c;- e +cy-e "

Allgemeine Technik: Variation der Konstanten

Man wahlt den Ansatz:

() = 1() - 41 (2) + ea(2) - (),

wobei y; () und ys(x) zwei (unabhéngige) Losungen der homogenen Differentialglei-
chung sind, und erhélt

Yp(a) = (@) - p1(@) + ea() - vy () + (@) - y2(x) + c2(2) - yo(x)
Wir fordern nun, dass
(@) - yu(x) + ch(@) - y2(x) =0
Dann folgt
Yp() = c1(z) - 41 () + ca(w) - ya(2)

und

Also

Yp () +a-y,(z) +b-yy(x) =\ (2) - ¥ () + () - yo()
+ei(x) - [y () +a -y (@) + by (x)] +ea(w) - [y (2) + a - yo(x) + bya(2)]

(. J/ (. /
-~ -~

:0 =

Somit geniigt es, ¢;(x) und ca(x) so zu wéhlen, dass

() - yu(x) + ¢5(x) - ya() = 0
() -y (w) + ¢5(x) - yo(2) = f(7)

24. Beispiel: Berechnung einer partikuldren Losung der Differentialgleichung

y'(w) =y (x) — 2y(2) = 42

durch Variation der Konstanten und Berechnung der allgemeinen Losung der
Differentialgleichung.
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Y1 <I> - 62377
Bedingungen an ¢;(z) und ¢y(x):

d(z) e +cy(z) e =0

e
2c, (z) - € — cy(x) - e = 4o
Durch Addition folgt:
¢ (z) = %xQG_M und  cy(x) = —cj(z)e* = ——a%e
Also (partielle Integration):
c(x) = —%(21‘2 +22+ De ™, cy(x) = —%(mz — 2z + 2)e”
und somit

1 4
yp(x) = —§(2x2 + 22 + 1)e 2 e* — §(I2 — 22+ 2)e*e ™" = —22% + 22 — 3.

4.6 Zusatzbedingungen

Wir haben an Beispielen gesehen: Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung der
Ordnung n besitzt n frei wihlbare Parameter. In Anwendungen werden diese Parameter
durch Zusatzbedingungen festgelegt:

e Anfangsbedingungen: Anfangswertproblem

— Beispiel:
Z'(t) = f(t,z(t)) fiir alle t > 0,
z(0) =z
Beispiel:
"(t) = f(t,z(t),2'(t)) fir alle t > 0,
z(0) = xo,
x'(0) = vy

— Beispiel:
y'(z) = fz,y(x),y'(z)) fir alle z € (a,b),
y(a) = Ya,
y(b) =
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4.7 Einige Anwendungen
25. Beispiel: Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit v:

() =wv
:E(t):/vdt:mo—l—v-t

26. Beispiel: Bewegung mit konstanter Beschleunigung a:

2'(t) =a

x’(t):/vdtzvo—i-a-t

m(t):/(UO‘f‘a't) dt:xO"‘UO't—i—th

27. Beispiel: Ungeddampfter harmonischer Oszillator:
ma” (t) = —kx(t).
Also

2 () + —a(t) = 0

Charakteristische Gleichung

k k [k
N = =0, d:—a<0, a=0, B=+/|d= = W

m

Losungen
x(t) = ¢ cos(wpt) + ¢ sin(wp t)

Fiir die Anfangsbedingungen:
2(0) =29 und 2'(0) =y
erhélt man:
1 =Ty, Wo-Cy =1, also z(t)=xg cos(wpt)+ Sl sin(wp t).

wWo
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28. Beispiel: Ungeddampfter harmonischer Oszillator mit periodischer Anregung:
ma” (t) = —kx(t) + Fycos(wt).

Partikuldare Losung: Ansatz
xp(t) = A cos(wt)

Durch Einsetzen erhalt man:
m [—Aw?® cos(wt)] + k A cos(wt) = Fy cos(wt)

Koeffizientenvergleich:
—mw?A+kA=F,

Also, falls w? # £ = w3,

Allgemeine Losung:

x(t) = ¢ cos(wot) + co sin(wo t) + cos(wt)

m (Wi — w?)
Fiir die Anfangsbedingungen:
z(0)=0 und 2'(0)=0

erhalt man:

Fy
x(t) = =) [cos(wt) — cos(wy t)]

2F0 . W — Wo " . w + wo "
=———sin sin
m (w? — w?) 2 2

Im Fall w = wy erhélt man eine partikuldre Losung durch Variation der Konstanten:

xp(t) = c1(t) cos(wot) + ca(t) sin(wpt)
mit
) (t) cos(wo t) + cy(t) sin(wgt) =0
—wp ¢y (t) sin(wg t) + wo cy(t) cos(wpt) = % cos(wo t)

Daraus folgt

F E
dt) = —mio cos(wot)sin(wgt) und dy(t) = mcouo cos?(wo t)
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Also

F F
c(t) = Zmiug cos’(wot) und cy(t) = 2m(;8 [wo t + sin(wgt) cos(wy t)]
und daher .
z,(t) = Qmiug [wo t sin(wg t) + cos(wo t)]

Fiir die Anfangsbedingungen:
2(0)=0 und 2/(0)=0

erhalt man:

x(t) = t sin(wp t)
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Kapitel 5

Komplexe Zahlen

e Die Menge der komplexen Zahlen: C = {(x,y): x,y € R}.
Sei z = (z,y) eine komplexe Zahl.
— x heifit Realteil von z, y heifit Imaginérteil von z. Schreibweise: x = Rez,
y = Imz.

— Grafische Darstellung als Punkt in der ,komplexen“ Ebene. Die x-Achse heif3t
die reelle Achse, die y-Achse heifit die imaginére Achse.

— Alternative Schreibweisen einer komplexen Zahl z = (z,y): z = x + iy, z =
r+yi,z=x+1i-y,z=x+y-1I.

— Fiir x € R unterscheiden wir nicht zwischen x und x + 0 - 7, also nicht zwischen
der reellen Zahl x und (z,0) € C. In diesem Sinne gilt: R C C.

e Operationen: Addition und Multiplikation von zwei komplexen Zahlen z; = (x1, ;)
und zo = (22, y2):

2+ 2 = (21 + 22, Y1 + Y2)

2129 = (T1-Ta— Y1 - Y2, L1 - Y2 + T2 - Y1)

Motivation: Bei Verwendung der alternativen Schreibweise z; = x1 + 91 - ¢ und 2o =
o + Yo - 7 wiirde man fiir die Addition und Multiplikation erwarten, wenn man die
iiblichen Rechenregeln unterstellt:

2t 2= (v + Y 0) + (T2 +y2 i) = (21 +22) + (Y1 +y2) -
und, wenn man die zusitzliche Regel i> = i - i = —1 vereinbart:

oz =@y d) (et ye i) =a1 Tty Yo A (T Y2+ T2 yn) -
= (w1 2o —y1-y2) + (01 Y2+ 22 91) 0

e Man iiberpriift leicht, dass die Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen
die selben Rechenregeln erfiillen wie die Addition und Multiplikation reeller Zahlen.
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e Um die Subtraktion und die Division zweier komplexer Zahlen einfithren zu koénnen,
muss man nur vereinbaren, was man unter —z und % versteht. Wir erwarten natiirlich

1
z4+(=2)=0 und z--=1
z

Wie man leicht nachrechnet, gelten diese Eigenschaften fiir jede Zahl z = (z,y) mit

1 T —y
—z=(—x,— d fii 0: —-= :
z=(—x,—y) und fir z # . ($2 2 y2)

Subtraktion: z; — 29 = 21 + (—23). Multiplikation z—; =z L

zo "
e Mit den getroffenen Vereinbarungen gilt natiirlich:
und
i =i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = -1

e Zwei weitere wichtige Operationen fiir eine komplexe Zahl z = (z,y) =z +y - @

Zz=(z,—y)=xz—y-i und |z]| =/ 2%+ y?

Z heifit die zu z konjugiert komplexe Zahl, |z| heifit der Betrag von z. Man sieht

sofort: ) _
_ . z z

Z-z=z]* undsomit - =-"=_"_

Z .

und

1 1
Rez = 5(24—2), Imz = 2—2,(2—2).

5.1 Quadratische Gleichungen in C

Seien p,q € R mit d = Zz — ¢ < 0. Dann besitzt die Gleichung
P24pz+qg=0
keine reelle Losung.

e Spezialfall: p =0, ¢ =1, also
Z2+1=0
Mit z = (z,y) erhdlt man
(22 — %, 22y) +1 =0

Also
2 —y*4+1=0 und 22y=0

Losungen:
r=0 und y==%1 also z=+i.
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e Allgemeiner Fall (p,q € R)
Z24+p-z+q=0

2 2
2 p D
. e B S
25 +p z+4+q 1
2 2
p) D
+5) tg——F—=0
(Z 7) T4T Y
2
z+ &
: +1=0
-5
b
245
2 — 44
2
s
<
P, . P>
=—=4 -z
: I A

5.2 Erweiterung der Exponentialfunktion auf C

Wir betrachten die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion fiir z € R:

[e.9]

1 n
PBE
n!
n=0
Fiir = iy, dann erhélt man
pDENTI L BUSE SIS S i S e Ve
n! Qk +1)! ' (2k 4+ 1)!
n=0 k=0 k:O k=0 k=0

Das motiviert die folgende Erweiterung der Exponentialfunktion

Definition 5.1. 1. Fliir rein imagindre Zahlen:

e =cosy+1siny

2. Fir komplexe Zahlen z = x +iy € C:

e =¢e"-e¥=e" (cosy+isiny).

63



Es gelten analoge Rechenregeln wie im reellen Fall, z.B.:

z1+22 z1

e =e =2

-e*  fiir alle 21,29 € C|. (5.1)

Das folgt leicht aus der entsprechenden Eigenschaft der reellen Exponentialfunktion und
der Additionstheoreme der Winkelfunktionen.
Weitere Rechenregeln:

o Fiir x € R gilt:

=1

o Fiir x € R gilt:

(e” + 6_”) und |sinx = % (e” — 6_”)

COSx =

N | —

Die Hyperbelfunktionen wurden mit Hilfe der Exponentialfunktion eingefiithrt. Daher
lassen sie sich ebenfalls auf C erweitern. Die obige Darstellung der Winkelfunktionen mit
Hilfe der Exponentialfunktion erlaubt es auch, die Winkelfunktionen auf C zu erweitern.

Definition 5.2.

cosh z =

(ez — e_z) fir =z e C.

N —

(ez + e_z) , sinhz =

N —

cosz = (e“ + 6_”) , sinz= QL (e“ — e‘“) fir =z e C.

]

| —

5.3 Polarform

Satz 5.1. Jede kompleze Zahl z = x 4+ iy # 0 ldsst sich folgendermaflen darstellen:
z=r1-¢%=r-(cosp+isiny) (5.2)
mat
fiir x > 0,
+ 7 firx <0, y >0,
firx <0, y <0,

firx =0, y >0,
firx=0, y<0

( arctan (

arctan (

r=|zl =22 +y? und ¢ =arg(z)= q arctan (

8l 8
S— N N

|
3

T

MIE]

]

\

Die Darstellung ist im folgenden Sinne eindeutig: Falls fiir ein z € C die Darstellung (5.2)
fiirr >0 und ¢ € R gilt, dann folgt

r=lz| und ¢=arg(z)+2kr mitkecZ.
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Beweis. Untersuchung von Losungen r € (0,00) und ¢ € (—m, 7] der Gleichungen
r-cosp =z, 7r-sinp=y

fiir gegebene Werte x,y € R mit (z,y) # 0.
Bestimmung von 7:

2 +y* =17 (cos® o +sin’ ) =r°, also r=\/z24y% =z
Bestimmung von ¢ € (—m, 7|: Sei  # 0. Notwendige Bedingung:
Y
t = —-. 5.3
angp = — (5.3)
Dafiir gibt es folgende Losungen in (—m, 7]
T T
arctan — € <—— —)

und zusétzlich

arctan y_ T E (—7r, —g) falls J > 0. arctan J +me <g, 7T] falls <0,

T T Z

SHESS

Aus (5.3) folgt:

1 x? . tan? B 1>

2
COS = = SIin = — .
7 1+tan?p 22492’ 4 1+tan?¢ 22492

Also
rlcosp| = x|, r|sing|= |yl

Bis auf das Vorzeichen sind also die Gleichungen erfiillt. Welche der 3 Kandidaten fiir ¢
die richtigen Vorzeichen ergeben, ist einfach zu iiberpriifen. Der Sonderfall x = 0 lasst sich
leicht iberpriifen. ]

Beispiel: Einheitswurzeln. Mit Hilfe der Polarform lassen sich leicht die Losungen der
Gleichung
=1

fir n € N bestimmen. Mit z = r - € erhalten wir aus (5.1)

r'tee'"? =1.

Also o
r"=1 und ne=2kr. dh. r=1 und gpz—ﬂ.
n
Losungen
ok 2k 2k
zk:ez% = Cos (—W> + ¢ sin (—W) fir k=0,1,...,n — 1.
n n



Z(]:].

2T Cisi 21 —1+iv3
= _ 1n _ = -
z1 COS 3 1S 3 5

41 .. [A4n —1—-143
29 =coS|— ) +2sm| — | = ——
3 3 2

5.4 Erweiterung der Ableitung

Der Begriff der Ableitung lédsst sich auf Funktionen f: X — C mit X C R erweitern:

Definition 5.3. Sei f: X — C eine Funktion und xo € X ein nicht-isolierter Punkt.
Dann heifst f im Punkt xy differenzierbar, falls der Grenzwert

o S) = )

T—x0 T — g
existiert. In diesem Fall wird der Grenzwert mit f'(xo) bezeichnet und heifit Ableitung von
fin xg.

Es gelten die analogen Rechenregeln: Additionsregel, Produktregel, ...
Folgerung: Die Ableitung von f: X — C mit X C R und f(z) = g(x) + i h(z) mit
g: X - R h: X — Rist durch

f'(@) = g'(x) + il (z).

gegeben.
Beispiel: Fiir die Ableitung der Funktion y(z) = e*® mit A = a +i 3 € C gilt:

y'(z) = [e*" - (cos(Bx) +i sin(B )]

= (e® Cos(ﬁx)) + i (e*"sin(fx))

ae cos(ﬁ x) fe* -sin(fx)+i[ae*™ - sin(fx)+ Fe*” - cos(f )]
=(a+if)-e*™-(cos(fx)+isin(fz)) = Ay(z).

Also gilt auch fiir A € C:

(eAx)/ =\ e)\x

5.5 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung: Nach-
trag

Durch Exponentialansatz: y(z) = e*® mit A € C fiihrt (wie im reellen Fall) zu Lésungen,
falls A eine Losung der charakteristischen Gleichung

Mta-A+b=0
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ist. Fiir den Fall b > % erhalten wir ein Paar konjugiert komplexer Losungen:

2 L 2
A = —g Jm/b—“Z md Ay =Ny = —g —m/b—%
~~ —_——— ———

Nach dem Superpositionsprinzip erhalten wir damit Losungen der Form
y(x) = c1 €M7 4 ey T

Im Speziellen erhélt man die Losungen:

1 1 » - 1 . ,

é(eAlm + e)\Q:v) _ é(e(a—l—zﬁ)r + e(a—zﬂ)x) N 5(616:1: + e—zﬁz) — %% COS(ﬁI) — Re (6/\132)
1 1 , . 1, . ,
Q_i(eAlx . 6/\21‘) _ 2_i<€(a+zﬁ)x . e(a—z[o’)x) — 0% Q_i(ezﬁx . e—zﬁx) — 2% sin(ﬂ .flf) — Im (6/\1 CC)

und damit auch alle Linearkombinationen als Losungen:

y(r) = €** (¢ cos(Bx) + ¢ sin(f x))
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Kapitel 6

Mehrdimensionale
Differentialrechnung

6.1 Der Vektorraum R"

Vereinbarung = € R" ist ein Spaltenvektor.
R = {z = (21,29,...,2,)": 21, 29,...,2, € R}

Operationen:

e Addition und skalare Multiplikation:
(1,22, @) + (W12, Un) = (@1 Y1, T2+ Y, T+ )
c(xy,To, ..., 20" = (cxy,cag,... cay)t

e Skalarprodukt:
TYy=x1y1 +T2Y2+ ...+ 2,y €R

e Vektorprodukt in R3:
T2Ys — T3Y2
rxy=|z3y1 —a1y3 | €R?
L1Y2 — T21

e Norm:

loll = \fa3 + a3+ ... +a2
Es gelten folgende Eigenschaften der Norm:

L. ||z|| > 0 und ||z|| = 0 genau dann, wenn z = 0.

2. Homogenitit
leall = lef [|z]]
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3. Dreiecksungleichung
[z +yll < ll=l] + llyll

e R™*": Die Menge der reellen m x n-Matrizen. R” = R™*!,

e Vereinbarung: Der Definitionsbereich X ist eine offene Menge, d.h. zu jedem Element
von X gibt es eine Umgebung, die ebenfalls noch in X liegt. (Jedes Element von X
ist ein innerer Punkt.)

Funktionen f: X — R™ mit Definitionsbereich X C R".
= (21,Z9,...,20)" = (f1(x), fo(x), ..., fm(2))". f;(z) Komponentenfunktionen.

Vereinbarung zur Schreibweise f(xy1,za, ..., 2,).
e Graphische Darstellung von mehrdimensionalen Funktionen.

1. f: R?> — R: Graph, Niveaulinien in R?.
Beispiel: f(z,y) = 2? + y>.
2. f: R3 — R: Niveauflichen in R3.
Beispiel: f(z,y,2) = 2* + y* + 22
3. f: R — R? (Graph,) Bildmenge als parametrisierte Kurve in R.
Beispiel: f(t) = (cost,sint)”
4. f: R — R3: Bildmenge als parametrisierte Kurve in R3,
Beispiel: f(t) = (cost,sint,t)’

5. f: R? — R3: Bildmenge als parametrisierte Oberfliche in R? oder Gitterlinien-
bild der Bildmenge in R3.
Beispiel: f(z,y) = (z,y, v/2* +y°)".

6. f: R? - R? und f: R® — R3: Richtungsfeld

—

Beispiel: f(¥) = -G ™m2 &

Bl

6.2 Ableitungsbegriffe

Eine direkte Ubertragung des Begriffes Differenzenquotient ist nur im Spezialfall n = 1
moglich. Sei I ein Intervall in R.

Definition 6.1. Eine Funktion f: I — R™ heifst im Punkt xq € I differenzierbar, falls
der Grenzwert

) =i 5 (fwo+ ) — f(z0)) € R”

existiert. f'(xo) heifit die Ableitung von f im Punkt xy.
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Geometrische Interpretation fiir m = 2 und m = 3: Tangentialvektor der parametri-
sierten Kurve im Punkt x;.

Fiir n > 1 ist diese Definition der Ableitung nicht méglich, da keine verniinftige Division
von Vektoren zur Verfiigung steht.

Definition 6.2. Eine Funktion f: X — R™ heifst im Punkt xo € X differenzierbar, falls
es eine Matriz f'(zg) € R™ ™ gibt, sodass

f(xo +h) = f(xo) + f'(w0) h+r(h)

mit
r(h)
im — =
h—0 Hh”
f'(xg) ist durch diese Definition eindeutig bestimmt und heiit die Ableitung von f in
Zg.
Alternative Begriffe und Schreibweisen: totale Ableitung, Fréchet-Ableitung, D f(xg).
Geometrische Interpretation fiir n = 2 und m = 1: Der Graph der Funktion z
f(zo) + f'(zo)(z — o) ist die Tangentialebene an den Graphen der Funktion f(x) im
Punkt xg.

Definition 6.3. FEine Funktion f: X — R™ heifst im Punkt x € X partiell nach x;
differenzierbar, falls der Grenzwert

of

A (x1,22,...,2,)
= 11_{% ;(f(Il, ey i1, T4 + t,(Ei_H P ,In) — f(fﬁl, ey L1, L4, it 1 - - - 7$n>)

existiert. %(m) € R™ heifit die partielle Ableitung von f nach x; in x.
Alternative Schreibweise: f,(z).

Definition 6.4. Richtungsableitung: Sei v € R™ mit v # 0.

Alternative Schreibweisen: D, f(x), f,(x).
Wie man leicht sieht, lassen sich Ableitungen komponentenweise berechnen:

fi(2) % (@)

(o 0fs

f(z) = f2(w) und %(I) = av.< )
m(@) %"'(w)
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Satz 6.1. Falls f: X — R™ wm Punkt vy € X differenzierbar ist, dann existieren alle
Richtungsableitungen und es gilt:

of , .
%(1’0) = f'(wo)v.

Beweis. Wenn f im Punkt x( differenzierbar ist, dann gilt (h = tv)

fl@o+tv) = f(xo) +t f'(xo)v +7(tv)

und somit
R ) _or(ty) o r(to)
fim |7/ o - 0) = (20)) = F'(ao)o | = iy == = lim 3o T2 ol = 0

Damit erhélt man im Speziellen (Jacobi-Matrix):

0 0 0
a—ﬁ(%) a—g(%) o ﬁ(%)
0 0 0,
f’(xo) _ 8_;2(:):0) 6_£i(x0) s %(‘TO) e RmXn
0 m. 0 m. 2] m.
3];1 (Zﬂo) 8];2 (,Io) e 82; (ZL’Q)

und daher auch:

Zvlﬁxz
Fiir m = 1 erhilt man:
f/(l’o) = (g—jl(xo) aa—gi;(l’o) “ e %(IQ)) c ]Rlxn

Satz 6.2. Fulls alle partiellen Ableitungen von f: X — R™ in einer Umgebung von xqg € X
existieren und im Punkt xy stetig sind, dann ist f im Punkt xo differenzierbar.

Definition 6.5. 1. Fir f: X — R mit X C R" definiert man den Gradienten durch:

8
a2 (x)

S(@)

grad f(z) = Vf(z) = 8”' eR"

2. Fir f: X — R" mit X C R" definiert man die Divergenz durch:

v fie) = V- f) = L+ L@+ Zw er
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3. Fir f: X — R3 mit X C R? definiert man die Rotation durch:

FIOREE

0z Oxs
rot f(x) =V x f(x) = g—g{;(x) — g—fl’(x) e R?
g (z) — G (x)

Es gilt offensichtlich:
1T af
grad f(z) = f'(x)" und a—(:c) = v - grad f(z).
v

und

— — —/ -/

div f(z) = Spur /' (2),  Q(rot f(z)) = f ' (x) — F ()"
mit
0 —U3 V2
Spur(M) =M1+ Mo+ ...+ My, und Q(U) = (%R 0 —U1
%) U1 0

fiir eine n x n-Matrix M = (m;;) und einen Vektor ¢ = (v;) € R®.

6.3 Differentiationsregeln

Fiir differenzierbare Funktionen gelten die analogen Rechenregeln wie im Eindimensiona-
len.
Linearitdt (folgt unmittelbar aus der Definition):

Satz 6.3. Seien f: X = R™ und g: X — R™ differenzierbar und C' € RP*™. Dann gilt:

—

(f(x) +g(x)) = f

F () +§'(x)
(Cf(x)) =C

I(m
()
Fiir die Spezialfille

C=clI, C=¢&", C=Q(7

mit ¢ € R und ¢ € R™ erhalt man damit

. . / - =/

(cflo) =cf'(2), @ flo)y =¢"f'(x), @x fl@) =@ f (@)
Produktregeln:

Satz 6.4. Seien f: X - R, f: X -5 R™ und g: X — R™ differenzierbar. Dann gilt:
(f(2) (x)) = gx) f'(z) + f(z) §'(x)
(@) - §(0)) = §@)" [ (@) + [()" §'(2)
(fle)  § )7 i B i

(2)) = =QUi(2)) [ (2) + Qf(2) §'(2) = Qii(2))" [ (2) + A f(2)) §'(x)



Satz 6.5 (Kettenregel). Seien g: X — R™ mit X C R" und f: Y — RP mit g(X) C
Y C R™ differenzierbar. Dann gilt: f o g ist differenzierbar und es gilt:

(fog)(x)=f(9(x)) ¢ ().

Komponentenweise:

V(f(z)+g(x)) = Vf(x) + Vg()
V- (fl2) +§(x) = V- flz) + V- §(z)
V x (f(z) + glx)) = V x f(z) + V x §(z)

6.4 Ableitungen héherer Ordnung und der Satz von
Taylor

e Partielle Ableitungen 2. Ordnung fiir f: X — R mit X C R

Of _ 9 (0F\ &F 0 (0fN  Of 9 (0f\  Of 0 (0f
0x2  0x \ox )  Oy2 oy\oy)’  0xdy Ox\dy/) Oydx Oy \ Oz
Alternative Schreibweise: frz, fyy, fyzs foy-
>’f >’f

und

0xdy Oyox

Nicht in allen Fallen stimmen

iiberein. Es gilt allerdings:
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Satz 6.6 (Schwarz). Falls fiir f: X — R mit X C R? die particllen Ableitungen of

%;
0 0? 0?
a—gjj und 8xgy existieren und 8x§y im Punkt (xo,v0) stetig ist, dann existiert auch
0*f

PT (o) = 2L g, y0)
8y8x 05 Yo _(9x8y 0s Yo

Hesse-Matrix:

0% f 0% f

@(%y) m(%y)
Hf(xay) = an 82f

8y8x<x’ Y) a—yz(a:, Y)

Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes ist H¢(x,y) eine symmetrische Matrix.

Analoge Erweiterung fiir Funktionen f: X — R mit X C R"™.

0% f 0% f 0% f
0_:15%(30) 011015 o 0x10z,, o
0 f 0*f o0 f
Hi(x) = | 0201, o 8_95%('%) T Oxy0x, o
o0 f 0*f 0 f
0x,011 (@ 02,074 o Dz (z)

Laplace-Operator fiir Funktionen f: X — R mit X C R™:

5 5 5
Af(z) = a—é(x) + a—é@) - a—xJ;(:v)

Es gilt
Af(z) =divgrad f(z) =V -Vf(z) und Af(z) = Spur Hs(x).

Erweiterung auf Funktionen f: X — R™ mit X C R" durch komponentenweise
Anwendung.

Der Satz von Taylor fiir f: X — R mit X C R?: Fiir
p(t) = fzo+1h)

folgt:
— ¢"(0) | ¢"D(0)
(n+1)!




Nun gilt:
e(1) = flzo+h), ©(0) = f(zo),

of of
3x1< 0+th)h1—|—a 2($0+th>h

2 82
1

und
¢'(t) = f'(xo +th)h =

und

©"(t)

O f O f
+ (8$1a$2 (IBO + th) h1 + ({L'o + th) hg) hg

0x3
52 52 o2
aJ;(ZL‘Q—l-th)hQ—i-Qa fx ($0+th)h1h2+a—xjs($o+th)hg
L1072 2
Analog erhélt man
83 3
O (t) = &cf (zo +th)h} + 3 502 af (zo + th)hi hy
L2
o3 93
Bng%(xo + th) hl h% ];(3?0 + th) h3

u.S.W.

Allgemein gilt:

k ok
+th) hFht
Z< ) Gt

und daher
k k k k
1 o f i 1 o f -
—i ( O)h ‘hy = : . i1 i <x0) hi' hy'
i1+i2=

Satz 6.7. Sei f: X — R mit X C R? (n+1)-mal stetig differenzierbar und xq, h € R?
mit xo +th € X fir alle t € [0,1]. Dann gibt es zu x = xo + h eine Zahl 6 € (0,1),
sodass:

o o
Z Z 1 3x’1(§ 12< o) hi' hy’

k= Oll 12€N0
i1+io=k
) DA SRV
* i i xO‘i‘eh hitht2
11,i2€Ng (ll)'( ) ox 16 2 172
i1+i2=n+1
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Multi-Index-Schreibweise:

olilf olilf
Oxt  Gxtoxi

i = (i1, i), |i| =i1+iy, il =1iildyl, R =R A,

Taylor-Formel:

il Oxt

i . i '
Z_:la f IE—ZUO)Z""Z 'l.a;cf(xo‘i‘eh)@_%)z

Erweiterung fiir mehr als 2 Unbekannte: vollig analog.

6.5 Lokale Extrema
e Geometrische Bedeutung von grad f(z):

0
% () = mrad £(2) -

Also gilt fiir v mit [jv]| = 1:

0
\f < llgrad £(2)]

2 2)

und

ﬁ(x) _
dug | grad f(z)]

grad f(x) ist also die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion f im Punkt z.

— [lgrad f(x)|| fir vy = grad f(z).

e Notwendige Bedingung fiir ein Extremum:

Satz 6.8. Sei X C R" eine offene Menge und f: X — R. Sei xg € X und f ist in
diesem Punkt differenzierbar. Dann gilt: Falls xo ein lokales Extremum ist, folgt

grad f(zo) = 0
Beweis. Wie in R folgt:
of

%(xo) =0 fiir alle Richtungen v € R"
Aus of
%(xo) = grad f(zg) - v
folgt die Behauptung. ]
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Definition 6.6. Sei M € R™" eine symmetrische Matriz. Dann heifit M positiv
(negativ) definit, wenn

v" Mz >0 (<0) fir allex € R® mit x # 0.

Wir diskutieren positiv definite Matrizen.

Fall n = 1:
M=my, z'Mz= mllx% >0 <= my; > 0.

Fall n = 2:

mip Mi2 .
M = mit  mo; = M.
Mao1  Ma22

mir Mig Iy
I'TMSC = (l’l ZEQ) = M1 x% -+ 2m12 T1T9 + Moo 33%
ma1 Moo o)

Fiir x5 = 0 muss x; # 0 gelten und man erhélt die Bedingung
mi1 xf >0, also mqy; >0.

Fiir 7o # 0 erhilt man nach Division durch 23 die Bedingung

2
mi (i—;) + 2myo (i—;) + Mgy >0
Das ist genau dann der Fall, wenn die quadratische Gleichung
miy 22 + 2mio 2 + Moy > 0
keine reelle Nullstelle besitzt, also wenn
4m%2 —4mq1maeg <0, also mqimaeg — Mmormqg > 0.

M ist also genau dann positiv definit, wenn

my; >0 und M11Mag — Ma1Myg > 0
Vollig analog folgt: M ist also genau dann negativ definit, wenn

my; <0 und M11Mag — Ma1M > 0

Hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum:

Satz 6.9. Ser X C R" eine offene Menge, f: X — R set 2 mal stetig differenzier-
bar. Sei xg € X mit

grad f(xzo) =0 wund Hy(xo) ist positiv (negativ) definit.

Dann ist zo ein lokales Minimum (Maximum,).
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Beweis. Wir fithren der Einfachheit halber den Beweis nur fiir n = 2 und fiir Hy(zo)
positiv definit. (Der allgemeine Fall wird vollig analog bewiesen.) Aus dem Satz von
Taylor erhélt man

0 0
f(xo +h) = f(xo) + 6_xfl(xo> hy + 8—;2(%) h
1 [0%f 2 >*f *f 2

Da f 2-mal stetig differenzierbar ist und Hy(x,) positiv definit ist, ist auch Hy(x) in
einer Umgebung von z positiv definit. Dann gilt fiir x # 2y aus dieser Umgebung:

f(x) = f(zo) + Vf(xo) -h+% T H(xo + 0 h)h > f(z).
—_—— ~ ~
=0 >0
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Kapitel 7

Mehrdimensionale Integralrechnung

7.1 Einfachintegrale

Der Begriff Stammfunktion macht zunéchst nur fiir n = 1 Sinn:

Definition 7.1. Sei I C R ein Intervall und seien f: I — R™ und F': I — R™ Funktionen.
F heifst Stammfunktion (unbestimmtes Integral) von f <= F ist differenzierbar und F' =

f
e Schreibweise: [ f(x) dx = F(z)+ C.

e Man sieht sofort:

/f(x) iz = (/fl(x) dx,/fg(x) dx,...,/fm(x) dx)T

Analog lésst sich das bestimmtes Integral fiir n = 1 {iber Riemann-Summen einfiithren
und komponentenweise berechnen.

/abf(x) dr = (/abfl(:v) dx,/:fg(x) d:c,...,/abfm(x) dx)T

7.1.1 Kurven in R”

Definition 7.2. Eine stetige Funktion 7: [a,b] — R"™ heifst Parameterdarstellung einer
Kurve in R™ mit Anfangspunkt v(a) und Endpunkt v(b).

Andere Bezeichnungen fiir Parameterdarstellung einer Kurve: parametrisierte Kurve,
Weg. Die Bildmenge {v(t) : t € [a,b]} wird gelegentlich auch Bogen genannt.

Ist 7 differenzierbar und gilt +/(¢) # 0, dann ldsst sich +/(¢) € R™ als Tangentenvektor
der Bildmenge im Punkt v(¢) € R" interpretieren.
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Definition 7.3. Fiir v : [a,b] — R" und v, [¢,d] — R™ gelte:

Y2(s) = n(é(s))  fir alle s € [c,d]

mit einer stetigen und streng monoton wachsenden Funktion ¢: [c,d] — [a,b] mit ¢(c) = a
und ¢(d) = b. Dann heiffen vy und o dquivalente Parameterdarstellungen.

Mathematisch formal: Eine Aquivalenzklasse von parametrisierten Kurven heifit eine
Kurve. Das bedeutet: Eine Kurve in R besteht aus einer Teilmenge aus R", der Bildmenge
einer konkreten Parameterdarstellung (von vielen moglichen dquivalenten Parameterdar-
stellungen) und einem Durchlaufsinn, ausgedriickt durch eine konkrete Parameterdarstel-
lung (von vielen moglichen dquivalenten Parameterdarstellungen).

Eine Kurve heifit eine Jordan-Kurve, falls es eine Parameterdarstellung v: [a, b] —
R™ gibt, sodass v auf [a, ) injektiv ist.

Eine Kurve heifit stetig differenzierbar, wenn es eine Parameterdarstellung
v: [a,b] — R™ gibt, die stetig differenzierbar ist.

Stimmt der Anfangspunkt mit dem Endpunkt iiberein, spricht man von einer ge-
schlossenen Kurve.

Sei C' eine Kurve. Dann bezeichnet —C' die Kurve mit entgegengesetztem Durch-
laufsinn: Wenn v: [a,b] — R™ eine Parameterdarstellung der Kurve C' ist, dann ist
7: [a,b] — R™ mit

7t =y(b+a—1)

eine Parameterdarstellung der Kurve —C.

Stimmt der Endpunkt der Kurve C; mit dem Anfangspunkt der Kurve C5 zusammen,
so ldsst sich in natiirlicher Weise die Kurve C; + Cy bilden. Wenn v, : [a,b] — R"
bzw. vy [¢,d] — R™ Parameterdarstellungen der Kurven C) bzw. Cy sind, dann ist
v:la,b+d—c] — R" mit
= 7 (t) fir ¢ € [a, b]
(0 = Ya(t —b+¢) fir t € [b,b+d —

eine Parameterdarstellung der Kurve C; + Cs. Falls C' eine geschlossene Kurve ist
schreibt man fiir C' 4+ C kurz 2C. Analog wird nC' fiir n € N eingefiihrt.

Eine Kurve C heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn sie sich als endliche
Summe von stetig differenzierbaren Kurven darstellen ldsst.

Beispiele:

29.

Beispiel: Kreis mit Mittelpunkt 0 und Radius 1:
v: [0,27] = R?, t +— (cost,sint)T
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30. Beispiel: Graph der Funktion f: [~1,1] — R, z — 2?: quadratische Parabel
v [-1,1) = Rt — (¢, 2)T.

31. Beispiel: Graph der Funktion f: [-1,1] — R, z — 2%, gespiegelt um die erste Me-
diane:

v [-1,1) = R% ¢ — (82, 0)T.

32. Rand des Quadrates [0, 1] x [0, 1]:

C = Cy + Cy + C3 + Cy mit den Parameterdarstellungen v, : [0, 1] — R?, ¢ — (¢,0)7,
Yo [0,1] — RQ, t — (1,t)T, Y3 : [O, 1] — R2, t — (1 — t,l)T, Y4 : [0,1] — R2,
— (0,1 —1t)T.

7.1.2 Kurvenintegrale

Seien 7: [a, b] — R™ stetig differenzierbar und f: X — R™ mit X C R" eine Funktion mit
V([a,0]) C X.

o Wir zerlegen das Intervall [a,b] in K Teilintervalle
a=to<t; <...<tg_1 <tg=h.
e Linge des Teilintervalls [ty_1, tg]: Aty =t — tgp_1.
e Zwischenpunkte: £ = (&1,&, ..., k) mit & € [tr_1, tg], hier wihlen wir & = ¢;_;.

e Riemann-Summe:

Z FOre—)) Iy () = v(tx-)l

~ Y FO ) 1Y ()t = )| —Zf (te—1)) 17 (te—-1) || At

k=1 k=1

Der letzte Ausdruck ist eine Riemann-Summe der reellen Funktion (f o) ||7/]|. Das moti-
viert die folgende Definition:

Definition 7.4. Seiy: [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung einer
Kurve C in R™ und f: X — R™ mit y([a,b]) C X C R™ auf vy([a,b]) stetig. Dann heifst

/f ds—/f DI )] dt

das Kurvenintegral (Linienintegral) von f entlang der Kurve C.
Erweiterung auf stickweise stetig differenzierbare Kurven C' = Zle Ci:

/Cf(m) dszizk;/cif(f’”) ds
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Alternative Schreibweise fiir geschlossene Kurven:

jfcfds

Unabhéingigkeit von der Parametrisierung
Fiir 41 : [a,b] = R™ und 7s: [¢,d] — R™ gelte:
Y2(8) = 71(@(s)) fiir alle s € [¢, d]

mit einer differenzierbaren und streng monoton wachsenden Funktion ¢: [¢,d] — [a, b] mit
¢(c) = a und ¢(d) = b. Dann gilt:

#(d)
F @) I @)l dt

/ﬂmmmmmwzd)
=/f%@@MMW@NM$%=/ﬂwwwwﬂﬂmwﬂws

:/ﬂmwmwmw

e Linge einer Kurve, Bogenlénge einer Jordan-Kurve:

b
|m:41w=/wmmﬁ

33. Beispiel: Umfang des Kreises

27 27
|a=/nwww=/1ﬁ=%
0 0
o 2

34. Beispiel: Léange des Parabelbogens der quadratischen Parabel y = z*, x €
[—1,1].

1 1 1 /2 2
|C|:/ 17 (@)l dt:/ V14412 dt:§/ V14 u? du:/ V1+u? du
-1 -1 -2 0
1 ) 2 1 ) 1
:§<arsmhu+uv1+u2>’ :§<arsmh2+2\/g> :§ln(2+\/g)+\/g

0
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e Komponentenweise Berechnung;:

/Cf(x) ds = (/Cfl(x) ds,/CfQ(m) ds,...,/cfm(x) ds)T

Seien v: [a, b] — R stetig differenzierbar und f: X — R” mit X C R" eine vektorwer-
tige Funktion mit v([a,b]) C X.
Mit den Bezeichnungen von vorhin bilden wir folgende Riemann-Summe:

R FOrlten)) - (3 () (te = i) = D F(V(te)) -7 (fia) Aty

k=1 k=1

Der letzte Ausdruck ist eine Riemann-Summe der reellen Funktion (fo+)-v'. Das motiviert
die folgende Definition:

Definition 7.5. Seivy: [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung einer
Kurve C in R" und f: X — R"™ mit v([a,b]) C X C R™ auf y([a,b]) stetig. Dann heifit

/C f(z) - do = / FOH(0) - (8) dt

das Kurvenintegral (Linienintegral) von f entlang der Kurve C.
Erweiterung auf stickweise stetig differenzierbare Kurven C' = Zle Ci:

Lf(x)-dx:g/Cif(x)-dx.

Alternative Schreibweise:

/C(fl dry + fo dre + ...+ frdxy)

Alternative Schreibweisen fiir geschlossene Kurven:

j{f-dx oder j{(fldx1+f2dx2+...+fndxn)
C C

Wie vorhin folgt die Unabhéngigkeit des Integrals von der Parametrisierung.

Verrichtete Arbeit entlang eines Weges
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35. Beispiel: Gravitationskraft, die eine Punktmasse mit Masse m; im Ursprung auf
eine Punktmasse mit Masse my im Punkt 7 ausiibt:

T2 it r = ||
.

F(#) = -G

r2

Die Punktmasse mit Masse my wird entlang der Kurve C' 7: [0,27] — R3,
t — (cost,sint,t)T bewegt. Die dazu notwendige Arbeit W ist durch

W:—/ﬁ@yﬁ
C

gegeben. Berechnung von W:

W:_/(jﬁ@)'df:_/O%ﬁ(fy(t))"Y_’/(t)dt:Gmm%/O%Mdt

Iy @)1
. /27r " Y 1/47r2+1 1 ;
=Gmm —— at = G mymg = — du
S TNRCE T2 ) W

47241
=-G mimeo —=

N

= —G AN UD) (

_____Q
1 47T2—|—1

Die Rechenregeln der eindimensionalen Integralrechnung lassen sich auf Kurvenintegra-
le leicht iibertragen.

Satz 7.1. Sei C' eine stickweise stetig differenzierbare Kurve in R™. Seien C) und Cy
stiickweise stetig differenzierbare Kurven, der Endpunkt von Cy sei der Anfangspunkt von
Cs. Dann gilt fiir alle ¢ € R und alle Funktionen f und g, die auf den jeweiligen Kurven
stetig sind:

Jr@ o) as= [ s s+ [ g a

.L@f@»dy_féf@)“
| t@as= [ fads+ [ f)ds
C1+Co ol Cs

/ fa) ds = / f(x) ds
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und

@ gt do= [ ja)-dot [ gta)-do

L(cf<x>>~dx—c/cf<x).dx
/ fl@)-de= [ f(z)-de+ [ f(z)-do
C1+C> ol

/Cf(w)-dwz—/cf(w)-dw )

/Cf(:v) ds
/C f@) - do

7.1.3 Wegunabhingigkeit

Definition 7.6. FEine vektorwertige Funktion (Vektorfeld) f: X — R™ mit X C R™ heifst
ein Gradientenfeld (Potentialfeld), falls es eine skalare Funktion ¢: X — R gibt, sodass
f =grad ¢. ¢ heifst Stammfunktion von f, —¢ heifit das Potential von f.

und

< max{[|f(z)| : x € C}[C]

< max{[|f(z)| : x € C}[C|

e Beispiel: Gravitationsfeld

L mitr = |7
r

F(Z) = -G

r2

Es gilt fiir # #£ 0 und r = ||z|| = /2% + 2 + ... + 22

1 1
gradr = -2 und daher grad-=-—=7
r r r
Also e m
F(Z) = —gradU(Z) mit U(Z) = -G ——
r

Satz 7.2. Sei f: X — R" mit X C R" ein Gradientenfeld mit einer stetig differenzierbaren
Stammfunktion ¢: X — R. Dann gilt fir jede stickweise stetig differenzierbare Kurve C
in X mit Anfangspunkt v, und Endpunkt ~y:

/C F(x) - dr = (m) — b(v)
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Beweis. Es geniigt, den Beweis fiir stetig differenzierbare Kurven zu fiihren:
b b b
/C f(z) - d = / bm(w) (t) dt = / arad (1(1)) -7/ (t) dt = / v (1) dt
= [ 166 dt = 960) - 60(@) = én) — o)

a

e Formulierung als Integralsatz:

/C grad 6(x) - dz = $(m) — 6(7)

Das rechtfertigt den Namen Stammfunktion.

36. Beispiel: Die Punktmasse mit Masse my wird entlang der Kurve C' 7: [0, 27] — R?,
t + (cost,sint, t)7 im Gravitationsfeld bewegt. Berechnung der dazu erforderlichen
Arbeit mit Hilfe des Potentials:

1
= ~Gmms s 1)

Definition 7.7. Eine Menge M C R™ heif§t ein Gebiet, wenn
1. sie offen und

2. sie im folgenden Sinn zusammenhdngend ist: Je zwet beliebige Punkte aus M lassen
sich durch eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in M verbinden.

Definition 7.8. Sei X C R" ein Gebiet und f: X — R" stetig. Dann heifit f konservativ,
wenn fiir alle Punkte v,, v, € X und fiir alle stiickweise stetig differenzierbare Kurven Cy
und Cy mit Anfangspunkt v, und Endpunkt ~y, gilt:

f@)-dv=[ flz)- do
Cq Ca

e Alternative Schreibweise fiir das Kurvenintegral, falls f konservativ ist:

/Cf(x)-dx:[:bf(x)-dx.
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e Man sieht sofort, dass f genau dann konservativ ist, wenn

!if@ydx:o

fiir alle geschlossenen stiickweise stetigen Kurven C' in X.

Satz 7.3. Sei X ein Gebiet und f: X — R" stetig. Dann gilt:
1. Wenn f ein Gradientenfeld ist, dann ist f konservativ.

2. Wenn f konservativ ist, dann ist f ein Gradientenfeld mit der Stammfunktion

o) = [ ) e

wobei a € X ein beliebiger aber fester Punkt ist.

Beweis. Der erste Teil folgt aus dem letzten Satz.
Zum zweiten Teil: Seien y € X und h € R", sodass die Gerade C mit der Parameter-
darstellung ~(t) = y + th fiir alle t € [0,1] in X liegt. Dann gilt

oy +h) = o)+ f(y)"h+r(h)

mit

= | " ) e - [t do— r)h = | 1@ ar= [ f)-do
f(y)) - dx

- [ )=

/ (f(2) - () - de
C

Also:

r(h)| = < max{||f(y +th) = f(y)ll: t € [0, 1]} |[A]].

Wegen der Stetigkeit von f folgt

ﬁmvmﬂSmwﬂﬁ@+ﬁU—NMWteMH}%O fiir i — 0.

Das bedeutet: f(y)T = ¢'(y), also grad ¢(y) = f(y). O

Definition 7.9.

Fine Menge M heifst sternformig, falls es einen Punkt a € M gibt, sodass a+t(x—a) € M
fiir alle x € M und alle t € [0, 1].

Satz 7.4. Sei X C R" ein Gebiet und sei f: X — R" stetig differenzierbar. Dann gilt:
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1. Ist f ein Gradientenfeld, dann gilt fir die Komponentenfunktionen f;:

ofi . 0f;
D, (z) = o1, (z) (7.1)

fur allei,5 =1,2,...,n.

2. Ist X zusdtzlich sternformig und gilt (7.1), dann ist f ein Gradientenfeld.

=g (52) 0= (52) = o

Zu 2.: Sei a € X fest und sei C, die Gerade zwischen ¢ und x mit der Parameterdar-
stellung 7, : [0, 1] = R™ mit 7,(¢t) = a + t(x — a).
Wir zeigen, dass

Beweis. Zu 1.:

o) = [ f(y)~dy=/0 fla+t(x —a)) - (z - a) dt

eine Stammfunktion von f ist:
1
grad ¢(x) = grad (/ fla+t(x—a))  (zr—a) dt)
0

:/0 grad (f(a+t($—a)) : (m—a)) dt

grad (f(a +t(x —a)) - (x— a)) = [(f(a—i—t(x - a)))/}T(x —a)+ I fla+t(x—a))
= flatt(r—a) + o+t —a)) (¢ I)]T(x —a)
= fla+t(x—a)) +tf(a+t(x—a)’(z—a)

flatte =) 417 o+t —a)e —a) = 5 (¢ 0+t~ a))

Also

1

=)

grad ¢(z) = /01 %(tf(a—l— t(x — a))) dt = (tf(a—l— t(x — a))>

e Die Bedingung (7.1) nennt man Integrabilitdtsbedingung.
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Dieser Satz bietet ein einfach zu iiberpriifendes Kriterium, um zu iiberpriifen, ob ein
Vektorfeld konservativ bzw. ein Gradientenfeld ist.

(7.1) & f'(x) ist symmetrisch.
Firn =3: (7.1) & rot f(z) = 0.

Sei der Einfachheit halber n = 2: Fiir ein konservatives Vektorfeld kann man jeden
Weg zwischen 7, = (ay,a2)” und ~y, = (by,by)" wiihlen, z.B. auch einen stiickweise
geraden Weg parallel zu den Koordinatenachsen, sofern man den Definitionsbereich
X nicht verldsst: C = C; + Cy mit 7;: [0,1] — R?, 74(¢) = (ay + t(by — a1),a2)” und
Yo: [0,1] = R?, 75(t) = (b, az + t(by — az))”. Dann erhélt man:

l f(x) - do

1 1
Z/ filar +t(by —a1),a2)(by — aq) dt—f—/ fa(by,ag + t(by — ag))(by — ag) dt
0 0

bl b2
= fi(z1, a2) dxy + fa(b1, o) dao

al a2

Die Aussagen des letzten Satzes lassen sich auf so genannte einfach zusammenhén-
gende Gebiete erweitern. Ein Gebiet X heifit einfach zusammenhingend, wenn sich
jede geschlossene Kurve in X auf einen Punkt zusammenziehen lasst.

7.2 Mehrfachintegrale

Sei f: I — R eine Funktion auf dem Intervall I = [ay,b1] X [as, bo] C R2.

Durch Zerlegungen Z; = {xg, x1,..., 2y} von [ay,b1] und Zy = {yo,y1,...,yn} von
[as, bo] wird das Intervall I in Teilintervalle Ij; unterteilt.

7 = 7y X Zy heilt Zerlegung von I.

Lange der Teilintervalle [zy_1, zx] und [y, 1, y]: Az, = xp — 21 und Ay, = yi—yi 1.
Fldche der Teilintervalle I;: Axy Ay,

Feinheit der Zerlegungen hy = max{Ax;: k =1,2,..., M} und hy = max{Ay;: [ =
1,2,...,N}.

Feinheit der Zerlegung Z: h = max(hq, ho)
Zwischenpunkte: ¢ = ((u)g=1,. mi=1,..~ mit (o = (Ekt, M) € i

Riemann-Summe:

S(f,2,¢) =Y f(Gu) Awy, Ay,
k,l
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Definition 7.10. Eine Funktion f: I — R heifit genau dann Riemann-integrierbar (kurz
R-integrierbar), wenn der Grenzwert

lim S(f, Z,¢) = lim ;f@kl)ﬁﬂ?k Ay, = /]f(x,y) d(z,y)

existiert.

e Vollig analog definiert man

[ﬂmmwwwd

und allgemein
/f(xl,xg,...,xn) d(xy,x9,....x,) oder kurz /f(a:) dx
I I

e Erweiterung auf Funktionen f: B — R fiir allgemeinere beschrinkte Definitionsbe-
reiche B C R™ Sei I C R" ein Intervall mit B C I. Sei fg: I — R die triviale
Erweiterung von f auf I:

) fl) fir x € B,
fB(w)‘{o fiir o € 1\ B.

Falls fp Riemann-integrierbar ist, definiert man:

Aﬂmmzlmqu

Das Integral | » f(x) dr hingt nicht von der speziellen Wahl von I ab.
e Sei B C R™ beschrankt. Die charakteristische Funktion i5: R™ — R ist durch

ZB(iC) =

1 fir z € B,
0 fir z € R*\ B.

gegeben. Falls ig R-integrierbar ist, heifit B Jordan-messbar. Dann ist

|B|:/i3da::/1dx
B B

wohldefiniert und heif3t Jordan-Mafl von B. Im Speziellen erhélt man fiir n = 2 den
Fldacheninhalt von B und fiir n = 3 das Volumen von B.

e Erweiterung auf unbeschréinkte Funktionen und/oder unbeschrinkte Definitionsbe-
reiche durch Grenzwert: uneigentliche Integrale

Die Séatze 3.4 und 3.5 gelten auch analog fiir Mehrfachintegrale.
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7.2.1 Der Satz von Fubini

Satz 7.5 (Satz von Fubini). Seien I,J C R beschrinkte abgeschlossene Intervalle und sei
f: 1 xJ— R R-integrierbar.

1. Falls f(.,y): I — R, o — f(z,y) fir alle y € J R-integrierbar ist, dann ist die
Abbildung y — [, f(z,y) da R-integrierbar und es gilt:

[t e = ([ @) d

2. Falls f(x,.): J - R, y — f(z,y) fir alle © € I R-integrierbar ist, dann ist die
Abbildung x — [, f(z,y) dy R-integrierbar und es gilt:

zx.]f(x’y) d(z,y) :/I</Jf(x,y) dy) da.

Beweis. Es gilt

S(,Z,0) =Y f(Gu) Awp Ay =) <Z £(Cu) Aa:k> Ay=>" (Z F(Gr) Ayl> Ay,

l k l

Durch Grenziibergang folgt dann die Behauptung. [

/J(/If(x,y) d.:z:) dy und /I(/Jf(x7y) dy) dx

heiflen iterierte Integrale. Die Existenz der iterierten Integrale reicht nicht aus. Zu-
sétzlich muss f R-integrierbar sein. Hinreichend: f ist stetig.

e Die Integrale

e Die Aussagen des Satzes von Fubini gelten analog fiir Jordan-messbare Integrations-
bereiche X und sie lassen sich auf beliebige Mehrfachintegrale erweitern.

37. Beispiel: Fliicheninhalt eines Kreises B = {(z,y)? € R?: 2% +3* < R?*}.

Die charakteristische Funktion von B ist fast {iberall stetig, daher ist sie R-integrier-

bar. Wegen B = {(z,y)T e R>: —R<x <R, —VR?2—22 <y <VR?- 22} folgt

aus dem Satz von Fubini:

R VRI—2? R
|B\:/1d(x,y):/ / 1 dy dx:/ 2V R?2 — 22 dx
B — - -R

R VRZ—z2

1
= 2R2/ V1—12dt = R? (arcsint—i—t\/l —t2>
-1

! 2
= R*7w
-1
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38. Beispiel: Volumen eines Kegels B = {(z,y,2)" e R*: 2 >0, £+ ¥ w:;yQ <1}
Es gilt: B = {(z,y,2)T e R*: 0< 2 < H, (z,y)’ € B.} mit

Z 2
B, = {(:U,y)T eR*: 2% +9* < R? <1_E> }

Daher

|Bpié1ﬂ%y¢y:AH</zumaw>dm:AHR(1—%y}dz

0
:7rR2/ t*(—H) dt = =~ R*H.
1

T
3

7.2.2 Einfache Anwendungen von Mehrfachintegralen

Neben dem Fliacheninhalt und dem Volumen gibt es weitere wichtige Gréflen, die durch
Mehrfachintegrale dargestellt werden kénnen:

Sei B C R? oder B C R? eine beschriinkte und Jordan-messbare Menge. Sei p(z) die
(Massen-)Dichte an einer Stelle x € B.

e Die Gesamtmasse M von B:

M:LM@M.

e Schwerpunkt s von B:

1
s=—— | zplx) dx.
e R

e Sei B C R? eine beschriinkte und Jordan-messbare Menge.

Tréagheitsmoment von B bei Drehung um eine vorgegebene Achse:

7= [ 1@ pto) ds,

wobei r(x) der Normalabstand von = zur Drehachse ist.

e Triagheitsmomente bei Drehung um die x1-Achse, xo-Achse und x3-Achse:

Ji = /(a:% +23) p(z) do, Jog = /(xf +23) p(z) dov, Jz3 = /(x% +23) p(z) dx.
B B B

Zusétzlich fithrt man fiir ¢ # j die folgenden Groflen ein:
Jij = —/ zixjp(z) d
B
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Die (symmetrische) 3 x 3 Matrix

Ju Jiz Jis
J=1Ja Juo Ja3
J31 Jzp Js3

heifit Trégheitstensor.

7.2.3 Substitutionsregel

Zur Formulierung der Substitutionsregel benttigt man den Begriff der Determinante einer
Matrix A. Wir beschréanken uns auf den Fall A € R™*" mit n € {1,2,3}:

Definition 7.11. 1. Fir A=ay € R:
det A =an;
2. Fir A= (a;;) € R2%2;
det A = aj1a99 — a21a19.
3. Fir A= (a;;) € R¥3:
det A = a11a22a33 + a12023031 + A13021032 — A31022013 — (32023011 — (33021012

Wichtige Rechenregel:
det(AB) = det Adet B.

Geometrische Bedeutung;:

1. Fiir n = 2: | det A| ist die Fliche des Parallelogramms, das durch die beiden Spalten-
vektoren von A aufgespannt wird.

2. Fir n = 3: | det A ist das Volumen des Parallelepipeds, das durch die drei Spalten-
vektoren von A aufgespannt wird.

Satz 7.6 (Substitutionsregel). Sei X C R" eine offene Menge. Sei g: X — R" injektiv,
stetig differenzierbar und det ¢'(z) # 0 fir alle x € X. Sei f: Y — R mit g(X) CY C R"
stetig. Dann gilt: f ist auf g(X) R-integrierbar und es gilt:

/ f(y) dy = / F(o(x)) | det g/ (2)] da.
9(X) X

Beweisskizze. 1. Fiir n = 1: Wir betrachten den Fall X = I = (a,b).

Wegen ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b) konnen nur zwei Fille auftreten:
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(a) ¢'(z) > 0 fiir alle = € (a,b). Dann ist g streng monoton wachsend und es gilt

gwﬁ@%@=1;) dy—/ 1y
/f da:—/f )| det ¢/ ()] da.

(b) ¢'(x) <0 fiir alle € (a,b). Dann ist g streng monoton fallend und es gilt

g(a) g(b)
/ fly @—/@ fwdy= [ fwydy=— [ f)d

g(a)

Y
g(b)
/f d:v—/f )) | det ¢/ (z)| da.

(a) Wir betrachten den Fall X = I = (a,b) X (¢, d) und diskutieren den Spezialfall:

2. Fir n = 2.

Dann erhilt man

0 (g 001, 1
d@ = (F B et = 2 )

Wir betrachten nur den Fall det ¢'(z) > 0, also g;(x) ist streng monoton wach-
send in x;. Dann gilt (siche n = 1):

by2
/ f dy—/ / y1 y2 dy, dys
g1(a,y2)
0g1
/ / f(g1(w1, 22), $2)6g () dzy dxo
T1

/ /f )) |det ¢'(z)| dzy ds = /f ) |det ¢/ ()] da.

Vollig analog diskutiert man den Spezialfall:

9le) = (gi;)) '

ota) = (2))
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Wir fithren den Beweis nur fiir den Fall, dass die Abbildung

injektiv ist. Dann gilt

U

o) = G v 1) = (")
und daher (siehe (a)):
dy = dy = H(w))|det H' (u)| du
[ sy /H oy @ /G | J) e B )
- /X F(H(G(@)))| det B'(G(x))]] det G (z)]| da

:/ FH(G(x)))| det(H'(G(x))G (2))| da.
X N —

-~

= g(x) =4'(z)

Wichtige Variablentransformationen

e Polarkoordinaten in R?: Jeder Punkt (z,y)” € R? ldsst sich in der Form

T =T Cosp

=rsing

mit r € [0,00), ¢ € (—m, 7] darstellen.
Die Abbildung g: [0,00) X (=7, 7] — R? ist durch

(r) = (7’ cos gp)

© r sin @

gegeben. g ist auf D = (0,00) x (—m, ) injektiv mit g(D) = R? \ {(z,0)7: = €
(—o0, 0]}, stetig differenzierbar mit

/ __[cosp —rsing
g(r’go)_(simp rcosgo)

und es gilt
det ¢'(r,p) = rcos® p +rsin®p =1 > 0.
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39. Beispiel: Flicheninhalt eines Kreises B = {(z,y)T € R?: 2% + y? < R?}.

Es gilt
|B|=/1d<x,y>=/ 1d<x7y>=/rd<w>
B g(4) A

fir A = (0, R) x (—m, 7). Man beachte, dass sich B und g(A) zwar unterscheiden,
aber nur um eine Menge vom Jordan-Mafl 0. Mit dem Satz von Fubini erhalt

man:
g R s R2

|B|—/rd(r,gp)—/ (/ rdr) dgp—/ — dy = R*r.
A - 0 —r 2

e Beispiel: Berechnung von

Einerseits gilt:
[ b= [ S s [ e
R? 9(A) A
mit A = (0,00) x (—,7).

Mit dem Satz von Fubini erhélt man:

/e‘é’gr d(r,gp):/ (/ e 2"y dr) dy
A -7 0

Es gilt

Also .
/ e 2 )z, y) = / 1dp =27
R2 .

Andererseits erhélt man mit dem Satz von Fubini (ohne Koordinatentransformation):

/ o~ 3 (@ +y%) d(z,y) = /Oo (/OO o~ 3z +y%) d:v) dy
R2 —0o0 —00
:/ e 2¥’ (/ e 2% da;') dy
_Oooo ) N 00 . 0o L 2
= (/ e 7 dx) </ e 2V dy) = (/ e 2" dx)

&0 1.2 o0 1 1,.2
e 2% dr =27 bzw. / e 2% dx = 1.
/OO —0Q0 \/ 27T

Also folgt:
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e Zylinderkoordination in R?: Jeder Punkt (z,y, z) € R3 ldsst sich in der Form

T =T Ccosp
y=rsingp
2=z

mit r € [0,00), p € (—m, 7], z € R darstellen.
Die Abbildung g: [0,00) x (=7, 7] x R — R? ist durch

r T COS
| — | rsing
z z

gegeben. g ist auf D = (0,00) x (=, m) x R injektiv mit g(D) = R*\ {(z,0,2)": z €
(—00,0], z € R}, stetig differenzierbar mit

cosp —rsing 0

g(rip,2)=|sing rcosp 0],
0 0 1

und es gilt
det ¢'(r, 0, 2) = rcos® ¢ +rsin®p =1 > 0.

40. Beispiel: Volumen des Kegels B = {(z,y,2)" € R®: 2 >0, & + ~ I:ryg

rB|:/1d<x,y,z>=/ 1d<x,y,z>:/rcz<r,¢,z>
B g(A) A

mit A= {(r,p,2)": p € (—m,m), r >0, 2>0, &+ & < 1}. Mit dem Satz von
Fubini erhélt man:

/Ar d(r,gp,z):/OH (/_7; (/OR(I_Z/H)T dr) dgp) dz

_/OHRZ (1—%)27rdz—%R2H.

IN

1}.

41. Beispiel: Schwerpunkt des Kegels B = {(z,y,2)T € R®: 2 > 0, =

mit konstanter Massendichte p.
Offensichtlich gilt: s, =s, =0. M = p|B|.

), i,
s, =— | zpd(x,y,2) == | zd(z,y,z
i, ( ) B/, ( )
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Wir benétigen also das Integral

/zmwmzf w@%@a/www@.
B g(A) A

Mit dem Satz von Fubini erhalt man:

[oriven=[" ( [ ( / o dT) d@> &

H 9 L2 9.3 4
— R (1—i> dz= R (222 4L 2
7T/0 Umm) T\ s T awr

H

1
=-H.
4

0

e Kugelkoordinaten in R3: Jeder Punkt (z,y,z) € R? lisst sich in der Form

x =1 sinfcosp
y =r sinfsiny

z=1rcosf

mit r € [0,00), 6 € [0, 7], ¢ € (—m, 7] darstellen.

Die Abbildung g: (0,00) X (0,7) x (=7, 7) — R3\ {(2,0,2)": z € (—0,0], 2 € R},
gegeben durch

r r sin @ cos ¢
O +— | rsinfsing |,
% rcos 6

ist injektiv, stetig differenzierbar mit
sinfcosy rcosfcosp —rsinfsingp
g (r,0,0) = | sinfsing rcosfsing rsinfcosp
cos —rsiné 0
und es gilt
det (1,0, ) = r? cos® @ sin 0 cos® ¢ + r? sin® f sin®

+r%cos? @sin @ sin® p + r?sin®  cos? ¢ = r?sinf > 0.

42. Beispiel: Volumen der Kugel B = {(z,y,2)T € R3: 22 4+ y* + 2?2 < R%*}.

Bl = [ Vi) = [ day) = [ g dino.
B 9(A) A
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mit A = (0, R) x (0,7) x (—m, 7). Mit dem Satz von Fubini erhélt man:

\B]:/OW (/_7; (/OersmGdr> dgo) do

3 i T 3 T 3
= & / sinf dp | df = 2m ki / sinf df = Ar ke .
3 Jo o 3 Jo 3

43. Beispiel: Triigheitsmoment der Kugel B = {(z,y,2)T € R3: 2? + ¢ + 2% < R?}
mit konstanter Massendichte p bei Drehung um die z-Achse.

J, = / (> +y*)p d(z,y,2) = / (2> +y*)p d(z,y,2) = p/ r*sin® 0 d(r, 0, o).
B 9(4) A

Mit dem Satz von Fubini erhalt man:

i 7r R
/7‘4 sin® 0 d(r,0, @) = / (/ (/ 7 sin® 0 d?“) dgp) do
A 0 —T 0
5 ™ ™ 5 s
= L (/ sin® 6 dgo) df = 2mkt / sin® 6 df
5 0 - ) 0

/ sin® @ d@z/ (1 — cos® ) sin @ d0:—0089’7r+/ cos” 0(— sin 6) df
0 0 0 0

-1

-1 u’ 2 4
=2 Pdu=2+ —| =2—-=—_.
+/1 u” au +31 373
Also 427 RP A7 R3
2 TR> 2 2
J. = p= = “R>=_-MR?
P35 ~ P35 5

7.3 Der Greensche Integralsatz
Wir nehmen zunichst an, dass sich eine Menge B C R? folgendermaflen darstellen lisst:
B = {(x1,22)" € R?: 21 € [a,b], o1(x1) < 29 < 2(21)},

wobei ¢ : [a,b] — R und ¢9: [a,b] — R stiickweise stetig differenzierbare Funktionen sind.
Man nennt B einen Normalbereich (beziiglich der z-Achse).

Der Rand 0B der Menge B lisst sich als Bildmenge einer Kurve C' = C} 4+ Cy+ (—C5) +
(—Cy) darstellen. Dabei sind
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C die Summe von stetig differenzierbaren Kurven €' ; mit Parameterdarstellungen
Y T ] = R?, e (en ()T
fliri=1,..., Mund a =1ty <t; <...<ty =bist,

C5 durch
T

Y2 [0,1] = R%, t = (b, 01 (b) + t(p2(b) — 01(h)))
gegeben ist,
C3 die Summe von stetig differenzierbaren Kurven C'; mit Parameterdarstellungen
B, 6] = Rt (E o)
firi=1,....Nunda=1t,<t; <...<ty =bist und

Cy durch

YD 0,1] = Rt (a,01(a) + Hpa(a) = ea(a))”

gegeben.

C' ist offensichtlich eine geschlossene Kurve. Man beachte, dass der Rand 0B durch diese
Parametrisierungen im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird. Bewegt man sich entlang der
Kurve C entsprechend dem Durchlaufsinn, so befinden sich die Punkte von B immer links
von der Randkurve. Man spricht von einer positiv orientierten Randkurve.

Sei f: X — R eine stetig differenzierbare Funktion mit B C X. Dann folgt mit dem

Satz von Fubini:

of B b p2(z1) of
5 a_m(l’) d($1,$2) /a (/c’;l(m) 8—@($) dxy | dxq

b b b
- / Flan o) — Flor, or(@0))] dy = / £t oa(t)) dt — / F(toa (1)) dt

_ i [ Ftooalt) di - f [ steentn a
:fi / Mg (LY S / ERUREAY

L) s [ () e () o () o
<



und

L) 0= [ () () 0

erhalt man schlieB8lich: of @)
flx )
— dr = — -dzx.
s (x) dx /C < 0 x

Wir nehmen nun an, dass sich B folgendermafien darstellen lasst:

B={(z,y)T eR?: y € [e,d], v(y) <z < a(y)},

wobei 91 : [¢,d] — R und ¢ [c,d] — R stiickweise stetig differenzierbare Funktionen sind.
Man nennt B einen Normalbereich (beziiglich der y-Achse).
Dann erhélt man vollig analog:

@ o == [ (1) 4= [ () 4

Satz 7.7 (Greenscher Integralsatz). Sei B ein Normalbereich sowohl beziglich der x-Achse
also auch beziiglich der y-Achse und sei f: X — R? eine stetig differenzierbare Funktion
mit B C X. Dann gilt:

/B(g_ﬁ(x)‘g—i(@) d(z1,22) = /C (@) - dr.

Bewezs.

/B (g_ﬁ(x) _ %(@) d(z1,79) = i, g—ﬁ(x) d(xq,x9) — i, g—j::(:r) d(xq,x2)

L) e [ ) - () - Lo

Folgerung

Ersetzt man f; durch —f5 und fo durch f; erhélt man:

/B(g—ﬁung—ﬁm) d(xl,xQ):L<}{?;§)) d
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C lasst sich als endliche Summe von stetig differenzierbaren Kurven C') mit der Parame-
trisierung 4@ : [0, 1] — R? darstellen. Also

J(E) z/m( )
>/ ( i )-(E po) =3 [0 - (i)
N WICORCROITRTITES oy INERTE

:/Cmm

a0y — L0y
(1)) 1) @] (—(%Z))’(t))'

Geometrische Bedeutung: n(x) ist jener Einheitsvektor, der im Punkt z € 0B normal zur
Tangentenrichtung der Randkurve liegt und nach auflen zeigt.
Es gilt also (Gauflscher Integralsatz in R?):

[ ) o [ e

Ubliche Schreibweise der Integralséitze mit [, anstelle von [..

Erweiterung auf allgemeinere Gebiete

e Der Greensche Satz gilt auch fiir Gebiete, die durch Drehung eines Normalbereiches
entstehen. (Beweis mit Hilfe einer Koordinatentransformation und der Substitutions-
regel)

e Der Greensche Satz gilt auch fiir Gebiete, die sich aus (gedrehten oder ungedrehten)
Normalbereichen zusammensetzen lassen: Randkurven im Inneren werden entgegen-
gesetzt durchlaufen und liefern daher keinen Beitrag.

Anwendungen

Aus dem Greenschen bzw. dem Gaufschen Integralsatz erhélt man:

1 —:[,’2 1
Bl == . —— _
‘ | 2/83(551) dx 2/83( ) d$1+$1 dﬂfg)
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44. Beispiel: Flicheninhalt der Ellipse B = {z € R?: z 4 z—j <1}

a2

Parameterdarstellung der Randkurve: v: [0, 27) — R2, y(t) = (acost,bsint)T.
1 2 . . . .
|B|:—/ bsint) (—asint J— b
2 Jo acost bcost

e Partielle Integration:

of
[ L@ o= | j@)@ynia) ds - / f( axl

e 1. Greensche Identitat:

9(2) Af(2) + V() Vo)) de = | o) 2Lz ds
/B( ) /33 on

mit (9 /0n)(z) = n(z) - V. (x)
e 2. Greensche Identitét:

/B (9(2) AF () = f(x) Agla)) ) do = /d ) <g(x) () - f) %(g;)) ds

7.4 Oberflichenintegrale

Formulierung des Greenschen Integralsatzes in R3: Mit

e der Fliche S = B x {0} C R?® und dem Einheitsnormalvektor n(z) = (0,0,1)7 auf
S,

e der positiv orientierten Randkurve S von S in R? und
e dem Vektorfeld f: X — R?, X offen und S C X C R3, gegeben durch
f 1(551, 5132)

f($1,$2,$3) = f2($1,l’2)
0

erhélt der Greensche Satz folgendes Aussehen:

/Srot f(z) -n(z) do = f(zx) - dx.

oS

mit dem Oberflichenintegral, gegeben durch

/Srot f(z)-n(x) do = /Brot f(z) - n(z) d(x,z2).

Wir werden nun den Integralsatz fiir allgemeinere Flichen formulieren. Dazu brauchen wir
zunéchst die Definition des Oberflichenintegrals.
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Definition 7.12. Sei K = [a,b] x [c,d] C R?, sei M eine offene Menge mit K C M C R?
und sei p: M — R3 stetig differenzierbar. Dann heif$t die Einschrinkung gp‘K der Funktion
¢ auf K eine Parameterdarstellung einer Fldche S.

K heifit der Parameterbereich dieser Fldche. Die Definition lésst sich auf allgemeinere
Parameterbereiche erweitern.
Beispiele:

e Teil einer Ebene: o: [0,1] x [0,1] — R3, p(u,v) = p+u(q—p) + v (r — p) mit drei
Punkten p,q,r € R3, die nicht entlang einer Geraden liegen.

e Teil eines Zylindermantel: : [0, 7] x [0, H] — R3 mit p(u,v) = (R cosu, R sinu, v)T.

e Oberfléche einer Halbkugel: ¢: [0, 5] x [0, 27] — R® mit
o(u,v) = (R sinucosv, R sinusinv, R cosu).

Fiir (u,v)T € K gilt: Die beiden Kurven v;: [ai,b;] — R3 mit 71(t) = ¢(¢,v) und
Vo1 [ag,ba] — R3 mit v(t) = ¢(u,t) liegen auf der Fliche und schneiden einander im
Punkt ¢(u,v) € S. Die beiden Tangentialvektoren im Punkt ¢(u,v) € S sind durch

Op Op
%(u,v) und %(u,v)
gegeben. Der Vektor
_ Oy Iy
N(u,v) = %(u,v) X %(u,v)

heiBft Normalvektor der Flidche im Punkt ¢(u,v) € S.
Wir gehen bei der Einfithrung des Oberflichenintegrals &hnlich wie beim Flacheninte-
gral vor:

e Durch Zerlegungen Z, = {ug,uq,...,upy} von [a,b] und Z, = {vg,vy,...,vn} von
[c, d] wird das Intervall K in Teilintervalle Ky, unterteilt.

Z = Z, X Z, heifit Zerlegung von K.

e Linge der Teilintervalle [uy_1, ux] und [v;_1, v]: Auy = ug, —ugp_q und Av; = v, —v;_1.

Flache der Teilintervalle Ki;: Aug Avy;

[ J Zwischenpunkte: C = (Ckl)k:l 7777 M,l=1,...N mit Ck:l = (uk,l,vl,l) < Kkl-

.....

e Durch die Zerlegung Z des Parameterbereiches wird eine Zerlegung der Flidche S
erzeugt. Die einzelnen Teile ¢(K};) besitzen einen Flécheninhalt von annidhernd

1N (u, v) || Aug Ay,
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e Fiir ein Skalarfeld f: X — R mit ¢(K) C X C R3 fiihrt man folgende Riemann-
Summe ein:

S(f,2,¢) = Zf U1, vi-1) |0 (K|

~ Z f Uk—l; Ul—l)) HN(Uk—la Ul—1)|| AugAv.

Dieser Ausdruck ist die Riemann-Summe der Funktion (f o ¢)||N||. Das motiviert
folgende Definition

Definition 7.13. Sei f: X — R mit o(K) C X C R3 auf p(K) stetig. Dann heifst

/f(ﬂ«")dUZ/ F(p(u, ) [N (u, v)|| d(u, v)
S K

Oberflichenintegral von f tber der Fldche S.

Fiir ein Vektorfeld f: X — R? mit ¢(K) € X C R?® fiihrt man analog folgende
Riemann-Summe ein:

S(f,Z.¢) = Zf (wk—1,v1-1)) - N(up—1,v-1) AuiAvy.

Es gilt:

flo(uk—1,v1-1)) - N(up—1,vi-1) Aui Ay,
= flp(ug—1,v-1)) - n(p(ur—1,v1-1)) [[N (up—1, v1-1) || AupAv,

mit
o N (u, v) falls N(u,v) # 0
n(p(u,v)) = {N(u,v)ll )
0 sonst

Interpretation: n(z) ist ein Einheitsnormalvektor auf die Fliche S im Punkt z = ¢(u,v).
f(z)-n(zx) ist die entsprechende Normalkomponente von f(z), ||N(ug_1,vi_1)|| AugAuv, ist
anndhernd die Fliache von ¢(Ky,).

Der obige Ausdruck ist die Riemann-Summe der Funktion (f o ¢) - N. Das motiviert
folgende Definition

Definition 7.14. Sei f: X — R® mit o(K) C X C R? auf ¢(K) stetig. Dann heifit

/f da—/f u,v)) - N(u,v) d(u,v)

Oberflichenintegral des Vektorfeldes f diber der Fliche S.

Alternative Schreibweise: [ f(x) - do
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e Flacheninhalt:

\S|:/1d0.
s

45. Beispiel: Oberflache einer Kugel S
Parametrisierung: ¢: [0, 7] x [0,27] — R? mit
¢(u,v) = (R sinucosv, R sinusinv, R cosu)’.

5] = / 1N, )| d(u,0)
[0,7]x[0,27]

Es gilt
R cosucosv —R sinusinv sin u cos v
N(u,v) = | Rcosusinv | x [ Rsinucosv | = R*sinu [ sinusinv
—R sinu 0 cosu
und daher
| N (u,v)|| = R?sinu
Es folgt:

27 T
|S| = Rz/ sinu d(u,v) = RQ/ (/ sinu du) dv = 4T R?.
[0,7] [0,27] 0 0

e Hat f(z) die Bedeutung einer Flussdichte, dann ist [, f(z)-n(z) do der Gesamtfluss
durch die Fliache S.

46. Der Zylinder Z = {(x,y,2)" € R3: 2? + y?> < R? z € [0, H]} wird von einer
Wirmequelle mit paralleler Strahlungsrichtung e = (—1,0,0)? und Intensitét I
bestrahlt. Dann ist die gesamte aufgenommene Leistung durch

—I/Se-n(m) do

gegeben, wobei S die bestrahlte Oberfliche von Z bezeichnet. Berechne diese
Leistung.

Eine Parametrisierung von S ist durch ¢: [-%, 2] x [0, H] — R® mit ¢(u,v) =
(R cosu, R sinu,v)” gegeben. Es gilt:

—R sinu 0 R cosu
N(u,v) = Rcosu | x |0| = Rsinu |,
0 1 0
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Dabher:

—I/e-n(x) dcr:—f/ e N(u,v) d(u,v)
S [—Z,%]x[0,H]

H
:I/ Rcosud(u,v):IR/ </
[*%,%]X[O,H] 0 —

=2IRH

INIE]

COS U du) dv

us
2

e Ahnlich wie bei Kurvenintegrale bleiben Oberflichenintegrale unveréndert, wenn man
anstelle der Parametrisierung ¢(u, v) eine Parametrisierung ¢(g(s,t)) mit

det ¢'(s,t) > 0 fiir alle r, s
verwendet.

e Flidchen und Oberflichenintegrale lassen sich vollig analog auch fiir Parameterberei-
che K C [a,b] X [¢, d] erweitern, die abgeschlossen und Jordan-messbar sind.

e Ahnlich wie bei Kurvenintegralen lassen sich auch Oberflichenintegrale auf Flichen
erweitern, die sich stetig aus Flachenstiicken zusammensetzen lassen, die jeweils eine
stetig differenzierbare Parametrisierung besitzen.

7.5 Die Integralsitze von Stokes und Gaufl

Satz 7.8 (Stokesscher Integralsatz). Es gelten folgende Voraussetzungen:

o Seip|i eine Parameterdarstellung der Fliche S, wobei der Parameterbereich K C R?
ein Normalbereich beziiglich beider Achsen ist und p: M — R3, M offen, K C M C
R2, zweimal stetig differenzierbar ist.

o Sei C' die positiv orientierte Randkurve von K mit einer stiickweise stetig differen-
zierbaren Parameterdarstellung 7v: [a,b] — R2. Sei 0S die Kurve in R® mit Parame-
terdarstellung p o ~y.

o Sei f: X = R X offen, o(K) C X, ein stetig differenzierbares Vektorfeld.

Dann gilt:

/Srot f(z) -n(z) do = . f(x)-dx
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ot ,)) 2 o 0) = () P, 0)
:%—J;( (u, ) [a—1< v>%<u7 >—%< / >%<“’ )]
%(s@(% ) [%( ,v)%( ! )_%< ’v)%(u’ )}
=~ ot ) Natu, ) + ot 0) N

Also gilt insgesamt:

/85 (fléx)) cdr = /K [_%(ga(u,v))Ng(u,v) +%(@(u,v))]\f2(u,v)} d(u,v)

Analog erhélt man:

0

/as (f2(()33)> cdr = /K {%(SKJ(U,U)) N3 (u,v) — %(gp(u,v)) Nl(u,v)} d(u,v)



und

/as f% | cdr = /K [—%(w(U,U))NQ(u,v) —i—%—(gp(u,v))]\ﬁ(u,v)} d(u,v)

Durch Summation folgt:

» f(x) -de = /K(rot le(u,v)) - N(u,v) d(u,v) = /Srot f(x) - n(z) do.

Erweiterung auf allgemeinere Flichen

e Der Stokessche Integralsatz gilt auch fiir Flachen, die sich aus Flachen zusammen-
setzen lassen, die die Voraussetzungen des Satzes erfiillen: Randkurven im Inneren
werden entgegengesetzt durchlaufen und liefern daher keinen Beitrag.

Fiir die Diskussion des Integralsatzes von Gaufl nehmen wir zunéichst an, dass sich eine
Menge V C R3 folgendermafien darstellen lisst:

V = {(x1, 29, 23)" € R®: (21,79) € K, p1(71,72) < 23 < a1, 79)}

mit einer abgeschlossenen und beschrinkten Menge K C R? und stetigen Funktionen
p1: K > Rund py: K — R.

Der Rand S = 9V der Menge V besteht aus 3 Teilen, der Grundfléche S7, der Deckflache
Sy, und der Mantelflache S3. Wir setzen folgendes voraus:

e Es gibt eine Parameterdarstellung ¢ |, der Grundfliche S; mit ¢;: M; — R3, M,
offen, Ky C M, stetig differenzierbar.

e Es gibt eine Parameterdarstellung ¢s|g, der Deckfliche Sy mit ¢o: My — R3, M,
offen, Ky C M, stetig differenzierbar.

e Es gibt eine Parameterdarstellung v des Randes K mit 7: [a,b] — R? stiickweise
stetig differenzierbar.

Wir nennen V' einen Normalbereich beziiglich der z;x,-Ebene.

Fiir die weiteren Uberlegungen nehmen wir der Einfachheit halber an, dass ¢; und ¢,
auf einer offenen Menge M mit K C M C R? zur Verfiigung stehen, dort stetig differen-
zierbar sind, und ¢, : M — R3, ¢p: M — R? mit

Uu Uu
¢1(u,v) = v . Pa(u,v) = v
¢1(u, v) p2(u, v)
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zur Parametrisierung von S7 und Sy verwendet werden konnen.
Die Mantelfldche lédsst sich mit Hilfe von ¢3, gegeben durch

Y1 (u)
p3(u,v) = | 2(u) |,

mit dem Parameterbereich K3 = {(u,v)” € R*: u € [a,b], ¢1(7(u)) < v < pa(y(u))}
parametrisieren.

Sei f: X — R eine stetig differenzierbare Funktion auf der offenen Menge X C R? mit
VcX.

Dann gilt nach dem Satz von Fubini:

of
; 8_$3($) dx

w2(x1,22) af
= ——(x1,x9,x3) dxs | d(x1,
L(/() oL (10 2) 3> (21, 22)
:/ f (@1, 2o, o(1, 7)) d(xlab)_/ f(@, 22, p1(21, 22)) d(z1, 22).
K K

Fiir den Normalvektor auf Sy, der beziiglich V' nach auflen zeigt, erhélt man:

1 0 a—fj(u, v)
N(u,v) = — 0 X 1 = | T (u,v)
%(u, v) %(u, v) -1

Also

0 0
= / 0 - N(u,v) d(u,v) = / 0 | -n(z) do.
K f(U’:U?%Ol(u?U)) &1 f(l’)

Analog erhélt man fiir die Deckflache:

/K P, 2, ea(w1, 32)) d(w1, 22) = /K (1,0, a1, 0)) N, v) (s, v)

0 0
= / 0 - N(u,v) d(u,v) :/ 0 | -n(z) do,
K f(u7 v, @2(11“7 U)) 52 f(ZL’)

wobei N (u,v) wieder der nach auflen zeigende Normalvektor ist.
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Fiir den Normalvektor auf S3 erhélt man

n(w) 0 o (u)
N(u,v) = | 7(u) | x | 0] = | =mn(v)
0 1 0

fiir alle jene Werte von wu, fiir die die Randkurve von K stetig differenzierbar ist. Daher
folgt sofort:

0 0
/ 0 |- -n(zx)do= / 0 - N(u,v) d(u,v) = 0.
%\ f(z) s \ f (o

3\, U))

Insgesamt gilt also:

0
af
—(x) dz = 0 | -n(z)do+ 0 | -n(z)do+ 0 | -n(z)do
v o I (f(@) I (f(:r)) I (f(w))
:/ ( ) -n(z) do
M \f(z)

Falls V' ein Normalbereich beziiglich der x;x3-Ebene ist, folgt analog

0
af = n\xr g
@ = [ |0 | o) do

Falls V' ein Normalbereich beziiglich der x,x3-Ebene ist, folgt analog

@)
af = sn\xT g
Va—xl(w”x/w( X ) ot

Satz 7.9 (Gaufischer Integralsatz). Sei V' ein Normalbereich beziiglich aller drei Koor-
dinatenebenen mit Oberfliche OV . Dann gilt fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld
f: X =R mit X offen und V C X C R3:

o

o O

/Vdiv f(z) dx = - f(z) - n(z) do|.

Bewezs.

| o of: o,
/levf(x) dr = Va—xl(m) dx + Va—@(x) dx + Va—xg(x) dx

0

fi(z) 0
:/av ( 8 ) -n(x) da—{—/av (fQ(()x)) -n(x) da+/av (f?)(()x)) -n(z) do
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Erweiterung auf allgemeinere Bereiche

e Der Gauflsche Integralsatz gilt auch fiir Bereiche, die sich aus Normalbereichen zu-
sammensetzen lassen: Oberflichen im Inneren sind entgegengesetzt orientiert und
liefern daher keinen Beitrag.

Anwendungen

Aus dem Gauflschen Integralsatz erhélt man:

e Partielle Integration:

| @) do= [ f@ygte)na) o= [ )

o 1. Greensche Identitit:

[ (s 810) + 940)- ot)) do = [ g0) Gt do

it (9f /on)(x) = n() - V f(z)

e 2. Greensche Identitéit:

/V (9(2) AF (@) = f(x) Agla)) ) du = /a ) <g(x) ()~ f) %(gj)) do
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Kapitel 8

Differential- und Integralrechnung in

C

8.1 Holomorphe Funktionen

Sei D C C offen.

Definition 8.1. FEine (komplexe) Funktion f: D — C heifit im Punkt zy (komplex)
differenzierbar, falls der Grenzwert

o 1) = 1)

zZ—20 Z— 20

= ['(20)

existiert. f'(zo) heifit Ableitung von f in z.
f: D — C heifst holomorph in D, wenn f in jedem Punkt von D differenzierbar ist.
Die komplexe Funktion f': D — C, z — f'(2) heifit Ableitung von f.

Genauso wie in R gilt:
f: D — C ist genau dann im Punkt zy (komplex) differenzierbar, wenn es eine Zahl

f'(20) € C gibt, sodass
lim (—f(z) — f(x0) — f’(zo)) =0,

Z—20 z — ZO

d.h., wenn

lim —— (f(2) = f(z0) — F'(z0)(z — z0)) = O,

Z—)Z()Z—ZO\ - s

=r(z—2)

Mit h = z — 2y und der anschliefenden Umbenennung z, — 2z gilt daher:

Satz 8.1. f: D — C ist genau dann im Punkt z (komplez) differenzierbar, wenn es eine
Zahl f'(z) € C gibt, sodass

fGz+h)=fz)+ f(2)h+rh)

113



mat (h)
. T
im = =0

Diese Zahl f'(z) € C ist die Ableitung von f im Punkt z.

Man beachte, dass die Bedingung

. r(h)
i = =0
genau dann erfiillt ist, wenn
. r(h)
NI

Jeder komplexen Zahl lisst sich ein Vektor in R? zuordnen und umgekehrt:
. T )
z=z+iyeC +— (y) € R~
Einer komplexen Funktion f: D — C lisst sich eine Funktion f*: D* — R? mit D* =
{(z,y)" € R?: x+iy € D} zuordnen: Mit u(z,y) = Re f(z+iy) und v(z,y) = Im f(z+iy)

gilt offensichtlich
f(z) =u(z,y) +iv(z,y) fir z=z+1iy.

)

Dann ist f* durch
u
v

[ (zy) = (

—~~

gegeben.
Analog ordnen wir dem Restglied r(h)

r(h) =ri(hy, he) + iro(hy, hy) fiir  h = hy +ihs.
die Funktion
k) = (116000
zu. Mit diesen Bezeichnungen und
f(z0)=a+if

ist also f: D — C genau dann im Punkt zy = x¢ + iyy (komplex) differenzierbar, wenn
es Zahlen «, 8 € R gibt, sodass

[ (w0 + ha,yo + ho) = [ (0, y0) + (g _ﬂ> (Z;) + 7" (hy, hs)

«

mit ]
lim ———=7r"(hy,hs) =0,

(h1,h2)=0  /h? + h3
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also genau dann, wenn f* in (zo,y) (total) differenzierbar ist und zusétzlich gilt:

ou ov ou ov
%(ﬂfo,yo) = 6_y(x0’y0)’ 8—y(9@0>y0) = _%(ﬂfo,yo)-

Die Bedingungen heiflen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.
Unter diesen Voraussetzungen erhélt man also fiir die komplexe Ableitung:

;o Ou . Ou e _Ov _ B ,
/ (2) = %(%?J) - Za—y(%y) = a—y(x,y) —H%(x,y) mit z =z -+ .

Fiir die Differentiation in C gelten analoge Rechenregeln wie in R:
e Additionsregel, Produktregel, Quotientenregel, Kettenregel.

e Ableitung von Potenzfunktionen: Fiir m € Z gilt:

e Ableitungen der komplexen Winkelfunktionen und Hyperbelfunktionen: Diese Funk-
tionen sind mit Hilfe von Exponentialfunktionen darstellbar: Ergebnis wie in R.

8.2 Kurven in C und komplexe Kurvenintegrale

e Parametrisierte Kurve C' in C: 7: [a,b] — C stetig differenzierbar.

e Zugeordete Kurve C* in R?: v*: [a, b] — R? gegeben durch

= (1) mit 20 =0+ i

e Fiir eine Funktion f: D — C lasst sich eine Riemann-Summe bilden:

D PO ))(v(t) = (te1)) = D> Fr 1)y (Ben) (B — ti1)

Motivation fiir das komplexe Kurvenintegral:
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Definition 8.2.

/C f(z) dz = / N @) di - / [ur ) + v @] [0 + )] e
= [ [ 010 - ot @) at-vi [ [ula @40 + o 0140 a
_ /b { “037(25)] (v (t) dt +i /ab [2883] () dt

:/*u(x,y) dxr —v(x,y) dy+Z/C v(w,y) dv +u(x,y) dy.

47. Sei m € Z. Berechne [ (z — 2)™ dz fiir die Kurve C, die durch die Parametrisierung
vi[=m, 7w — C, y(t) = 2o+ re't = zo + r(cost + i sint), t € [—m, 7] gegeben ist.

/(z —20)" dz = / rmet™rgett dt = m“/ et mHOt gy
c - x

=™t </7r cos ((m+1)t) dt +i /7r sin ((m 4 1)t) dt)

™ —T

= jpmHl /7r cos ((m+1)t> dt = {

1
/ dz = 2m1.
C 720

48. Fiir z = re'® mit r > 0 und ¢ € (—m, 7| sei C, = C;+C5 mit den Parametrisierungen
1:[0,1] = C, v (t) = €' fiir C; und y: [0,1] — C, ¥ (t) = ((1 —t) + tr)e'? fiir
Cs. Berechne sz L dw.

0 fiir m # —1

211 flir m = -1

Also gilt im Speziellen:

1 1 1
— dw = — dw + — dw
c, W c, W c, W

1 1
. . 1 . .
= e etty dt+/ —— e P r—-1)e'% dt
/0 14 o L=t +tr (r=1)

‘ +/1 =l g
=1 _—
2T T (-t

1
=ip+1In(l+ (r— 1)t)‘0 =Inr+ip=In|z| +i arg(z).
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8.3 Der Cauchysche Integralsatz und die Cauchysche
Integralformel

Satz 8.2 (Cauchyscher Integralsatz). Sei D ein sternformiges Gebiet und sei f: D — C

holomorph auf D. Dann ist das komplexe Kurvenintegral fc f(2) dz wegunabhingig und

[ besitzt eine Stammfunktion F: D — C. Im Speziellen ist F(z) = faz f(w) dw eine
Stammfunktion von f, also F(z) = f(z).

Beweis. Es gilt

/Cf(z) dz = /c u(z,y) de —v(x,y) dy +i /*v(x,y) dr + u(z,y) dy.

Es geniigt also, die Wegunabhéngigkeit der beiden reellen Kurvenintegrale zu untersuchen.
Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dass f stetig differenzierbar ist. Es gilt:

( u(x,y) ),_ %(I7y) %Z(L?J) (U(.%,y)),_ %(xuy) %(%?J)
—U(.T,y) —%(x,y) _g_;(%y) 7 U(I,y> g%(wvy) %(xvy)
Wegen der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind diese Jacobi-Matrizen sym-

metrisch. Dann folgt die Wegunabhéngigkeit sofort aus dem Satz 7.4.
Es gilt: F(2) = U(z,y) + iV (z,y) mit

T

Uz,y) = /a<y) u(s,t) ds —wv(s,t) dt und V(z,y) = /

a*

@ v(s,t) ds + u(s, t) dt.

Wegen Satz 7.4 gilt:

) = ulep) @) = ~vley

und oV oV
%(x,y)zv(x,y), a_y('ray) :U’(I7y)

Also sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt, F'(z) ist komplex dif-
ferenzierbar und es gilt:

F(2) = S (a) = i (0.9) = ulieny) + ilo,y) = £(2)

]

Also gilt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auch in C. Im Speziellen
folgt

/ab F(2) ds = /ab f(2) dz = F(b) — F(a)

fiir holomorphe Funktionen f mit Stammfunktion F'.
Daraus folgen fiir die Integration in C die analogen Rechenregeln wie in R:
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e Linearitét, partiellen Integration, Substitutionsregel

z) dz| < |C| max{|f(2)|: z € C}.

e Stammfunktionen von 2™ mit m € Z\ {—1}, e?, sin z, cos z, sinh z und cosh z wie in
R.

Beispiel
Fir z € D =C\ {z € R: 2 < 0} gilt fiir die Stammfunktion von f(z) = L:

1
:/ — dw =In|z| + i arg 2.
L w
Das motiviert die folgende Definition der komplexen Logarithmusfunktion fiir z € D:
Inz=In|z| 4+ arg 2.

Dann gilt wegen des letzten Satzes:

1
Inz) ==
(In z) .

Weitere Eigenschaften der komplexen Logarithmusfunktion: Fiir z € C gilt z = re'¥ mit
r = |z| und ¢ = arg z und daher

6lnz _ 61n\z|—|—i argz __ eln|z|eigo _ | |ezgo —
Fiir z =2+ iy mit x € R und y € (—m, 7] folgt e* = e%e'¥, also |e*| = e® und arg(e?) =y
und daher:

Ine* =Ilne” +1i arg(e®) =v+iy = 2.

Satz 8.3 (Cauchysche Integralformel fiir Kreisscheiben). Sei D eine offene Menge, sei
f: D — C holomorph in D. Sei zy € D und K,(2) ={z € C: |z — 2| <r} C D. Dann
gilt fir die positiv orientierte Randkurve C' von K, (z):

f(z0) = L /(z) dz.

211 Jo 2 — 2

Bewezs.

2m1 Jo 2 — 2

+
Z— 2 2m1 Jo 2 — 2o

+ ./f flz0)
2t Jo z— %
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Sei £ > 0 vorgegeben. Wegen der Stetigkeit von f gibt es eine abgeschlossene Kreisscheibe
Ks(zp) € D mit Radius 6 und Mittelpunkt zg, sodass

1f(z) = f(20)] < e fiir alle z € Kj(20).

Sei Cs die positiv orientierte Randkurve von Ks(z). Daraus folgt fiir alle z € Cs:

f(z) = f(z0)| _ |f(2) = f(=0)] <
z— 2 o |r—z T 0
Wegen
/ f(z) = f(20) ds — f(z) = f(20) d
C zZ— 20 Cs Z — 20
gilt:
1 f(z) = f(20) 1 f(z) = f(=0) € _
27ri/c zZ— 2 dz' |27 cs 22— 720 dz‘ = %'Cﬂ - c

Fiir ¢ — 0 folgt die Behauptung. ]

Einige Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel

e Die Cauchysche Integralformel gilt fiir alle geschlossene Kurven C| die den Punkt z
yeinmal im Gegenuhrzeigersinn umkreisen“. Also gilt fiir eine derartige Kurve C":
1 z
f(z0) = — (2) dz

2wt Jo 2 — 2o

fiir alle Punkte 2y aus dem Innengebiet der Kurve C. Das zeigt, dass die Werte einer
holomorphen Funktion im Innenbereich der Kurve C' durch ihre Werte auf C' bereits
eindeutig bestimmt sind.

e Aus der Cauchyschen Integralformel lédsst sich eine entsprechende Formel fiir die

Ableitung herleiten:
1
P =5 | L a
o (

Bewezs.




Daraus erkennt man sofort, dass

e Allgemeiner gilt: Eine holomorphe Funktion ist unendlich oft differenzierbar mit

f(")(zo): n! /C f(2) ds.

214 Jo (2 — zo)t!

Somit besitzt jede holomorphe Funktion eine Taylor-Reihe.

e Die zugeordneten reellen Funktionen u(z,y) = Re f(z +iy) und v(z,y) = Im f(x +
iy) sind dann ebenfalls unendlich oft differenzierbar. Diese Funktionen erfiillen die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Daraus folgt:

Pu Pu 0O Oou  90v 9 0Ov

A= 9 T o T 020s T Oyoy  Dwdy  Oyor

Analog erhélt man:

Av = 0.

Die Funktionen u(z,y) und v(x,y) erfiillen also die Laplace-Gleichung. Funktionen,
die die Laplace-Gleichung erfiillen, heiflen harmonische Funktionen.

8.4 Der Residuensatz

Definition 8.3. Sei C' eine geschlossene stiickweise stetig differenzierbare Kurve in C und
20 € C mit zo ¢ C. Dann heifit

n(C, zp) = L/ ! dz
c

211 zZ— 2
die Windungszahl von C' beziiglich zy.
Alternative Namen: Umlaufzahl, Index

Beispiele

e Sei C' = 0K, (%) die positiv orientierte Randkurve der Kreisscheibe K, (z9) = {2z €
C: |z — 29| < r} mit Mittelpunkt z; und Radius r. Dann gilt:

n(C, z) = 1.
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e [ir die entsprechende negativ orientierte Randkurve gilt:

n(—=C, z) = —1.

e Fiir die k-mal durchlaufende Randkurve mit k € Z gilt:
n(kC,z) = k.

e Allgemein gilt fiir jede geschlossene stiickweise stetig differenzierbare Kurve in C"
n(C, z) € Z,
wobei n(C, zg) die Anzahl der Umléufe von C' um 2, bezeichnet.

Definition 8.4. Sei f: D — C holomorph in D\ {20} mit zo € D. Sei 0K, (zy) die positiv
orientierte Randkurve der Kreisscheibe K,.(z9) C D. Dann heifst

1
2 - 5 d
res,, f " /am(zo) f(z) dz

das Residuum von f im Punkt z.

Das Residuum einer in ganz D holomorphen Funktion ist in jedem Punkt zy € D gleich
0.

Satz 8.4 (Residuensatz). Sei f: D — C in D\ {z1,...,2,} holomorph und sei C' eine
geschlossene stiickweise stetig differenzierbare Kurve mit z, ¢ C, die sich in D stetig auf
einen Punkt zusammenziehen ldsst. Dann gilt:

1 n
%/Of(z) dz = ;n(C’, zk) res,, f.
Beweis. Geometrischer Beweis. ]
Anwendungen

e Berechnung von Integralen der Form

/OO R(z) dr mit R(z)= %,

wobei P(z) und Q(z) Polynome sind, die folgende Bedingungen erfiillen:

deg@ > degP+2 und Q(x) besitzt keine reellen Nullstellen.

Seien z1, 29, . . ., z, die Nullstellen von Q(z). Sei C' die positiv orientierte Randkurve
von H={z€C: |z| <r, Imz > 0}. Dabei sei r so grof}, dass alle Nullstellen z; mit
Imz; > 0 in H liegen.
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Aus dem Residuensatz folgt:

n

/ R(z) dz = 2mi Z res,, R.
c

k=1
Im 2z, >0

Es gilt C' = C1 + (5 mit C; als dem Teil auf der reellen Achse bezeichnet und Cy
dem iibrig bleibenden Halbkreis. Also:

/CR(Z) dZZ/CI R(2) dz+/02R(z) i

/CIR(Z) dz:/:R(x) dx—>/ZR(x) dr  fiir r — oo

Es gilt

und
/ R(z)dz — 0 fiir r — oo,
Ca

weil fiir z € Cy gilt:
1 |P(2)2?% < °

|R(2)| = 2 |Q(z)] ~ 12

mit einer Konstanten ¢ > 0, woraus folgt

/02 R(2) dz

< max {|R(2)]: 2 € Oy} |Gy < 702” - ‘37”

Also
/ R(z) dx = 2mi Z res,, R
- I 50

— Berechnung des Residuums fiir einfache Nullstellen von @(z): Angenommen

Q(2) = (z — z;)Sk(2) mit  Sk(zx) # 0. (8.1)
Dann gilt
P
R = 2 i g - £
und daher
. g(z) _ Pz
e = o OKn(z) 2 %k dz = gv{7) = Sk(zk)

Aus (8.1) folgt durch Differentiation:
Q'(2) = Sk(2) + (2 — ) Si(2), also Q'(z1) = Sk(zx)

und somit




— Berechnung des Residuums fiir mehrfache Nullstellen von ((z): Angenommen
Q(z) = (z — 21)"Sk(z) mit  S(zx) #0

mit » € N. Dann gilt

und daher

r—1
res,, R = L/ gk(—Z) dz = —g’(“ )(Zk)
o 271 Jow, (o) (2 — 2)" (r—1)""

49. Berechne [ 5 dz.

B 1
1422

Nullstellen von Q(z): z; =i, 2o = —i: Also

>~ 1
/ dr = 2mi res,, R.

R(z)

0o 1+ 22
Es gilt:
P(Zl) 1
2 R — = —_— = —
e Q(z1) 2z 2
Also

50. Berechne [ i dz.

1424

Nullstellen von Q(z):

Also
_ G Ceos (T ) bisin (T4 BT ko
Zp =e'\47 2 cos 4+ 5 + 7sin 4+ 5 , k=0,1,2,3.
d.h.:
2 2
20=—(14+1), 21 = 7(—1—|—i), 29 = §<_1_i>’ 23 = %(1—@)



Es folgt:

<1
/_Oo Tt dx = 2mi (res,, R+ res,, R).

Man erhélt: () .
Zk 2k 2k
2 R = = — = — = —
FOS2 Q'(z) 4z 4z 4
Also
© ] VA m (V2,0 V2 . V2r
dx =2 (____>:__ —(1 —(—1 = —
/001+x4 TTEMATY T Y 2(2(“”2( +9) 2
51. Berechne f_oooo m dz. 1
R(z) = (14 22)3

Nullstellen von Q(z): z; =4, 2o = —i. Also

Q(z) = (z— 21)°(z — ).

Es gilt:
/_oo m dr = 2mi res;, R.
Fiir das Residuum erhilt man:
9"(z1) . 1 1
. R = t = = —.
res,, 5 mit  g(z) AR P
Es gilt
12 12 3
" _ — -
9 = CroE T @y s
Also

© 13 3
- dr=omi =T
/_Oo(1+a:2)3 PTI98 TS

e Berechnung von Integralen der Form

2
/ r(cost,sint) dt mit r(x,y) =
0

wobei p(z,y) und ¢(z,y) Polynome sind.
Es gilt:

21 21 1 ] ] 1 ) )
/ r(cost,sint) dt = / r (—(e” +e ), — (" — e‘”)) dt = / f(z) dz
0 0 2 21 C
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mit der positiv orientierten Randkurve C' des komplexen Einheitskreises und

f@):iw<&z+éykz—§0.

12 2

52. Berechne f 0 dt.

2+cos t

1 1 2 1
flz)=— 1 ==

iz2+3(z+1)  iz22442+1

Nullstellen von Q(z) = P 4dz4+1 2 =-2+ \/§, 29 = —2 — /3.

2 1 2m

/ f(2) dz =2mives,, f = 2m;221 | \/§

e Fourier-Transformation: Sei f: R — C. Die Funktion f : R — C, gegeben durch

_ /Z Flx)e™ e dx,

heiflt die Fourier-Transformierte von f, sofern sie wohldefiniert ist.

— Rationale Funktionen: P(z)
z
1) =R = 5

wobei P(z) und Q(z) Polynome sind, die folgende Bedingungen erfiillen:

deg@ >degP+1 und Q(x) besitzt keine reellen Nullstellen.

Seien 21, za, . . ., z, die Nullstellen von Q(z).

Ahnlich wie vorhin zeigt man:

( n

—27i Z res,, (R(z)e”"*?) fiir w > 0

o) ] k=1
/ R(x)e " dx = I <0
e 27i Z res,, (R(2)e™"*)  fiir w < 0

k=1
\ Im 23>0

Berechnung des Residuums bei einfachen Nullstellen:

P(z)
Q' (z1)

—iwz
e k,

res,, (R(z)e™"“%) =
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53. Berechne die Fourier-Transformierte von

1
Rlz) = 1+ 22

Nullstellen von Q(z):

21 =1, Z9 = —1
Es folgt:

i . 1
res,, (R(z)e WZ) _ ?e und res,, (R(z)e wz) _ —;e W,
L i

Also

/oo R{z)e-i" d — {—2m‘ res,, (R(z)

( efiwz
+2mires,, (R(z)e™ ™) =meY firw<0

= e ¥ = Rw).

[e.e]

54. Berechne die Fourier-Transformierte der Gauflschen Glockenkurve:

Also

Bemerkung: Unter geeigneten Voraussetzung gilt:

f@) =5 [ e do
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Kapitel 9

Eine axiomatische Einfiihrung der
reellen Zahlen

9.1 Die Axiome

Die Menge der reellen Zahlen R mit den bindren Operationen +: R x R — R (Addition,
Schreibweise x 4+ y fir +(z,y)) und -: R x R — R (Multiplikation, Schreibweise x - y fiir
-(z,y)) ist ein Korper:

e Eigenschaften der Addition:

— Assoziativgesetz: Fiir alle x,y, z € R gilt:

v+ y+z2)=(@+y) +=2 (K1)

— Kommutativgesetz: Fiir alle z,y € R gilt:

[z +y=y+u] (K2)

— Neutrales Element: Es gibt ein Element 0 € R, sodass fiir alle x € R gilt:

(K3)

— Inverses Element: Fiir jedes x € R gibt es ein y € R, sodass gilt:

K

e Eigenschaften der Multiplikation:

— Assoziativgesetz: Fiir alle x,y, z € R gilt:

z-(y-2)=(x-y)-2 (K5)
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— Kommutativgesetz: Fiir alle x,y € R gilt:
rTy=y-x (K6)
— Neutrales Element: Es gibt ein Element 1 € R\ {0}, sodass fiir alle z € R gilt:
r-1l=ux (K7)
— Inverses Element: Fiir jedes x € R\ {0} gibt es ein y € R, sodass gilt:
r-y=1 (K8)

o Vertréaglichkeitsbedingung:

— Distributivgesetz: Fiir alle z,y, z € R gilt:

v(y+2)=(z-y)+(z-2) (K9)

Die Menge der reellen Zahlen R besitzt eine Relation < C R x R (Schreibweise = < y fiir
(x,y) € <) mit folgenden Eigenschaften:

e Die Relation ist eine Ordnungsrelation (partielle Ordnung, Halbordnung)
— Reflexivitét: Fiir alle x € R gilt:

r<uw (01)

— Transitivitdt: Fir alle z,y, z € R gilt:

(t<y)Aly<2) = (@< 2) (02)

— Antisymmetrie: Fiir alle z,y € R gilt:

<y ANy<e)=(z=y) (03)

e Die Ordnungsrelation < ist eine lineare (totale) Ordnung:

— Fiir alle z,y € R gilt:

(z<y)V(y<o) (04)

Die Menge der reellen Zahlen R mit der Addition +, der Multiplikation - und der linearen
Ordnung < ist ein geordneter Korper, d.h. es gelten zusétzlich folgende Eigenschaften:

e Vertriglichkeitsbedingungen:
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— Fiir alle z,y, 2 € R gilt:

(x<y)=(x+z<y+2) (OK1)

— Fiir alle z,y € R gilt:

(x>0)A(y>0)=(z-y>0) (OK2)

mit der Schreibweise x > 0 fiir 0 < x A x # 0.
Fiir das letzte Axiom benotigt man folgende Begriffe:

Definition 9.1. Sei M C R. Dann heifst M nach oben beschrinkt < FEs gibt ein ¢ € R,
sodass fiir alle x € M gilt:
z <c.

Sei S die Menge aller solcher oberen Schranken c. Falls es ein s € S gibt, sodass fiir alle
ce S qilt:
s < c,

dann heifit s das Supremum von M. Schreibweise: s = sup M.

Die Menge der reellen Zahlen R mit der Addition +, der Multiplikation - und
der linearen Ordnung < ist ein ordnungsvollstindiger geordneter Korper, d.h.
zusétzlich gilt:

e Ordnungsvollstandigkeit:

— Fiir alle nicht-leeren und nach oben beschrinkte Mengen M C R gilt:

’supM existiert in R‘ (OV)

Die Rechenregeln (K1) - (K9), (O1) - (04), (OK1), (OK2), (OV) sind die Axiome
unserer Theorie der reellen Zahlen. Diese Axiome werden ohne Nachweis als wahr postuliert.
Weitere Aussagen in dieser Theorie gelten als wahr, wenn sie durch logisches Schlieflen aus
diesen Axiomen oder aus bereits als wahr bewiesen Aussagen begriindet werden kénnen.

Einige Beispiele von Folgerungen:

e Es gibt nur ein neutrales Elemente 0 (1) und es gibt zu jedem z € R (z € R\ {0})

nur ein inverses Element —z (1).

Beweis. Angenommen, es gibt ein weiteres neutrales Element 0 # 0 der Addition.

Dann folgt:
0+0=0
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Andererseits folgt aus (K2) und (K3):

+0=0.

(@)

0+0=

Also

o
I
o

Widerspruch.

Sei x € R und seien y,y € R zwei verschiedene inverse Elemente von = beziiglich der
Addition. Dann gilt einerseits wegen (K3) und (K2)

(r+y) +5=0+7=7
und andererseits wegen (K1), (K2) und (K3):
(@+y)+y=(+9+y=0+y=y

Widerspruch.
Die Aussagen zur Multiplikation folgen analog. [

Es gilt:
x-(—y)=—(x-y) firallezyeR.

Beweis. Zu zeigen:
zoyta-(-y)=0

Aus (K9) und (K4) folgt:
voy+z-(-y)=z-(y+(-y)=z-0.
Nun gilt wegen (K3) und (K9):
z-0=2-(04+0)=z-0+z-0.
Daher folgt wegen (K4), (K1) und (K3)
0=2-0+(—2-0)=(z-0+2-0)+(—2-0)=2-0+(x-0+(—2-0)) =2-0+0=z-0
Damit folgt die Behauptung. O

Bezeichnungen x < y fiir t <y und =z # y, v > y fir y < x und x > y fiir x > y und
x #y. Es gilt fiir alle x € R mit x # 0:

xz-x > 0.
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Beweis. Wegen (04) gilt:
r<0 oder 0<z

Wegen (OK1) folgt aus = < 0: 0 < —z. Also gilt wegen x # 0 und —z # 0:
—x >0 oder z>0.
Aus (OK2) und dem obigen Ergebnis folgt dann im ersten Fall:
r-x=(—z) (—x)>0.
Im zweiten Fall folgt die Behauptung direkt aus (OK2). O

Folgerung: Enthilt ein Korper ein Element ¢ mit 7 -2 < 0, dann gibt es keine lineare
Ordnung, sodass dieser Korper ein geordneter Korper ist.

Fiir die Diskussion des Grenzwertbegriffes ist vor allem das Axiom (OV) von grofer
Bedeutung.

9.2 Die natiirlichen, ganzen und rationalen Zahlen
Definition 9.2. Fine Menge M C R heifit induktiv <
(1 e M)A ( fir allea € M gilt: (a+1) € M)
Definition 9.3. 1. N=(\{M C R: M induktiv}, No = N U {0}.
2.Z={xeR:ze€NyV—zeN}
3. Q={rcR:2=", meZVnecN}

Die induktive Beschreibung von N wird auch fiir die Definition von Ausdriicken 7'(n)
und zum Beweis von Aussagen A(n) fir alle n € N eingesetzt.

e Beispiel Faktorielle: 1! =1, (n+ 1) = (n+1) - n!
e Beispiel Potenzen: 2! = z, 2" = x - 2™
e Beispiel Binomischer Lehrsatz: Fiir alle a,b € R und fiir alle n € N gilt:
p)"* = n—i pi it e
(a+9) ; (z)a o (z) N — 1)

und den Vereinbarung 0! = 1, a® = ° = 1.
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Beweis. n = 1: trivial

Angenommen, die Behauptung stimmt fiir ein n € N, also

(a+b)" = i (ZL) a”t b

=0

Zu zeigen: Die Behauptung gilt auch fiir n + 1:
b n+l __ b n n—i bz
(a+b)""" =(a+Db)- ; (i)a
— ~(n n—it+l  pi —~ (n n—i  pitl
_Z(i)a b—l—Z(i)a b
1=0 i=0
n n n+1 n
— n—i+1 bz n—i+1 bz
;(z)a +Z(i—1)a
— n+1 n—i+1 bz bn+1
20 ()]
n —I— 1
?

_nzﬂ(n—i_l) n+1—1 bz

]

e Beispiel: Bernoullische Ungleichung: Fiir alle x € R\ {0} mit z > —1 und fiir alle
n € N mit n > 2 gilt:
(1+z)">14+n-x

Beweis. n = 2:
(I+z)P=1+20+2">1+22

Angenommen, die Behauptung stimmt fiir ein n € N, also
1+z2)">14+n-x
Zu zeigen: Die Behauptung gilt auch fiir n + 1:
I+2)""=042)1+2)">Q+2)(1+nz) =1+ (n+ 1Dz +nz®>>1+ (n+1)z.
O

Einfache Folgerung: Fiir alle z € R mit > —1 und fiir alle n € N gilt:
(I+2)">14n-x
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Kapitel 10

Grenzwert

Eine Funktion a: N — M heifit eine Folge in M. Im Speziellen diskutieren wir M = R
oder M = R™ oder M = C.

Schreibweise: a,, fur a(n), (a,)nen fur a.

Beispiele:
1 . o
a, = —, a,=c-q" geometrische Folge, a, = (1 + —)
n n
Normen:
e Abstand zwischen zwei Zahlen z,y € R: |y — x| mit
d fir d >0
|d| = = fir d € R;
—d fird <0
Alternative Schreibweise: ||d||.
e Abstand zwischen zwei Vektoren z,y € R™: ||y — x| mit
dq
7 d
[d = | S @ =vad fwda=|®|crm
i=1 :
A

e Abstand zwischen zwei komplexen Zahlen z,y € C: |y — x| mit

|d| = v/(Red)? + (Imd)? fiir d € C.
Alternative Schreibweise: ||d|| .

Wir nennen in jedem dieser Fille die GroBe ||d|| die Norm von d € M. Die drei wichtigsten
Eigenschaften:
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1. ||z|| > 0 fiir alle z € M und ||z|| =0« z = 0.
2. ||cx|| = |c]]|z|| fur alle ¢ € R(C), x € M,

3. |l +yl < |zl + ||y] fir alle z,y € M.
Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften sind klar. Zur dritten Eigenschaft (Dreiecksun-
gleichung):
o+ yll* = (@ +y) " (z+y) =a"z+y"z+ 2Ty +y"y
= [|l2[I* + 22Ty + lly1* < =1 + 2l vl + yl* = (l=]| + lly])?
wegen Schwarz-Cauchyschen Ungleichung. ]

10.1 Konvergenz von Folgen

Definition 10.1. Sei M eine der Mengen R, R™ oder C mit der dazugehdrigen Norm ||.|.
Sei (ap)nen eine Folge in M und a € M.

1. (an)nen konvergiert gegen a < Zu jedem € € R mit e > 0 gibt es ein ng € N, sodass
fiir alle n € N mit n > ng gilt:
|la, —al| <e.

a heifit Grenzwert der Folge. Schreibweisen: a, — a, a = lim,,_,o ay,.

2. (an)nen heifft konvergent < Es gibt ein a € M, sodass (a,)nen gegen a konvergiert.
Satz 10.1. lim,_, + = 0.

Beweis. Wir zeigen zunéchst: Zu jedem € € R mit € > 0 gibt es ein ny € N, sodass

1

— < &

no
Angenommen, das ist nicht wahr, d.h.: es gibt ein € € R mit € > 0, sodass fiir alle ng € N
gilt:

— >¢e, also nyg<-.
No (3

Das hétte zur Folge, dass N beschrinkt wére. Dann wiirde s = supN € R existieren. Aus
der Definition des Supremums folgt, dass es ein m € N gibt mit

s—1<m.

(Sonst wére auch s — 1 eine obere Schranke.) Wegen m € N folgt m + 1 € N und daher
m+ 1 < s. Widerspruch.

Fiir alle n € N mit n > ng gilt dann:
1 1
o

-0
n

1
=—-< < E.
n
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Satz 10.2. Fine konvergente Folge besitzt nur einen Grenzwert.

Beweis. Angenommen, eine konvergente Folge (a,)nen besitzt zwei verschiedene Grenz-
werte @ und a. Dann gibt es zu jedem ¢ € R mit € > 0 ein np € N und ein nyg € N
mit

lla, —al| <e firn>ny und |a,—al <e firn > ny.

Dann folgt fiir m = max(ng, ng):

la = all = lla = am + ap — all < la — all + llan — all < 2.
Fiir die Wahl € = ||a — al| /2 erhélt man einen Widerspruch. O
Satz 10.3. 1. Sei (ap)nen eine Folge in R™, agf) bezeichne die i-te Komponente von a,,.
Dann gilt:
JLH;O a, = a & nh_{go a = a9 firalleie {1,2,...,m},

wobei o) die i-te Komponente von a bezeichnet.
2. Sei (an)nen eine Folge in C. Dann gilt:

lim a, = a < (lim Rea, = Rea A lim Ima, =Ima).
n—oo n—oo n—oo

Beweis. Aus a,, — a folgt: Fiir jedes ¢ € R mit € > 0 gibt es ein ny € N, sodass fiir alle
n € N mit n > ng gilt:
lan, —al| <e.
Wegen ' '
jai) —a?| < lan — al

folgt sofort: a) —» a® fiir alle i € {1,2,...,m}.

Umgekehrt gilt: Falls a) — o fiir alle i € {1,2,...,m}, so gibt es fiir jedes € € R
mit € > 0 gibt es ein n; € N, sodass fiir alle n € N mit n > n; gilt:
a!) —al| < &,

n

Wegen . .
lan —al <v/m _max |aff) —a®|
i€{1,2,...,m}

folgt fiir ng = max{n; : ¢ € {1,2,...,m}}:
lan — al| < v/mé.

Fiir die Wahl & = ¢/y/m folgt die Behauptung.
Der Beweis fiir Folgen in C ist vollig analog. [
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Es geniigt also, Rechenregeln fiir reelle Folgen zu beweisen. Dann folgt eine entspre-
chende Rechenregel fiir Folgen in R™ und in C durch komponentenweise Anwendung.

Definition 10.2. Eine Folge (a,) heifst nach oben (unten) beschrinkt < Die Menge {a, :
n € N} ist nach oben (unten) beschrdnkt.

Satz 10.4. Eine konvergente Folge (a,) in R ist beschrinkt.
Beweis. Sei a der Grenzwert. Zu € = 1 gibt es ein ny € N mit
la, —al <1 fiir alle n > ny.
Dann folgt:
lan| = lan —a+a| <|a, —al+|a] <1+ ]a| fiir alle n > ny.
Dann gilt offensichtlich fiir alle n € N:
la,| < ¢ =max{|ay],...,|an,—1|,|a|] + 1}.
[

Satz 10.5. Seien (a,), (b,) und (c,) Folgen in R mit a, — a und b, — b und c € R.
Dann gilt:

1. a,+b,—a+b
2. c-a,—c-a
3. ay,-b,—a-b

4. Fallsb#0, gilt: & — .

v

-+ an| — 1af
Beweis. Zu 3.: Zu jedem &’ > 0 gilt es ein nj, € N, sodass

la, —a| <& fiir alle n > ny,.
Zu jedem £” > 0 gilt es ein nj € N, sodass

|b, — b| < &" fiir alle n > ng.
AuBerdem ist (b,) beschrankt: Es gibt ein ¢, mit

|b,| < ¢, firallen € N.

Dann folgt fiir n > ny = max(ng, ng):

Qp - Op — Q- = |G 0p —a-0p+a-b,—a-
b b b b b b
<lan —al-|bn| +|a|-|bn — b <&y +]al - "

Die Aussage folgt fiir ¢’ = £/(2¢,) und €” = £/(2]a|). Die anderen Regeln lassen sich analog
beweisen. O
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Weitere leicht zu beweisende Rechenregeln:

Satz 10.6. 1. Seien (a,) und (b,) Folgen in R mit a,, — a und b, — b. Falls es ein
ng € N gibt, sodass a, < b, fiir alle n > ng, dann gilt a <b.

2. Seien (ay,), (b,) und (c,) Folgen in R mit a, — a und b, — a. Falls es ein ng € N
gibt, sodass a, < ¢, < b,, dann gilt ¢, — a.

3. Sei (a,) eine Folge in R mit a,, — 0 (Nullfolge) und sei (b,,) eine beschrinkte Folge.
Dann gilt a,, - b, — 0.

Beispiele:
1.
1-3n+n*> H-241  0-0+1 1
1+2n2 L +2 0+2 2
2. ) 5
1—3’”_?—; O_O+O—O
14 2n2 n%+2 0+2
5 1-3 3 1-3 3
—ondnt —ontn unbeschrankt
14 2n2 n + 2n3
1
H_
2
4.

1\" 1"
<1 + %) > 1+ % =14++/n, also (1 + %> unbeschrankt

5.
1\" 24 1\" 1 1 1
1§(1+_2):<n—;): n2 \" 7 S L
" n (n2+1) (1 - n2+1) 1 - n2+1
Also
1 n
(1+—2> — 1
n
6. ,
Slnn_>0'
n
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7. Aus dem Binomischen Lehrsatz folgt:

2\ 2 2
1+\/j 1+ ("2 (M2 =14+ Van+n—1>n

n 1 n 2/ n

2

1§<75§1+\/j

n

Un—1

Die néchsten Satze liefern Bedingungen, aus denen auf die Existenz eines Grenzwertes
geschlossen werden kann, ohne dass man den Grenzwert kennen muss:

Daher

Daraus folgt:

10.2 Monotone Folgen, Teilfolgen und Cauchy-Folgen
Definition 10.3. Fine Folge (a,) heifst

1. monoton wachsend < a,+1 > a, fir allen € N,

2. streng monoton wachsend < a,+1 > a, fir allen € N,

3. monoton fallend < a,1 < ay fir allen € N,

4. streng monoton fallend < a,11 < a, fir allen € N,

Satz 10.7. 1. Sei(a,) eine monoton wachsende und nach oben beschrinkte Folge. Dann
besitzt (ay) einen Grenzwert und es gilt:

lim a, = sup{a, : n € N}.
n—oo
2. Sei (ay,) eine monoton fallende und nach unten beschrdinkte Folge. Dann besitzt (ay,)
einen Grenzwert und es gilt:
lim a, = inf{a, : n € N}.
n—oo

Beweis. Zu 1.: Sei a = sup{a, : n € N}. Nach der Definition des Supremums gilt fiir alle
g > 0: a — ¢ ist keine obere Schranke. Also gibt es ein ny € N mit

Apy > G — €.
Daraus folgt fiir alle n > ny:
la, —al =a—a, <a—ay, <e.

Der Beweis fiir den 2. Teil ist vollig analog. ]
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Anwendung: Newton-Verfahren und Wurzelfunktionen

Das Newton-Verfahren zur ndherungsweisen Losung einer Gleichung

flz) =0

lautet:

T T )
n

mit einem Startwert xy € R.

Wir suchen nach der Umkehrfunktion der Potenzfunktion. Die Funktionsgleichung der
Potenzfunktion mit Exponent k € N lautet y = 2*. Die Funktionsgleichung der Umkehr-
funktion lautet

z =P
Dabei ist x € R mit z > 0 gegeben und y € R mit y > 0 ist gesucht. Das Newton-Verfahren
fiir die Gleichung
y'—x =0
lautet:
B (y)" —2 k-1 x
Yn+1 = Yn — L. (yn)k‘l - L Yn + W

Wihlt man den Startwert yo so, dass (yo)* > x, dann ist die Folge (y,) monoton fallend
und nach unten (durch 0) beschrénkt. Daher existiert der Grenzwert y. Es gilt fiir diesen

Grenzwert:
y - nl)r]é}o yn—l—l - nLH;O yn k . (yn)k_l - y k . yk_]"

also
yk = 7.

Wegen der strengen Monotonie der Potenzfunktion fiir Exponenten k € N, d.h.:
O<y<yg=9<g
gibt es nur eine positive Losung der Gleichung y* = z fiir > 0. Bezeichnung
y=ak =z

Erweiterung von Potenzen fiir rationale Exponenten:

Man vereinbart a® = 1 fiir a > 0.
Seia>0und r € Q mit r =", m € Z, n € N, m und n teilerfremd. Wir definieren:
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Die uns schon bekannten Rechenregeln, z.B.:
a"=a"-a* und (a")°=da"° fiiraller,se@Q

lassen sich leicht nachweisen, in dem man mit dem Fall ;s € N beginnt, mit r,s € Z
fortsetzt und schliellich auf r, s € Q erweitert.
Analoges gilt fiir die Monotonieaussagen, z.B.: Fiir alle r € Q mit » > 0 gilt:

O<a<b=a <b".
Fiir alle ¢ € R mit a > 1 und alle r, s € Q gilt:
r<s=a <a'.
Satz 10.8. Seia > 0 und (z,) eine Folge in Q mit x,, — x. Dann gilt
a™ — a”.

Beweis. Die Aussage wird zunéchst fiir die spezielle Nullfolge (%)n oy gezeigt: Es gilt

—1\" L o1\"_1
(1+a ) >a und (1+“ ) > —
n n a

Daher . )
a/ —
— 5 <Va<1+
14 =
Daraus folgt: )
an = Ya — 1.
und natiirlich auch .
a’% = — 1.

Va
Sei nun (z,) eine beliebige Nullfolge in Q. Es geniigt den Fall a > 1 zu betrachten. Zu
jedem € > 0 gibt es ein my € N mit

_1 1
am0—1‘<5 und ‘am0—1‘<€.
Zu diesem myq gibt es ein ng € N mit

1 ..
|z,| < — fiir alle n > ny.
mo

Wegen der Monotonie gilt:

1 1
a mo < a™ < amo.
Also: ) 1
am —1<am —1<e und 1—-ad""<1l—a ™ <c¢

d.h.:
la® — 1| < e
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Erweiterung von Potenzen fiir reelle Exponenten:

Sei ¢ > 1 und r € R. Aus den Axiomen der reellen Zahlen ldsst sich begriinden, dass es
eine monoton wachsende Folge (r,) von positiven Zahlen in Q gibt mit

Tn —> T.

Dann ist die Folge (a™) ebenfalls monoton wachsend und nach oben beschrankt. Also
existiert der Grenzwert, der als a” bezeichnet wird:
a” = lim a™.
n—oo

/

Die Definition von a” héngt nicht von der konkret gewahlten Folge (r,,) ab: Sei (77,) eine

zweite Folge mit 7/ — r. Dann gilt:

lim a"™ = lim (ar" -ar;l_r”> =a -1.
n—oo n—oo

Die Erweiterung fiir 0 < a < 1 erfolgt analog.

Die uns schon bekannten Rechenregeln und Monotonieaussagen fiir Potenzen gelten
auch fiir reelle Exponenten. Der Beweis erfolgt durch Grenziibergang.

Damit sind Potenzfunktionen

x—x" firz >0, reR, r#0
und Exponentialfunktionen
r+—a® firxeR, a>0.

verfiigbar.
Eine weitere Rechenregel zum Grenzwert:

Satz 10.9. Sei a > 0 und (z,,) eine Folge in R mit x,, — x. Dann gilt
a® — a”.

Beweis.
a™™ =a®-a"™"
(x, — x) ist eine Nullfolge. Genau wie fiir Nullfolgen rationaler Zahlen folgt

a® " — 1.
Besonders wichtig ist die Exponentialfunktion e”:

()
a, = |14+ —
n

ist monoton wachsend und nach oben beschrinkt (siche Ubung) und daher nach Satz 10.7
konvergent. Der Grenzwert wird mit e bezeichnet und heifit Eulersche Zahl:

Die Folge (a,) mit

n—oo

1 n
lim (1 + —) =e = 2,718281828459...
n
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Logarithmusfunktionen

Die Umkehrfunktion von Exponentialfunktionen x — a® mit a > 0 und a # 1.
Funktionsgleichung der Exponentialfunktion: y = a*
Wir diskutieren die Losbarkeit der Gleichung

Tz =aY

beziiglich y fiir gegebenes x > 0 mit Hilfe dem Intervallhalbierungsverfahren (Bisektion):
Wir betrachten den Fall a > 1. Wegen lim,, ... a™™ = 0 gibt es ein my € N und ein
no € N mit
_ _ 1
a ™ <zr und a "< —,
x

also
a ™ < g < g".

Wir haben damit ein erstes Intervall [y;,¥)] mit y; = —mg und y; = no gefunden, in
dem wir die Losung y vermuten. Durch sukzessive Halbierung erzeugt man eine Folge von
Intervallen [y, y,.] mit y;, — yx, — 0 und

a¥t < g < ay;v,
wobei die Folgen (yx) und (y,,) rekursiv gegeben sind: Angenommen
a¥t < g < avk.
Sei my; der Mittelpunkt des Intervalls [y, y;]. Dann setzt man:
Ykl = Ykr  Ypp1 = Mey1  falls @ < a1

bzw.:
/ / m
Y1 = Myt1, Yy = Yp falls x> a™

Nach Satz 10.7 besitzen die Folgen (yx) und (y}.) einen gemeinsamen Grenzwert y, fiir den
man durch Grenziibergang erhélt:
a’ = x.

Die Eindeutigkeit folgt aus der Monotonie der Exponentialfunktion
y<y =a’<a’.

Damit ist die Logarithmusfunktion log, als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion wohl-
definiert. Die bekannten Rechengesetze lassen sich aus den Rechengesetzen der Exponen-
tialfunktion ableiten.

Der Fall a < 1 lasst sich auf den obigen Fall zuriickfiihren:

MO RE
a =rx& | -] =—.
a x
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Satz 10.10. Sei (x,) eine Folge positiver Zahlen mit Grenzwert x > 0. Dann gilt:
log, x,, — log, x.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall @ > 1 und x = 1. Zu zeigen: log, x,, — 0, d.h.:
zu jedem ¢ > 0 gibt es ein ng € N, sodass fiir alle n > ng gilt:

—e <log, x, < ¢.
Wegen der Monotonie ist diese Bedingung &quivalent zur Bedingung
a <z, <a,

d.h.:

13

Tp,—1<a*—1. und 1—z,<1—a"
HB_/ HT)_/
> >

Wegen x,, — 1 gibt es ein ng € N, sodass fiir alle n > ngy gilt:
zp,—1<|z,—1<a" =1 und 1—2,<|z,—1|<1—-0a".

Fiir allgemeines x > 0 folgt aus z,, — :

Tn

— =1

x
und daher .

log, — — 0
x
d.h.
log, z, —log,z — 0, also log,x, — log, .

Der Fall a < 1 folgt analog. ]

Daraus folgt sofort die néchste Rechenregel:

Satz 10.11. Sei r € R und sei (x,) eine Folge positiver Zahlen mit Grenzwert xz > 0.
Dann gilt:

r

(x,)" — 2.

Bewezs.

r log, r log, r

(xn) = a" %™ — ¢ =a".

Teilfolgen und Cauchy-Folgen

Definition 10.4. Sei (a,,)nen €ine Folge in R und (ng)ren eine streng monoton wachsende
Folge in N. Dann heifit (an, )ken eine Teilfolge von (an)nen-
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Beispiel:
Teilfolgen der Folge (a,) mit a, = %:

1 1 1

Aok—1 = % —1 gk = 2%’ Aok = ok

Satz 10.12 (Bolzano-Weierstra$}). Jede beschrinkte Folge in R enthdlt eine konvergente
Teilfolge.

Beweis. Aus jeder Folge lasst sich entweder eine monoton fallende oder eine monoton
steigende Teilfolge auswéahlen: Sei

M ={m e N:a, < a,, fir alle n > m}.

Ist die Menge M beschrinkt, dann gilt fir alle & > sup M: Es gibt ein £’ € N mit &' > k
und
ap < Qg

In diesem Fall lésst sich also eine monoton wachsende Teilfolge auswéhlen.
Ist die Menge M unbeschriankt, dann gibt es unendlich viele Zahlen

my < mo < ...
in M und es gilt nach Definition von M:
Umy > Ay > - -

Also gibt es in diesem Fall eine streng monoton fallende Teilfolge.
Der Rest folgt aus Satz 10.7. [

Definition 10.5. FEine Folge (a,) in R heifit eine Cauchy-Folge < Zu jedem € € R mit
e >0 gibt es ein ng € N, sodass fir alle m,n € N mit m > ng und n > ng gilt:

la, — an| < e.
Satz 10.13 (Cauchy-Kriterium). Sei (a,) eine Folge in R. Dann gilt:
(a,) ist konvergent < (ay) ist eine Cauchy-Folge

Beweis. Angenommen, a,, — a. Dann gibt es zu jedem ¢’ > 0 ein ng € N, sodass fiir alle
n > ng gilt:
la, —a| <€

Also gilt fiir m > ng und n > ng:
lan — am| = lan — a+a — ap| <la, —al + |a — a,| < 2’

Die Behauptung folgt fiir ¢’ = /2.
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Angenommen, (a,) ist eine Cauchy-Folge. Dann zeigt man analog wie fiir konvergente
Folgen, dass (a,) beschrénkt ist. Daher gibt es eine konvergente Teilfolge: a,, — a. Also
gibt es zu jedem &’ > 0 ein kg, sodass fiir alle k > kg gilt:

lan, —al <&
Andererseits gibt es zu diesem & > 0 ein ng, sodass fiir alle m > ng und n > ng gilt:
| — an| < €'
Man wahlt nun ein k > ko, so dass n, > ng ist. Dann gilt fiir alle n > nq:
lan — al = |an — an, + an, — a| < an — an, | + |an, — al < 2¢".
Die Behauptung folgt fiir ¢’ = /2. O

Man sieht sofort, dass jede Teilfolge einer konvergenten Folge gegen den gleichen Grenz-
wert konvergiert.

Definition 10.6. Sei (a,) eine Folge. Dann heifit a ein Hiufungspunkt der Folge < FEs
qibt eine Teilfolge, die gegen a konvergiert.

Eine einfache Folgerung des Satzes von Bolzano-Weierstrafl: Jede beschrénkte Folge
(a,,) besitzt mindestens einen Haufungspunkt.

Definition 10.7. Sei (a,) eine Folge in R und H die Menge aller Hiufungspunkte von

(an).

1. Ist (a,) nach oben beschrinkt und H # 0, dann heifit sup H der limes superior von
(an). Schreibweise lim sup a,,.
(an

2. Ist (a,) nach unten beschrinkt und H # (), dann heifit inf H der limes inferior von
(an). Schreibweise lim inf a,,.

Es lasst sich zeigen, dass lim sup a,, und lim inf a,, selbst Haufungspunkte der Folge (a,,)
sind.
Eine einfache Folgerung:

Satz 10.14. Sei (a,) eine Folge in R und H die Menge aller Hiufungspunkte von (a,).

1. Ist (a,) nach oben beschrinkt und H # 0, dann gibt es zu jedem & > 0 ein ng € N,
sodass fir alle n > ng gilt:
a, < limsupa, + ¢

2. Ist (a,) nach unten beschrinkt und H # (), dann gibt es zu jedem & > 0 ein ng € N,
sodass fiir alle n > ng gilt:
a, > liminfa, — ¢
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Beweis. Zu 1.: Angenommen, es gibt unendlich viele Folgenglieder mit
a, > limsupa, + €.

Dann gibt es eine Teilfolge a,,, die gegen einen Haufungspunkt a konvergiert mit
a > limsupa, + €.

Widerspruch. O

10.3 Unendliche Reihen

Sei (an)nen eine Folge in R. Dann heifit die Folge der Partialsummen (sy,),en mit
Sp,=ai; +ag+...a,

die unendliche Reihe mit den Gliedern a,. Bezeichnung:

o0
<3n)n€N = Z ag
k=1

Héaufig werden Folgen und Reihen auch fiir Indizes aus Ny betrachtet.
Falls die Folge (s,)nen gegen einen Grenzwert konvergiert, schreibt man anstelle von

lim s, = s
n—oo
auch
(o)
E Qp = S.
k=1
Beispiel

Sei ¢ € R. Man betrachte die Folge (ay,)nen, mit

n
an =q".

Die Reihe mit diesen Gliedern nennt man eine geometrische Reihe:

Y db=1+q++. ...
k=1

Fiir diese Reihe ldsst sich leicht iiberpriifen, ob sie konvergiert. Fiir die Partialsummen gilt:
n 1 _ qn+1

sn=Y " =1+q++...+¢"={ 1—¢
k=0 n falls g =1

falls ¢ # 1
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Also konvergiert die Reihe genau dann, wenn |g| < 1. In diesem Fall erhdlt man fiir den
Grenzwert:

Satz 10.15. Sei (ay)nen €ine Folge in R. Dann gilt

o
Z ay konvergiert = a,, — 0.
k=1

Beweis. Es gilt:
Qp = Sp — Sp—1

Also

lim a, = lims, — lim s,_1=s5s—s5s=0
n—oo n—oo n—oo
[
Die Bedingung a,, — 0 reicht allerdings nicht, um sicher zu sein, dass die Reihe kon-
vergiert:

Beispiel
Man betrachte die Folge (a,,)neny mit

ap = —
n

Die Reihe mit diesen Gliedern nennt man die harmonische Reihe:

il 1+ +1+1+
k:k_ 3 4

Offensichtlich gilt a,, — 0. Die Reihe ist allerdings unbeschrankt:

S1 = a
So = 81 + a9

84 = S9+ az + ag > 59+ 2a4

sg =S4+ a5+ ag + ar + ag > s4 + 4ag

Sok Z Sok—1 + 2k71a2k

Dabher gilt fiir die Teilfolgen (sor)gen, von Partialsummen:

k k
1
Sok 2 a, + E 2e_1a25 2 5 E 260/22.
(=1 =0
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Nun gilt:
k k 1
0 et
D 2ay=> 2 o=kt
=0 =0
Das ist natiirlich eine unbeschrinkte Folge, daher ist die harmonische Reihe unbeschrinkt.

Reihen mit nicht-negativen Gliedern

Satz 10.16. Sei > 7 . a, eine Reihe in R mit a,, > 0. Dann konvergiert die Reihe genau

n=1
dann, wenn sie beschrdankt ist.

Beweis. Die Reihe ist monoton wachsend. Die Aussage folgt aus Satz 10.7. ]

Das Cauchy-Kriterium fiir Reihen

Nach dem Satz 10.13 gilt: Eine Reihe (s,)nen = D ey ax konvergiert < Zu jedem € > 0
gibt es ein ng € N, sodass fiir alle m,n > ng gilt:

[$n — sm| < €.

Wegen |s, — S| = |$m—sn| diirfen wir zusétzlich annehmen, dass m > n gilt, also m = n+p
mit p € N. Dann nimmt das Cauchy-Kriterium folgende Form an: Zu jedem ¢ > 0 gibt es
ein ng € N, sodass fiir alle n > ng und p € N gilt:

|an+1 + An+2 +...+ an+p| <e

Absolut konvergente Reihen

Definition 10.8. Eine Reihe Y . | a, in R heifit absolut konvergent < die Reihe >~ | |a,|
in R st konvergent.

Satz 10.17. Sei > " a, eine absolut konvergente Rethe. Dann ist Y a, konvergent

und es gilt
Z a,| < Z |y
n=1 n=1

Beweis. Falls die Reihe >~ 7 | |a,| konvergent ist, gilt das Cauchy-Kriterium fiir diese Reihe:
Zu jedem € > 0 gibt es ein ng € N, sodass fiir alle n > ng und p € N gilt:

|@nt1| + |anso| + -+ [angy| <€
Wegen der Dreiecksungleichung

|a'n+1 + An4-2 +...+ an-i—pl S |an+1| + |a'n+2| +...+ |an+p|
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folgt dann sofort das Cauchy-Kriterium fiir die Reihe ) > | a,, also ist sie konvergent. Die

Abschétzung folgt aus der Dreiecksungleichung

n n
Do <D la
k=1 k=1

durch Grenziibergang. ]

Es gibt allerdings auch konvergente Reihen, die nicht absolut konvergent sind.

Beispiel

Man betrachte die Folge (a,)neny mit

1
a = (=1t
4= (-1
Die Reihe mit diesen Gliedern lautet:
> 1 1 1 1
S LS S R

Man nennt eine derartige Reihe eine alternierende Reihe. Es gilt
|1+ Qnpo + -+ Angp| < angal.

Daher ist das Cauchy-Kriterium erfiillt. Die Reihe > °7 a, konvergiert also. Die Reihe

n=1

> > la,| ist die harmonische Reihe und ist unbeschrénkt. Die Reihe ) >, a,, ist nicht
absolut konvergent.

Konvergenzkriterien

Satz 10.18 (Wurzelkriterium). Sei (a,) eine Folge in R und sei

q = lim sup m .
Dann gilt:
1. Ist ¢ < 1, dann ist >~ a, absolut konvergent.
2. Ist ¢ > 1, dann ist Y -, a, divergent.

Beweis. Sei ¢ < 1. Dann gibt es ein € > 0, sodass ¢ + ¢ < 1. Zu diesem € > 0 gibt es ein
ng € N, sodass fiir alle n > nq gilt:

Ve <qg+e <1,
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also
la,| <@ mit ¢=q+e<l.

Daher gilt
n+p n+p p—1 00 Cjn+1
~k ~n+1 ~k ~n+1 ~k
ag| < = < =
>l < D dF ="y db < =17
k=n+1 k=0 k=0

k=n+1
Damit folgt sofort das Cauchy-Kriterium fir >~ |ay,|.
Sei ¢ > 1. Dann gibt es eine Teilfolge (ay, ) mit
lan, | > 1.

Also ist (a,) keine Nullfolge.

Satz 10.19 (Quotientenkriterium). Sei (a,) eine Folge in R und seien
An+1

Qn

a
ntl und q= lim inf

Qn

g = limsup

Dann gilt:
1. Ist g <1, dann ist Y, a, absolut konvergent.

2. Ist ¢ > 1, dann ist )" | a, divergent.
Beweis. Sei § < 1. Dann gibt es ein € > 0, sodass ¢+ ¢ < 1. Zu diesem ¢ > 0 gibt es ein

ng € N, sodass fiir alle n > nq gilt:

Inill G1e<,
Qn
also
lant1| < lap|-¢ mit =7+ <1,
und somit
|an| < fang| - "™

Daher gilt

— — ~k—ng __ |Gy | ~n+1 — ~k |Gy | ~n+1 - ko |y | gt

Z |ak| < Z |an, | - G oy %q S%q ;q T 0 1-g

Damit folgt sofort das Cauchy-Kriterium fir > 07 | |a,|.
Ist ¢ > 1, dann gibt es ein ng € N, sodass fiir alle n > nq gilt:

Qp, .
1 leg—s mit 5:g—1.

Qn

Also
|an| 2 |an.

Daher ist (a,) keine Nullfolge.
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Beispiele

= z" _q x x?  ad
z_;m— +ﬂ+§+§+...
Quotientenkriterium:
xn+1
(n+1)!  x
ra i — 0.
n!
Also ist die Reihe fiir alle = konvergent.
[ ]
o0 2k I B
B L — R
g( oy R R R i
Quotientenkriterium:
1yt 243
(2k+3)! x? 0
T T e R
(2k + 1)!
Also ist die Reihe fiir alle x konvergent.
° i( 1>k 22k . 72 74 28
— =1l-+= - +...
| | | |
prd (2k)! 2041 6!
Quotientenkriterium:
(1 L 2k+2
2k+2)! 2 0
(1) 2k 2k +1D)(2k+2) '
(2k)!
Also ist die Reihe fiir alle x konvergent.
* o0 N R 2 3 gl
D e A T Tt
Quotientenkriterium:
(k1 k2 .
k+2 _ +
k+1 o, T
(—1)k x k42
E+1



Also
k+1

e | .
Die Reihe ist fiir |x| < 1 konvergent, fiir |z| > 1 divergent. Fiir x = 1 ist die Reihe
ebenfalls konvergent, fiir x = —1 divergent.

lim
k—o0

—X

Rechenregeln fiir Reihen

Aus den analogen Aussagen fiir Folgen folgt sofort:

Satz 10.20. Seien Y >~ a,, ¥ -, b, konvergente Reihen in R und ¢ € R. Dann gilt:
1.3 (an +bn) =30 an + 3007 by
2. 3 ei(cran) =c 3207 an
8o iy yo0 G = 32070 @n - D207 by mit g = (321, ai) - (3272, bi)-

Definition 10.9. Sei k — ny, eine bijektive Abbildung von N nach N. Dann heifst die Rethe
Y pey G, €ine Umordnung der Reihe Y77 | ay.

Satz 10.21. Sei Y .-, ai eine absolut konvergente Reihe. Dann ist jede Umordnung
Y pey G, absolut konvergent und es gilt

(o9}
D . =

k=1

ayg.

00
k=1

Beweis. Seien
Sm=ai+as+...+a, und s =a, +an,+...+a,,.
Zu jedem € > 0 gibt es ky € N, sodass fiir alle p € N gilt:
| 1] + akgr2] + -+ |argp| < e
Zu diesem ko € N gibt es einen Index k| € N, sodass
{1,2,...,ko} C{ni,na, ...,y }.

Natiirlich muss gelten k{, > ko. Daher gilt fiir m > k{: Die Zahlen a4, as, ..., ai, treten
sowohl in s, also auch in s/, auf. Die Differenz s, — s/ ist also von der Form

6k0+1 Ako+1 T (5k0+2 Ako+2 + ...+ (5k0+p Alg+p mit 51 S {—1, 0, 1}.

Daher gilt
|8;n - Sm| < |al€0+1| + |ak0+2| +.o.ot |ak0+p| <Eé&.
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D.h. s, — s, — 0 und

o
s = (s;n—sm)—irsm—>0+2ak.
k=1

Die absolute Konvergenz folgt wegen

oo
[ty |+ |+ | <Y Jan] < oo
k=1

]

WARNUNG: Sei )/~ ay, eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe. Dann
gibt es fiir jede Zahl s € R eine Umordnung » ;- | a,, mit

o0
E Ap, = S.
k=1

(Riemannscher Umordnungssatz)

Produktreihen

Seien ZZOZO aj und Z;‘;O bi zwei Reihen in R. Aus allen Produkten a; - b; kann man so
genannte Produktreihen py + p; + ... bilden, wobei jedes Produkt a; - b; genau einmal als
Glied auftreten muss.

Satz 10.22. Seien Y- ar und > o, bx absolut konvergente Reihen in R. Dann ist jede
Produktreihe - pi absolut konvergent und es gilt:

D p=) o) b
k=0 k=0 k=0
Beweis. Sei Y, py eine (spezielle) Produktreihe. Dann gilt

[pol + |pa] + -+ 4 [pa] < (Jaa] + lagf 4 4 [am]) - ([oa] 4 [b2] + - 4 [bm])

fiir hinreichend grofies m. Daher folgt
[pol + il + -+l <D lal - Y bl < lawl - D |ba] < oo
k=0 k k=0 k=0

=0

Also ist diese Produktreihe absolut konvergent. Jede andere Produktreihe ist eine Umord-

nung und daher ebenfalls absolut konvergent mit dem gleichen Grenzwert.
Die Folge (g,) mit ¢, = (3> g ai) - (Z?Zl bj> ist eine Teilfolge einer Produktreihe mit

Grenzwert Y " i a, - > .-, b,. Daraus folgt sofort die Behauptung. O
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Definition 10.10. Seien ) .~ a, und ) - b, konvergente Reihen in R. Dann heifit die

Reihe Y >, ¢, mit
cn:Zai-bn_i: Z ai-bj
=0

i+j=n

das Cauchy-Produkt der Reihen Y " a, und Y .~ b,

Satz 10.23. Seien Y " a, und Y~ b, absolut konvergente Reihen in R. Dann ist das
Cauchy-Produkt Y~ ¢, absolut konvergent und es gilt:

YILD S o
n=0 n=0 n=0
Beweis. Y~ ¢, ist eine Teilfolge einer Produktreihe. ]

Beispiel

Wir betrachten die Reihen )77, gl”c—l,c und >°7, yk—lf Beide Reihen sind absolut konvergent.

Fiir den Grenzwert des Cauchy-Produkts erhélt man:

€T yﬂ B o0 k Qﬁ yk—l B o) 1 k k' o
DD D D 30 Dby o D B Dl
N 1 - k i, k—i - 1 k
ZZHZQ)MJ =3 Lty
k=0 " i=0 PR
Al
" (m—l—y)k > zF & yk
2 k! :ZH Zg
k=0 k=0 k=0

Es lasst sich folgende Variante des letzten Satzes zeigen:

Satz 10.24 (Abelscher Produktsatz). Seien Y > an, > .- by und das Cauchy-Produkt
Y o2 o Cn konvergent. Dann gilt:

icfl:ia”"ib”'

n=0 n=0 n=0

10.4 Stetigkeit und Grenzwert von Funktionen

Definition 10.11. 1. Fine Funktion f: X — R™, X C R" heif$t in einem Punktx € X
stetig < Fir jede Folge (x,,) in X mit z, — x gilt: f(x,) — f(z).

2. Fine Funktion f: X — R™, X C R" heifit stetig (in X ), wenn sie in jedem Punkt
x € X stetig ist.
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Also ist eine Funktion genau dann stetig, wenn

Jim £(o) = (Jim )

Aus den entsprechenden Aussagen fiir Folgen erhélt man sofort:

1.

10.

11.

Eine Funktion f: X — R™, X C R" ist in einem Punkt z € X stetig < Jede ihrer
Komponentenfunktionen f;, 7 =1,2,..., m ist stetig in x.

Die Funktion f: R? — R mit f(z,y) = z + y ist stetig.

Sei ¢ € R. Die Funktion f: R — R mit f(x) = cx ist stetig.

. Die Funktion f: R? — R mit f(z,y) = x -y ist stetig.

Die Funktion f: X — R mit X =R x (R\ {0}) und f(z,y) = { ist stetig.

Die Funktion f: R — R mit f(z) = |z| ist stetig.

Sei a > 0. Die Exponentialfunktion f: R — R mit f(x) = a” ist stetig.

Sei a > 0. Die Logarithmusfunktion f: (0,00) — R mit f(z) = log, = ist stetig.

Die Potenzfunktion f: X — R mit f(z) = 2" ist stetig auf

R firreN
X =R\ {0} fur r € Z\ {0}
(0, 00) fir r € R\ {0}

Seien f: X - R”in X CR"und ¢g: Y — RP in f(X) C Y stetig. Dann ist go f auf
X stetig.

Bewezs.

T = &= f2n) = f(2) = (g0 [)(n) = 9(f(2n)) = g(f(2)) = (g0 f)(2).
O

Damit folgt sofort fiir stetige Funktion f, ¢ und ¢ € R, dass auch f +g¢, ¢- f, g, |f],
max(f, g) und min(f, g) auf den jeweiligen Definitionsbereichen stetig sind.

Beweis. Zu den letzten beiden Fillen beachte:
1 1
max(a,b)zé(aij—i—\a—b\) und min(a,b)zé(a+b—|a—b|).
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Definition 10.12 (Einige topologische Begriffe). Sei D C R”".

1.

Ein Punkt x € D heifit ein innerer Punkt von D < FEs gibt ein ¢ > 0, sodass
Ucdx)C D mit Us(x) ={y e R": |ly — z|| < e}.

Die Menge aller inneren Punkte von D heifst das Innere von D und wird mit D°
bezeichnet.

Die Menge D heifst offen, wenn D° = D.

Ein Punkt x € R™ heifst Hiufungspunkt einer Menge D C R" < FEs gibt eine Folge
() in D mit x,, # x, sodass x, — .

Der Abschluss von D ist die Menge aller Punkte von D und aller Haufungspunkte
von D und wird mit D bezeichnet.

Die Menge D heifit abgeschlossen, wenn D = D.
Die Menge 0D = D \ D° heifit der Rand der Menge D.

Die Menge D heifit beschrinkt < Es gibt eine Konstante C mit ||z|| < C fir alle
reD.

Definition 10.13. Se: f: X — R™, X C R" und sei zg € R" ein Haufungspunkt von X.
Dann heifit y € R™ Grenzwert der Funktion f im Punkt xq, falls fir alle Folgen (z,) in
X mit x, # xo und x,, = xo gilt: f(x,) = y.

e Schreibweise:

y = lim f(z)

T—T0

e Man beachte, dass der Grenzwert auch in einem Punkt Sinn macht, der zwar Hau-

fungspunkt von X aber nicht notwendigerweise in X liegen muss.

e Die Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen fithren sofort auf die entsprechenden

Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen.

e Mit diesem Begriff ldsst sich die Stetigkeit einer Funktion f in einem Haufungspunkt

o € X auch folgendermaflen formulieren:

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Ist xg € X kein Haufungspunkt, so heifit xq ein isolierter Punkt. Wir werden nur
Funktionen f: X — R™ auf Stetigkeit iiberpriifen, deren Definitionsbereich X C R"
keine isolierten Punkte enthélt.
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e Fiir Funktionen f: X — R, X C R lassen sich analog einseitige Grenzwerte definie-
ren. Schreibweise fiir den linksseitigen und den rechtsseitigen Grenzwert:

lim f(x) und lim f(z)

T—To— T—T0+
e Es lisst sich leicht zeigen, dass f: X — R, X C R im Punkt 2y € X stetig ist, falls

Satz 10.25. Sei X C R"™ abgeschlossen und beschrinkt und sei f: X — R™ stetig auf X.
Dann ist f(X) abgeschlossen und beschrinkt.

Beweis. Sei (y,) eine Folge in f(X) mit y, — y € R™ Dann gibt es eine Folge (z,) in
X mit f(z,) = y,. Da X beschrinkt ist, ist die Folge (x,) beschriankt und besitzt daher
eine konvergente Teilfolge (z,,). Der Grenzwert x dieser Folge muss in X liegen, da X
abgeschlossen ist. Wegen der Stetigkeit gilt f(z,,) — f(z). Aus der Eindeutigkeit des
Grenzwerts folgt: y = f(z), also ist f(X) abgeschlossen.

Angenommen, f(X) ist unbeschriankt. Dann existiert eine Folge (y,,) in f(X), die keinen
Héaufungspunkt besitzt. Genau wie oben ldsst sich aber eine konvergente Teilfolge finden.
Widerspruch. O

Satz 10.26. Sei X C R" abgeschlossen und beschrdinkt und sei f: X — stetig auf X.
Dann nimmt f auf X in jeweils mindestens einem Punkt das globale Maximum bzw. das
globale Minimum an.

Beweis. f(X) ist beschréankt. Daher gilt: sup f(X) € R und es gibt eine Folge (y,,) in f(X)
mit y, — sup f(X). Da f(X) abgeschlossen ist, folgt sup f(X) € f(X). Also gibt es ein
x € X mit f(z) =sup f(X) > f(y) fir alley € X.

Die Existenz eines globalen Minimums folgt analog. ]

10.4.1 Losung einer Gleichung der Form f(z) =y

Satz 10.27. Sei f: [a,b] — [c,d] stetig und streng monoton wachsend mit ¢ = f(a) und
d = f(b). Dann besitzt [ eine Umkehrfunktion f~1: [c,d] — [a,b], die stetig und streng
monoton wachsend ist.

Beweis. Seiy € [c,d]. Dann gilt: f(a) <y < f(b). Die Existenz von z € [a,b] mit f(z) =y
folgt mit Bisektion (siehe Logarithmusfunktion). Die Eindeutigkeit folgt aus der strengen
Monotonie. Also gibt es eine Umkehrfunktion f~': [¢,d] — [a,b]. Es bleibt zu zeigen, dass
[ stetig ist. Sei y, — y, zu zeigen: f~1(y,) — f~ (y) = x: Zu jedem & > 0 existiert ein
ng € N, sodass fiir alle n > ngy gilt:

|f71<yn> - Q?‘ <ég,
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d.h.:
v—e< fHy,) <z+e.

Angenommen, x ist ein innerer Punkt von [a,b] mit x — e,z 4+ & € [a,b]. Dann sind die
obigen Ungleichungen dquivalent zu

flx—e) <y, < flx+¢e)

also
flx—e)—y<yn—y<flz+e)—vy,
also
ho—y<f@+e)—fl@) wd — (g —y) < fl2) = fz—2).

N S
—~ ~~

>0 >0

Es geniigt also, dass

|y — yl <min(f(z +¢) = f(2), f(z) = flx—2)) = ¢

Das ldsst sich fiir hinreichend grofles n garantieren.
Der Beweis lésst sich leicht fiir Randpunkte x erweitern. O]

Es gilt also unter den Voraussetzungen des letzten Satzes: Die Gleichung

f(x) =y

besitzt fiir alle y € [¢,d] = [inf f([a, b)), sup f([a, b])] genau eine Losung = € [a, b]. Die Exi-
stenz (nicht aber die Eindeutigkeit) einer Losung = € [a, b] gilt auch ohne die Voraussetzung
der strengen Monotonie:

Satz 10.28 (Zwischenwertsatz). Sei f: [a,b] — R stetig und seien ¢ = inf f([a,b]) und
d = sup f([a,b]). Dann gibt es fiir jedes y € [c,d] ein x € [a,b] mil

flz)=y.
Also f([a,b]) = [c,d].

Beweis. Bisektion. O

10.4.2 Losung einer Gleichung der Form z = g(z)

Eine Gleichung dieser Form nennt man Fixpunktgleichung.

Satz 10.29 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei g: [a,b] — R eine reelle Funktion mit den
folgenden Eigenschaften:

1. g([a,b]) C [a,b] und
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2. g ist auf [a,b] kontraktiv, d.h.: Es gibt ein ¢ € R mit 0 < g < 1 sodass
l9(y) — 9(x)| < qly — x| fir alle z,y € [a,b].

Dann gilt: Fiir jeden Startwert xo € [a,b] konvergiert die Folge (x,,), gegeben durch die
Iterationsvorschrift
Tp1 = g(z,)  firn >0,

und der Grenzwert x* = lim,,_,o, x,, ist die einzige Losung der Gleichung
v = g(z)

in [a,b].

Beweis. Wir zeigen, dass (x,) eine Cauchy-Folge ist:

|xn - xn+p| = |<In - mn+1) + (xn+1 - xn+2) +...+ (xn+p—1 - xn+p)|

< |zn = o] + [Tt — Toaa| + -+ [Tatp1 — Tngyl
Es gilt
|Im - xm+1| = ‘g(xmfl) - g(xm)| < q |.’1Im71 - .’L’m|
Durch wiederholtes Anwenden folgt
[Zm — Tmya] < ¢ [T — 34
Daher erhalten wir
1T — Tnip) < q" w0 — 21| + ¢ oo — 1|+ 4+ ¢ mg — 24

qTL

:|x0—a:1|q”(1+q+q2+—i—qp_l)Sl ‘I0—$1|

Daraus folgt sofort, dass (x,,) eine Cauchy-Folge ist. Die Funktion g ist stetig: Falls y,, — v,
dann gilt
l9(yn) — 9(W)| < dlyn —yl — 0, also g(yn) — 9(y).
Somit folgt
¥ = lim x,,1 = lim g(z,) = g(z").
n—oo n—oo
Fiir eine weitere Losung z** # x* folgt:

*

o — | = lg(a™) - g(a)| < o™ — o] < Ja* —
Widerspruch. [
Wie man sofort sieht, gilt allgemeiner:

Satz 10.30 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei g: X — R™, X C R™ abgeschlossen, eine
Funktion mit den folgenden Figenschaften:
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1. g(X) C X und

2. g ist auf X kontraktiv, d.h.: Es gibt ein ¢ € R mit 0 < ¢ < 1 sodass

lg(y) —g(@)|| < qlly — x| fir alle z,y € X.

Dann gilt: Fiir jeden Startwert xo € X konvergiert die Folge (x,), gegeben durch die Itera-
tionsvorschrift
Tnt1 = g(xn) firn =0,

und der Grenzwert x* = lim,,_,o, x,, ist die einzige Losung der Gleichung
z = g(z)
mn X.

10.5 Differenzierbarkeit und Mittelwertsitze

e Die Ableitung einer reellen Funktion f: X — R wurde als Grenzwert eines Differen-
zenquotienten eingefiihrt, also im Sinne der Definition 10.13:

f'(zo) = lim g(z) mit g(z)= fx) = f(zo)

T—xQ r — 29
mit X \ {zo} als Definitionsbereich von g.

e Die bisherigen Liicken im Nachweis der Rechenregeln lassen sich leicht mit Hilfe der
entsprechenden Rechenregeln des Grenzwertes schlieflen.

e Bei der Berechnung der Ableitung von e wurde die Ungleichung
e* > 1+ firallex eR
1

ohne Beweis vorausgesetzt. Wir schlieffen nun diese Liicke: Die Folge ((1 + ;)n)neN

ist streng monoton wachsend (siche Ubung). Fiir den Grenzwert e gilt daher:
1 n
e > (1 + —)
n
Damit folgt aus der Monotonie der Exponentialfunktionen:
1 1
en > 1+ —

und somit fiir alle m € N:



Analog zeigt man, dass die Folge ( (1 — %)n)neN streng monoton wichst. Fiir den
Grenzwert erhélt man:

( 1)" (n—l)" n—1 1 n—1 1 1 .
1-—) = = T = T o=
o) ) ST T e T

n—1

Daraus lasst sich wie vorhin schlieflen:
m \"
e n>(1——
n

e* > 14z firallexr € Q.

Vv
—_
|

Also gilt

Wegen der Stetigkeit der beteiligten Funktionen folgt durch Grenziibergang die Un-
gleichung fiir alle = € R.

Im Beweis des Satzes von Taylor wurde folgende Aussage verwendet.

Satz 10.31 (Satz von Rolle). Sei f: [a,b] — R auf [a,b] stetig, auf (a,b) differenzierbar
und f(a) = f(b). Dann gibt es ein & € (a,b) mit f'(£) = 0.

Beweis. Nach Satz 10.26 existiert ein globales Minimum und ein globales Maximum von
f in [a,b]. Wenn sowohl das globale Minimum als auch das globale Maximum in a oder b
angenommen werden, ist die Funktion konstant und die Aussage ist trivialerweise richtig.
Wenn eines der beiden Extrema im Inneren des Intervall liegt, folgt die Behauptung aus
Satz 2.6. O

Wichtige Folgerungen sind die so genannten Mittelwertsétze:

Satz 10.32. Seien f: [a,b] — R und g: [a,b] — R auf[a,b] stetig, auf (a,b) differenzierbar
und ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Dann gibt es ein & € (a,b) mit

f(b) = fla)  f(€)
g(b) —g(a)  g(&)

Beweis. Wegen Satz 10.31 gilt: g(b) # g(a). Man betrachte die Funktion h: [a,b] — R mit
h(z) = (9(b) = g(a)) f(x) — (f(b) = f(a))g(x).
Offensichtlich gilt: 2(a) = h(b). Aus Satz 10.31 folgt: Es gibt ein & € (a, b) mit
0=H(&) = (9(b) — g(a)) (&) — (f(b) — f(a))g'(),

woraus man sofort die Behauptung erhalt. ]
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Fir g(x) = « erhélt man im Speziellen: Es gibt ein £ € (a, b) mit

f(b) — f(a)

(3

d.h.:
f(b) = fla) + f(E)(b—a),
bzw.: Es gibt ein 6 € (0,1) mit

f(b) = fla) + f'(a+0(b—a))(b—a)

Fiir den mehrdimensionalen Fall gilt folgende Variante des Mittelwertsatzes:

Satz 10.33. Se: f: X — , X C R"™ offen, (total) differenzierbar in X und seien
xo, h € R™ mit xg 4+ th € X fir alle t € [0,1]. Dann gibt es ein 6 € (0,1) mit

f(xo+ h) = f(xo) + f'(xo + 6R)h

Beweis. Folgt sofort aus dem obigen Satz bei Anwendung auf ¢(t) = f(zo + th):

f(@o+h) = fzo) = ©(1) = p(0) = ¢'(0) = f'(x0 + Oh)h.
[

Wir werden nun mit Hilfe des Mittelwertsatzes die Aussagen des Satzes 6.2 beweisen:
Falls alle partiellen Ableitungen von f: X — R™, X offen, in einer Umgebung von x € X
existieren und im Punkt x stetig sind, dann ist f im Punkt x differenzierbar.

Beweis von Satz 6.2. Der Einfachheit halber beschranken wir uns auf den Fall n = 2 und
m = 1: Wir wissen bereits, dass die Jacobi-Matrix

(@) Z@)

der einzige mogliche Kandidat fiir die (totale) Ableitung f’(x) ist. Es bleibt zu {iberpriifen,
ob

r(h) = flz+h) = f(@) = (25@) E@)h

= J 1) = @) = @) — 2 @)k

die Bedingung
r(h)

AT
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erfiillt. Es gilt

flx+h) = f(x) = f(v1 + hi, 12 + he) — f(21,72)
= f(iEl + hl, i) + hg) — f($1 + hl,[EQ) + f(Il + h1,$2> — f($1,$2)
Aus Mittelwertsatz folgt fiir die Funktion ¢;(t) = f(z1 + thy, x2): Es gibt ein 6 € (0,1)
mit
of
flar 4 ha, o) = flz1,22) = 01(1) = 92(0) = 1(01) = Z7= (21 + O1ha, 22) I
1

Aus Mittelwertsatz folgt fiir die Funktion o(t) = f(z1+h1, x2+ths): Es gibt ein 05 € (0, 1)
mit

0
f(x1+ hy, o+ ho) — f(x1 4+ hy,x2) = wo(1) — p2(0) = @2(92) a; (x1 + hi1, 22 + O2ho)ho.
2
Also gilt:
r(h) =
0 0
{81{1 (1 + 01hy, 22) — 83{1 (I1,I2)} hy + {afg(ffl + hy, 29 + O2hs) — 8:52 ($1,$2)} hs.
Daher folgt wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen im Punkt z:
(b)) _
2]l
of af |Pa| | Of of |ha|
6.h h Oshy) — —— —
91, ——(x1 + b1hy, 22) — 8$1( 1, %2) HhH + 8:62 —— (21 + h1, 22 + O2h9) D1y (21, 22) HhH
N\ ~~ ~~ Vv
—0 Sl — 0 <1
—0 fuir h — 0.
O

Der Satz 6.6 (Schwarz) lasst sich dhnlich mit Hilfe des Mittelwertsatzes beweisen.

10.6 Die Regel von de ’Hospital

Fiir Folgen haben wir bisher nur Grenzwerte in R™ betrachtet und fiir Funktionen nur
Grenzwerte in R™ an Stellen xq € R™ betrachtet. Wir erweitern nun den Grenzwertbegriff
fiir Folgen und Funktionen:

Definition 10.14. Sei (a,)nen €ine Folge in R.
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o (ay)nen divergiert gegen +oo < Zu jedem C € R mit C' > 0 gibt es ein ng € N,
sodass fir alle n € N mit n > ng gilt:

a, > C.
Schreibweisen: a,, — +00, lim,,_so a, = +00.

o (ay)nen divergiert gegen —oo < Zu jedem C € R mit C' > 0 gibt es ein ng € N,
sodass fiir alle n € N mit n > ng gilt:

a, < —C.
Schreibweisen: a,, — —o0, lim,_,s a, = —00.
Definition 10.15. 1. Sei f: X - R, X C R und z¢y € R ein Hdaufungspunkt von X.

e f divergiert gegen +oo fir x — xo < Fir alle Folgen (z,) in X mit x, # x
und x, — xo gilt: f(x,) = +oo.
Schreibweise: lim,_,,, f(x) = 00

e f divergiert gegen —oo fiir x — xo < Fir alle Folgen (x,) in X mit x, # x
und x, — xo gilt: f(z,) = —o0.
Schreibweise: lim,_,, f(x) = —o0

2. Sei f: X — R eine Funktion auf einem nach oben unbeschrinkten Definitionsbereich
X CR.

e f divergiert gegen y € RU {—o00, +00} fiir x — +oo < Fir alle Folgen (x,) in
X mit x, — +oo gilt: f(z,) = y.
Schreibweise: lim, . f(x) =y

3. Sei f: X — R eine Funktion auf einem nach unten unbeschrinkten Definitionsbereich
X CR.

e f divergiert gegen y € RU {—o00, +0oo} fiir x — —oo < Fir alle Folgen (x,) in
X mit x, — —oo gilt: f(z,) = y.
Schreibweise: lim,_, o, f(x) =y

Die Rechenregeln fiir Grenzwerte lassen sich entsprechend erweitern, wenn man folgende
Vereinbarungen trifft:

c+ (+00) = (+00) +c=+00 c+ (—00) = (—00)+c=—00 firceR

(+00) + (+00) = 400, (—00)+ (—0) = —0

¢+ (=00) = (~00) - =

c-<+oo>:<+oo>-c:{

+oo fire>0 {—oo fiire>0

—o00  fiire<0’ +oo fire<0
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—:—:0
+00 —00
Yoo 0 fir0<e<1 . +oo fur0<e<1
T = ¢ =
+oo fire>1 0 fire>1

. +oo flire>0
(+00)" = )
0 fir c <0

(+00)™> = +00, (+00)™* =0
Keine sinnvolle Vereinbarungen lassen sich fiir folgende Ausdriicke treffen:

+o0 0

(+00)=(+00), (=00)=(=00), 0:-(Fo0), (#00):0, ——., .

00’ 1ioo’ (+OO>0

Man spricht von unbestimmten Ausdriicken. In diesen Fillen kann die Regel von de
I’Hospital helfen. Zunéchst eine einfache Variante:

Satz 10.34. Die Funktionen f und g seien differenzierbar auf (a,b) mit a,b € R U
{—00, +o0} mit ¢’(z) # 0 fir alle x € (a,b). Sei xy € (a,b). Es gelte

f(zo) = g(x0) = 0.
Falls der Grenzwert limg_,,, g,/((;; in R U {—o0,+00} existiert, dann existiert auch der

Grenzwert lim, ., % in RU{—o0,+o0} und es gilt

s g(z) o g(z)

Beweis. Aus dem Mittelwertsatz folgt: Zu jedem x € (a,b) mit x # xy gibt es ein 6 € (0, 1)

mit
fl@) _ f@) = flzo) _ f1(E)
g@) ~ g@) —glw) _gle) ™ =m0 +6(z—m)
Daraus folgt sofort die Behauptung, weil & — x fiir x — . ]

Wesentlich allgemeiner gilt:

Satz 10.35 (Regel von de I'Hospital). Die Funktionen f und g seien differenzierbar auf
(a,b) mit a,b € RU{—o00,+oo} mit ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Es gelte entweder

lim f(z) = lim g(x) =0 (10.1)
oder
ligl g(x) € {—o0,+00}. (10.2)
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Fualls der Grenzwert lim,_., % in RU{—o00, +00} existiert, dann existiert auch der Grenz-

wert lim,_,, % in RU{—o00,+00} und es gilt
/
fo) @

lim —= = :
Mg i gla)
Beweis. Der Beweis ist schwieriger als vorhin, weil f(a) und g(a) nicht verfiigbar sind. Als
Ersatz wahlen wir f(u) und g(u) mit u € (a,b) und u # x.
Wegen ¢'(z) # 0 fir alle z € (a,b) folgt: g(z) # 0, falls x nahe genug bei a ist,

g(u) # g(z) und

flo) _ f@)—fu)  flw)  flz) = flu) g(x)—g(u)  f(u)
g9() g() g(x)  g(z) —g(u) g9() g9()
fl@) = fu) [ g(u) f(u)
)~ o) <1 ) @)

T1 Tg T3

Aus dem Mittelwertsatz folgt: Es gibt ein 6 € (0,1) mit

g(x

flx) = flu) () .
= mit & =u-+6(u—x). 10.3
o(2)— g(w) ~ gE) (=) (103)
Daher konvergiert der Term 77 gegen hmxﬁa g, ( ) fiir + — @ und u — a.

Falls (10.1) gilt, konvergieren die Terme 75 und T3 gegen 0 fiir fixes z und v — a.
Falls (10.2) gilt, konvergieren die Terme T, und T3 gegen 0 fir fixes v und z — a. O

Die analogen Aussagen gelten fiir x — b.

Beispiele:
1.
. er +00 . er
lim — <— —> = lim — =+
rz—+o00 I +0o0 z—+oo |
ABER: . .
lim e—:—l—oo, lim — =1
x—0+ z—0 1
2.
lim sin (: 9) _ lim cosz .
z—=0 I 0 z—0 1
3.
1 1 T —sinx 0
e [sinx 33} (= (Fo0) = (+o0)) T T sinx ( O)
. 1—cosz 0 sin x
=lim —(=—-) = lim =0
z—0+ sinx + T cosS T 0 =0+ 2CcoSx — xrSInx

166



weil

T—+00
) 1
= lim —T =
z—too | + -
Iim x =ux= (: (—i—OO)O) = lim eh;l =¥ =
Z—+o00 T—+00
weil 1
Inx o0 z 1
lim—(:+—): Im 2= lim — =0
r—+oo I +00 z—+oo | T=too I
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Kapitel 11

Gleichmiflige Konvergenz von
Funktionenfolgen

Motivation: Wir haben bereits gesehen, dass man (beliebig oft) differenzierbare Funktio-
nen f durch so genannte Taylor-Polynome 7,, (vom Grad n) approximieren kann. Die Folge
der Taylor-Polynome (T,),en, ist ein wichtiges Beispiel einer so genannten Funktionenfol-
ge, also einer Folge, deren Glieder nicht wie bisher Zahlen (aus R, C oder R™) sondern
Funktionen sind.

Die spezielle Funktionenfolge (7, ),en, nannten wir die Taylor-Reihe von f. Die Glieder
dieser speziellen Funktionenfolge haben die Form

Zak(x—xo)k (11.1)

mit Koeffizienten a; = % Funktionenfolgen, deren Glieder von der allgemeinen Form

(11.1) sind (mit einer beliebigen Koeffizientenfolge (a,)nen, in R oder C) nennt man Po-
tenzreihen. Man verwendet fiir Potenzreihen die Bezeichnung

oo
Z ap(x — o)k
k=0

Die gleiche Bezeichnung verwendet man auch fiir die Grenzfunktion, also jene Funktion,
deren Wert an einer Stelle x durch

n
lim Z ap(x — z0)F
n—oo
k=0

gegeben ist, sofern der Grenzwert existiert.
Eine erste wichtige Frage, die sich in diesem Zusammenhang stellt:

Fiir welche z existieren diese Grenzwerte und wie sieht die Grenzfunktion aus?
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Dazu haben wir bereits einige Ergebnisse abgeleitet, z.B.: Die Taylor-Reihe der Exponen-
tialfunktion x — e® mit Definitionsbereich R stimmt mit der Exponentialfunktion iiberein,

also:
er=> - (11.2)
k=0

Zur Herleitung dieses Ergebnisses war der Satz von Taylor (die Taylor-Formel) sehr hilf-
reich. Diese Erkenntnis und die Tatsache, dass (nach dem Quotientenkriterium) die Reihe
auch fiir alle Argumente aus C konvergiert, motiviert die folgende Definition der Funktion
auf der Definitionsmenge C:

Definition 11.1. Sei z € C. Dann ist der Wert der Exponentialfunktion an der Stelle z

durch
=3
k=0
definiert.

Diese Definition stimmt offensichtlich in R wegen (11.2) mit der urspriinglichen Defini-
tion (iiber Potenzen) iiberein. Zur Erinnerung: Wir hatten den Ausdruck e” fiir € R {iber
den Weg von Potenzen mit Exponenten aus N, Z, QQ definiert. Die Erweiterung auf Argu-
mente aus C erfolgte mit Hilfe von Winkelfunktionen, die wir geometrisch einsichtig (aber
noch nicht analytisch) eingefithrt haben. Inwieweit diese Definition in C mit der obigen
Definition, die ohne Winkelfunktionen auskommt, iibereinstimmt, bleibt noch offen.

Wir konnten in all diesen Féllen von immer grofler werdenden Definitionsbereichen N,
Z, Q, R z.B. das folgende wichtige Additionstheorem zeigen:

Tty — ex .

e e’ fir alle z,y € C.

Verwendet man stattdessen die obige Definition, dann folgt dieses Additionstheorem sofort
aus den Uberlegungen auf Seite 154 fiir beliehige komplexe Argumente (ohne Verwendung
von geometrisch einsichtig bewiesenen Additionstheoremen iiber Winkelfunktionen).

Die néchste wichtige Frage an Funktionenfolgen:

Welche Eigenschaften der einzelnen Folgenglieder erbt die Grenzfunktion?‘

Bei Taylor-Reihen sind die Folgenglieder Polynome, sind also stetig, differenzierbar und
integrierbar. Bleibt diese Eigenschaften auch fiir die Grenzfunktion erhalten? Wenn das der
Fall ist: Kann man die Ableitung oder das Integral durch gliedweise Differentiation oder
Integration bestimmen? Auch dazu ein Beispiel: Leitet man das n-te Taylor-Polynom der
Exponentialfunktion e” nach x ab, so folgt (unter Verwendung der iiblichen Rechenregeln):

k

, L N A A it
(T(z)) = (Z F) = ZT = ;m = %g =Th1().

k=0
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Die Grenzfunktion der Funktionenfolge (7),-1(2))nen ist natiirlich wieder . Wiirden wir
bereits wissen, dass die Grenzfunktion der Folge der abgeleiteten Glieder einer Funktio-
nenfolge gleich der Ableitung der Grenzfunktion ist, dann wére damit die Formel

() =

fiir die obige Definition der Exponentialfunktion (auch fiir komplexe Argumente) bewiesen.
Wir konnten diese Regel schon bisher allerdings mit wesentlich grofferem Aufwand in R
nachweisen und den Nachweis auf C erweitern, wieder unter Verwendung von geometrisch
einsichtigen Eigenschaften von Winkelfunktionen.

Um die hier aufgezeigten Fragen im Zusammenhang mit Potenzreihen zu untersuchen,
ist es zweckméfig, diese Fragen zunéchst fiir allgemeine Funktionenfolgen zu klédren und
anschlieffend diese Erkenntnisse auf Potenzreihen anzuwenden.

11.1 Punktweise und gleichmiflige Konvergenz

Wir beginnen mit dem Begriff der punktweisen Konvergenz von Funktionenfolgen von
Funktionen mit gemeinsamem Definitionsbereich X und gemeinsamem Bildbereich Y, wo-
bei X und Y (Teilmengen von) R, C oder R” sind.

Definition 11.2. Fir alle n € N seien f,,: X — Y und f: X — Y Funktionen. Dann
heifst f die Grenzfunktion von der Funktionenfolge (fn)nen <= Fiir alle x € X gilt

f(x) = lim f,(z).
n—oo
Sprechweise: Die Funktionenfolge ( fy)nen konvergiert punktweise gegen f.
Schreibweise: f, — f.
Oder etwas formaler

Vee X Ve>03ng e NVn>ng: | fulz) — flz)]| <e

Zu jedem x und zu jedem £ muss also ein geeignetes ny gefunden werden, das natiirlich
von x und € abhéngig sein darf. Eine stiarkere Forderung wére es, wenn wir zu jedem ¢ die
Existenz eines ng fordern, das nicht vom x abhéngig ist, wenn also fiir die Grenzfunktion
gilt:

Ve>03ng e NVn>ng Vo e X :||fu(z) — f(2)|| <e (11.3)

Diese stérke Forderung léasst sich auch folgendermaflen dquivalent formulieren:
Ve >0 3dng € NVn > ng: sup{||fu(z) — f(z)]| :z € X} <e (11.4)
Beweis. Aus (11.4) folgt natiirlich sofort (11.3). Aus (11.3) fiir ein £’ folgt zunéchst nur

sup{|[fn(z) — f(z)|| : v € X} <&

Mit der Wahl &’ = £ folgt dann (11.4). O
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Wir fordern hier also, dass die Folge gewissermaflen gleichméflig beziiglich x gegen f
konvergiert. Das motiviert die folgende Definition:

Definition 11.3. 1. Sei g: X — Y eine Funktion. Wir definieren die so genannte
Supremumsnorm |||l € R von g durch

19llec = sup{llg(z)]]: = € X}

2. Die Funktionenfolge (fn)nen konvergiert gleichmafig gegen f <=

Ve>03dng e NVn>ng: || fn— flloo <€

Schreibweise f, gl f-

Anmerkungen und Beispiele:

e Wenn es eine Grenzfunktion bzgl. der punktweisen Konvergenz gibt, dann ist sie
eindeutig, da Grenzwerte von konvergenten Folgen in R, C und R,, eindeutig sind.

e Natiirlich folgt sofort:

fo 2B f = f, 25T

Dabher ist die Grenzfunktion beziiglich der punktweisen Konvergenz der einzige Kan-
didat, der als Grenzfunktion beziiglich der gleichméfigen Konvergenz in Betracht zu
ziehen ist.

e Offensichtlich gilt:
Im
fo = f = 1 fa = fllos — 0

Also lésst sich die Untersuchung der gleichméfiigen Konvergenz einer Funktionenfolge
(fn)nen auf die Untersuchung der reellen Folge (|| f,, — flloo )nen zuriickfiithren.

e Beispiel: Wie man sofort sieht, konvergiert die Funktionenfolge (f,,)nen, mit f(x) =
2™ auf X = [0, 1] punktweise gegen die Nullfunktion, also gegen die Funktion f mit
f(z) = 0. Sie konvergiert sogar gleichméBig gegen f:

||fn—f||oo=sup{|m”—0|:a:e [0,—}}:i_>0

e Aus der punktweisen Konvergenz folgt im Allgemeinen nicht die gleichméfBige Kon-
vergenz.

e Beispiel: Die Funktionenfolge (fy)nen, mit fn(z) = 2" konvergiert auf X = [0, 1]
gegen die Funktion f mit

0 firz <1,
1 fir z = 1.



Sie konvergiert allerdings nicht gleichméBig auf [0, 1] gegen f: Es gilt:

x" fir z < 1,

Jalw) = Jz) = {O fir z = 1.

Also:
[fn = fllo =sup{[z": 2 €[0,1)} =1 #=0

Die eben eingefiihrte Supremumsnorm || f||o erfiillt so wie der Betrag in R und C und
die (Euklidische) Norm von Vektoren in R™ die drei zu Beginn des Kapitels iiber Grenz-
werte formulierten Eigenschaften: Definitheit, Homogenitéat und Dreiecksungleichung, wie
man leicht sieht. Damit ist die gleichméfiige Konvergenz von Funktionenfolgen (f,,)nen for-
mal vollig gleich definiert wie urspriinglich die Konvergenz von Zahlenfolgen. Der einzige
Unterschied ist die jeweilige Norm, die in der Definition verwendet wird.

Auf diese Weise erhalten wir sofort die folgende Aussage analog zum entsprechenden
Satz 10.13 fiir Zahlenfolgen:

Satz 11.1 (Cauchy-Kriterium). Fine Folge von Funktionen f,: X — Y konvergiert ge-
nau dann gleichmdfig, wenn das Cauchy-Kriterium erfillt ist, d.h.: wenn es zu jedem e € R
mit € > 0 ein ng € N gibt, sodass fir alle m,n € N mit m > ng und n > ng gilt:

an - meoo <g,

oder, kurz
Ve >0 3ng € Ng Vn,m > ng : || fu — finlleo < €.

Beweis. =—: eine komplette Kopie des Beweises in Satz 10.13.
<—: Die Existenz des Grenzwertes lim,, ., f,(z) folgt firr alle x € X aus Satz 10.13, weil

[fn(2) = fn (@) < [|.fo = Simloo-

Es bleibt zu zeigen, dass (f,,) sogar gleichméfig gegen f konvergiert: Sei ¢/ > 0. Dann gibt
es ein ng € N, sodass fiir alle n,m > ngy gilt:

Vo € Xt ||fulz) — fm(z)l] <€

Damit folgt
Vo € X :||fule) — (@) = lim [fule) ~ ful@)] < <.

Mit &' = § folgt die Behauptung. ]

Daraus erhélt man das fiir uns wichtigste Kriterium fiir die gleichméfiige Konvergenz
von Funktionenreihen:
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Satz 11.2 (Kriterium von Weierstra$3). Seien f,: X — Y die Glieder einer Funktionen-
folge, ¢, € R die Glieder einer Zahlenfolge mit

Vn e NVr € X: ||fu(2)] < cp.
Dann gilt: Falls - | ¢ konvergiert, konvergiert Y - | fr gleichmifig.

Beweis. Wir weisen das Cauchy-Kriterium fiir die Funktionenfolge (s,,)nen mit

sul@) = 3 fila)

nach: Fiir n,p € N gilt wegen der Dreiecksungleichung fiir alle z € X:

[8n4p(2) = sn (@) = [fa2(2) + frra(®) + . + fugp(@)]
< a1 @)+ 2@l + -+ [ fnsp (@)l
S Cnt1 + Cnt2 +.oo+ Cnip

Aus dem Cauchy-Kriterium fiir Zahlenreihen folgt: Zu jedem £ > 0 gibt es ein ng € N,
sodass fiir alle n,p € N mit n > nq gilt:

Cn+1 -+ Cn+2 + ...+ cn+p < €.
Damit folgt sofort das Cauchy-Kriterium fiir die Funktionenreihe. ]
Im Beweis des Satzes kam folgende Abschétzung vor:

Luir @+ [ sz @)+ A @] < st + Cura+ - + Gt

Daraus folgt unter den Bedingungen des Satzes, dass sogar die Reihe Y 7~ | || f.(2)]| fiir alle
r € X konvergiert. Sie ist also in jedem Punkt x absolut konvergent.

Man sieht sofort, dass mit den Bezeichnungen des Beweises sogar die folgende Ab-
schitzung gilt:

[ fasilloo + [ fns2lloe + - -+ I fntplloe < 1 + Crsa + -+

Daraus folgt unter den Bedingungen des Satzes, dass auch die Reihe >, || ful/oo konver-
giert.

11.2 Vertauschung von Grenziibergingen

Vertauschbarkeit von zwei Grenzwerten

Gegeben seien eine Funktionenfolge von Funktionen f,,: X — Y und ein Haufungspunkt
xo von X. Wir untersuchen nun, ob bzw. unter welchen Voraussetzungen die Grenzwerte
n — oo und x — xo vertauscht werden diirfen, also ob gilt:

lim <1im fn(x)> — lim <1im fn(x)).

T—To \N—00 n—oo \ T—xo

Das folgende Beispiel zeigt, dass man vorsichtig sein muss:
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Warnbeispiel
Fir f,(z) = 2™ auf dem Definitionsbereich X = [0, 1] gilt:

lim (hm fn(m)> =0

r—1 \n—o0

Beweis. Es gilt fiir die Grenzfunktion:

_ 0 firz <1
f(z) = lim f,(z) = { ) :
n—00 1 firz =1
Fiir jede Folge ()meny mit z,, € X = [0,1], 2, # 1, @, — 1 gilt: f(z,,) = 0, also
trivialerweise: f(x,,) — 0. O
Aber:

lim <lim fn(x)> =1

n—oo \x—1

Beweis. Folgt sofort aus der Stetigkeit von Potenzfunktionen:
lim fu (o) = f(1) = 1
]

Der folgende Satz liefert hinreichend Bedingungen fiir die Vertauschbarkeit der Grenz-
werte:

Satz 11.3. Gegeben seien eine Funktionenfolge von Funktionen f,: X — Y und ein
Héaufungspunkt xo von X. Wir setzen voraus, dass (f,) gleichmdfig gegen eine Grenzfunk-
tion f konvergiert und dass fir alle n € N der Grenzwert y, = lim,_,,, f.(z) existiert.
Dann gilt: Die Folge (yn)nen ist konvergent, der Grenzwert im, ., f(z) existiert und

T—T0 \Nn—00 n—o0o \ T—To
———
= f(J:) = Un

Beweis. Sei (x)ren ein Folge in X mit xy # zo und xp — xo. Wir zeigen, dass die Folge
(f(xk))ken das Cauchy-Kriterium erfiillt. Es gilt fiir k,[,n € N:

1f (k) = fQ@)l] = 1 (@r) = falzw) + falzr) = fulz) + falz) — fz)]
< | f (k) = fal@)ll + [[falzr) = falz)ll + [ falz) — f(@)]]
< Hf - anOO + an(xk) - fn(xl)H + an - f”oo

Zu jedem &’ > 0 gibt es wegen der gleichméfigen Konvergenz von (f,,) gegen f ein ng € N
mit

lim (hm fn(x)> — lim <1im fn(x)>.

If — falloo < & fiir alle n > ny.
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Fiir dieses ng wissen wir laut Voraussetzung, dass lim,_,,, f,,(2) und damit auch der Grenz-
wert limg o0 fr, (2x) existiert. Daher erfiillt die Folge (fn,(2x))ren das Cauchy-Kriterium:
Zu jedem &” > 0 gibt es ein kg, sodass fiir alle k, [ > kq gilt:

| fro () — fro (@] < "
Also folgt fiir alle k,1 > kg insgesamt:

| f(xk) — fla)| < 2&"+€".
Mit der Wahl ¢’ = ¢” = £ folgt, dass (f(x))ren eine Cauchy-Folge ist und damit einen

Grenzwert y besitzt.
Fiir diesen Grenzwert gilt fiir alle n > ng
1y =yl = llyn — fulaw) + fulze) — Flae) + f(20) =yl
< lyn = fal@) | + 1fnlzn) = Flo)ll + 1 (@) =yl
<y = falz) | +11fa = flloo + 1 f(21) —
< o = falwo)ll + &+ |1 f (@) =yl
Fiir K — oo folgt wegen f,(xx) — y, und f(xg) — y:
lyn —y|| <&’ <e.

Also konvergiert y,, gegen y.

Da die Folge (y,)nen also konvergiert und der Grenzwert eindeutig ist, muss (f(xg))ren
fiir jede Wahl von (xy)keny den gleichen Grenzwert besitzen. Also ist y der Grenzwert der
Funktion f an der Stelle zy und es gilt:

lim y, =y = lim f(x).
n— oo

T—T0

Eine einfache aber wichtige Folgerung aus diesem Satz:

Satz 11.4. Gegeben sei eine Funktionenfolge von stetigen Funktionen f,: X — Y, die
gletchmdf$ig gegen eine Grenzfunktion f konvergiert. Dann ist f ebenfalls stetig.

Beweis. Sei xg ein Haufungspunkt von X. Wegen der Stetigkeit von f,, gilt:
Tr—T0

Also sind alle Voraussetzungen des letzten Satzes erfiillt. Daher folgt:

lim f(x) = lim <lim fn(x)) = lim <lim fn(x)) :nh_)ngO fulzo) = f(x0).

T—T0 T—To \Nn—00 n—oo \ T—xo

O

Man beachte, dass beim Warnbeispiel die Funktionenfolge zwar punktweise aber nicht
gleichméBig gegen die Grenzfunktion konvergiert, die Voraussetzungen fiir die Vertausch-
barkeit sind nicht erfiillt, und wir haben tatséchlich gesehen, dass in diesem Beispiel die
Grenzwerte nicht vertauscht werden diirfen.
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Vertauschbarkeit von Grenzwert und Differentiation

Die gleichméafBige Konvergenz einer Funktionenfolge von differenzierbaren Funktionen reicht
nicht aus, damit die Grenzfunktion differenzierbar ist.

Warnbeispiel
Fir f,(z) = ,/# + 22 auf dem Definitionsbereich X = [—1, 1] gilt: f, konvergiert gleich-
méaBig gegen f(z) = |z|.
Beweis.
1 = 1
[fu(@) = f2)] =) = + 2% —|z] = < -
" a2tz "
Also

[ = flloc — 0

Die Folge der Funktionen f/ konvergiert immerhin punktweise:

-1 fiir z < 0,
f;l(a:):#—) 0 fir x =0,

/1
2z 1 fiir x > 0.

Die Grenzfunktion ist im Punkt x = 0 nicht differenzierbar, obwohl die Grenzfunktion der
Ableitungen im Punkt 0 einen Grenzwert besitzt:

lim f}(0) = 0.

n—oo

Wir brauchen stérkere Voraussetzungen, um die Differenzierbarkeit der Grenzfunktion
Zu garantieren:

Satz 11.5. Gegeben sei eine Funktionenfolge von differenzierbaren Funktionen f,: |a,b] —

R mat f, gl f und f! gl g. Dann ist die Grenzfunktion f differenzierbar und es gilt
/= g. Also gilt fir alle x € [a,b):

(Jim fo(2)) = Jim £ (@

Beweis. Sei xy € [a,b]. Wir definieren eine Funktionenfolge (g, )nen auf dem Definitions-
bereich X = [a,b] \ {zo}:
fn(x) — fn('xO)

n(x) = )
gn() pra——
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Die Funktionen g, konvergieren gleichméfig: Nach dem Mittelwertsatz gibt es zu jedem
x # xo ein 0 € (0,1) mit

(@) = gm(x) = [fo(z) — fm(sc)i—_[gz(xo) ~ fnl@o)]

= folzo+ 0 (x —x0)) — fr,(x0 + 0 (x — x0))

Daraus folgt
19n(2) = gm (@) < (15 = fiullo
und daher
190 = gmlloe < If5 = frulloc — 0
fiir n, m — oo. Die Funktionenfolge (g,)nen konvergiert also gleichméfig mit
f(@) — f(xo)

lim g,(z) = —————=.
Tim g, (x) pra—

Die Grenzwerte lim,_,,, g,(x) existieren wegen der Differenzierbarkeit von f,, an der Stelle
xo und es gilt:
lim g, (z) = f, (o)

T—T0

Die Funktionenfolge (g, )nen erfiillt also alle Voraussetzungen des Satzes 11.3. Daher folgt:

lim (lim gn(x)> — lim <1im gn(x)) .

T—T0 \n—o0o n—o0o \ T—To
Also
f'(z9) = lim M = lim [/ (x9) = g(xo).
T—T0 T — X n—00

Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integration
Die punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen reicht nicht aus, um Grenzwert und

Integral vertauschen zu diirfen.

Warnbeispiel

22

Wir betrachten die Funktionen f,(r) = nze™ "2 auf dem Definitionsbereich X = [0, 1].
Offensichtlich konvergiert f, punktweise gegen die Nullfunktion, also

1 1
/ lim f,(z) dx = / 0dr=0.
0 n—oo 0

Andererseits gilt:

/ fo(z) doe = / nre 2 dr= / e tdu=1—¢e"2.
0 0 0
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Also )
lim fn( ) dx = 1.

n—oo

Wir brauchen wieder stérkere Bedmgungen.

Satz 11.6. Gegeben sei eine Funktionenfolge von R-integrierbaren Funktionen f,: [a,b] —

R mit f, gl f. Dann ist die Grenzfunktion f R-integrierbar und es gilt:

b b
lim fn( )dx:/ Jl—%of”(x) dx

n—oo

Beweis. Wir fiihren den Beweis der Einfachheit halber nur fiir den Fall einer stetigen
Funktionenfolge. Dann ist die Grenzfunktion ebenfalls stetig, daher R-integrierbar und es

gilt:
/ ful) do - / fla (fule) — f(2)) de
< (b= a) sup{fo@) = (@)]: @ € (a6} = (b= ) | o — Flle — 0.

Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration
Es gilt:

Satz 11.7. Die Funktion f: |a,b]x[c,d] — R sei stetig und besitze eine partielle Ableitung
g—g, die ebenfalls stetig auf |a,b] X [c,d] ist. Dann ist die Funktion F: [c,d] — R mit

- [t @

differenzierbar und es gilt

dF bof
= [ e dr
Also \ .
d of
d_y/a f(x,y) dx_/a a_y(xay> dx
") — 0 fiir das Restglied
b af
r(h) = F(yo+ h) — F(yo) — 8—y(3c,y0) dx - h
Es gilt:

r(h) /b {f(x,yo + h})L — f(@,90) ?(m,yo)} de.
. Y
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Aus dem Mittelwertsatz folgt: Es gibt ein 6 € (0,1) mit

h) — 0 0 0
e )= few) 3, ) :'a—i(iv,yO‘i‘@h)—a—i(:c,yo)
of

< sup {‘2—5@2792) - a—y(ml,yﬁ : ' <UZ:Z)H < h}

z1,x2€[a,b]
Y1 7y26[cvd}

Also erhalt man

i g =gl 1G2) - Gl =)
< (b— S — (9, — — (a1, : — <hg.
|h‘ N ( a> :c1,$;l€p[a,b] ay (*TQ y2> ay( ' yl) Y2 n
yl:yQG[czd}
Daraus folgt:
_r(h)| _
T

da die Funktion g—i(x, y) stetig und daher sogar gleichméfBig stetig ist. Siehe die folgende
Erklarung. [

Das letzte Argument im Beweis erfordert eine genauere Betrachtung:
Fiir eine stetige Funktion f: X — Y gilt offensichtlich fiir alle x € X:

lm sup [ f(5) ~ F@)] =0
—0 yeX
ly—zll<h

Beweis. Angenommen, die obige Bedingung gilt nicht. Dann gibt es ein € > 0 und eine
Folge (yn) mit y, — z und || f(y,) — f(z)]| > € im Widerspruch zur Stetigkeit. O

Eine stiarkere Bedingung ist Inhalt der folgenden Definition:
Definition 11.4. Eine Funktion f: X — Y heifit gleichmdifig stetig <=

lm sup [[f(y) ~ f@)] =0
=0 zyex
ly—=zl<h

Es gilt nun der folgende wichtige Satz:

Satz 11.8. Sei f: X — Y eine stetige Funktion mit einem abgeschlossenen und be-
schrinkten Definitionsbereich X . Dann ist f sogar gleichmdfig stetig.

Beweis. Angenommen, f ist nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es ein € > 0 und Folgen
(x,) und (y,) mit y, — x, — 0, aber ||f(y,) — f(x,)|]| > . Da X abgeschlossen und
beschréankt ist, existieren konvergente Teilfolgen (x,, ) und (y,, ). Fir diese Teilfolgen gilt
Yn, — Tn, — 0. Also sind die Grenzwerte gleich: limy_,o ,, = = = limy_,o Yy, . Dann
folgt aber wegen der Stetigkeit:

fni) = f(@n,) — fx) = f(2) =0
Widerspruch. O
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Wendet man diesen Satz auf die stetige Funktion g—i an, dann folgt: Sie ist auf der

abgeschlossenen und beschriankten Menge [a, b] X [c, d] sogar gleichméfig stetig und man

erhalt:
: ‘ (@) — <x1>H gh} —0 firh— 0.
Yo Y1

sp {[Z ) = G
z1,z2€[a,b] ay 2 ay oA
yl:y2€[cvd]

11.3 Potenzreihen

Definition 11.5. 1. Sei (ay)nen, eine Folge in R und sei xy € R. Dann heifst die
Funktionenreihe .

Zan (x —x9)" mit z€R
n=0

eine Potenzreihe in R mit Mittelpunkt xo und Koeffizienten a,,.

2. Sei (an)nen, €ine Folge in C und sei zg € C. Dann heifit die Funktionenreihe

Zan(z—zo)" mit z € C
n=0

eine Potenzrethe in C mat Mittelpunkt zo und Koeffizienten a,,.

e Taylor-Reihen sind Potenzreihen.

Wir wenden nun das Wurzelkriterium an, um jene Argumente x € R bzw. z € C zu
finden, fiir die die Potenzreihe konvergiert und somit die Grenzfunktion, die im Zusam-
menhang mit Potenzreihen auch Summenfunktion genannt wird, definiert ist:

Sei
q = limsup {/|a, (r — zo)"| = limsup {/|a,| - |x — xo|.

Nach dem Wurzelkriterium gilt:

1. Fiir ¢ < 1 ist die Reihe absolut konvergent. Beachte:

1
q=limsup v/|a,| - |r — x| < 1 <= |z —2¢| < ———————
| TL| ’ 0| ‘ 0| hmsupm

2. Fiir ¢ > 1 ist die Reihe divergent. Beachte:

q = limsup {/|a,| - |z — xo| > 1 <= |2 — x| >

1
lim sup {/|a,|
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Wir fithren den so genannten Konvergenzradius p der Potenzreihe ein:

€ [0,00) U {400}

1
P lim sup {/|a,|
und haben damit den ersten Teil des folgenden Satzes bewiesen:
Satz 11.9. 1. Sei )~ a, (x — x9)" eine Potenzreihe in R. Dann gilt:

(a) Fiir alle x € R mit |x — xo| < p ist die Reihe Y~ a, (x — xo)™ absolut konver-
gent.

(b) Fiir alle x € R mit |v — x| > p ist die Reihe Y " a, (x — zo)" divergent.

Die Menge K = {x € R : |[x—x¢| < p} = (xo—p, xo+p) heifit das Konvergenzintervall
der Potenzreihe.

2. Sei Y an(z— 20)" eine Potenzrethe in C. Dann gilt:

(a) Fir alle z € C mit |z—zo| < p ist die Reihe ) - a, (2—2)" absolut konvergent.
(b) Fir alle z € C mit |z — 29| > p ist die Reihe Y~ an (2 — 2)" divergent.

Die Menge K = {z € C: |z — 2| < p} heifit der Konvergenzkreis der Potenzreihe.

an

3. Falls der Grenzwert lim,, ’ in [0, +00) U {+oo} existiert, gilt:

An+1
. Qn,
p = lim
Beweis. Zu 2.: Vollig analog zu 1.
Zu 3: Aus dem Quotientenkriterium folgt mit
— . A1 (2 — 20)" ! . An+1
g=q=1i = lim o —xo
= n—00 an({]j — xo)n n—00 |
Fiir g = g < 1 ist die Potenzreihe absolut konvergent. Beachte:
_ . G,
§=q<1<=|r— 19| < lim
= n—00 |ty 1
Fiir g = ¢ > 1 ist die Potenzreihe divergent.
_ . an
§=q>1<= |z —x¢ > lim
- n—o0 an+1
Durch Vergleich folgt die Behauptung. O
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Beispiele

e Wir betrachten die Potenzreihe:

1 n
2 i
n!
n=0
Konvergenzradius:
1
p= lim —2— = lim (n+ 1) = +oo.

Also konvergiert die Potenzreihe fiir alle z € C. Die Summenfunktion wird als Expo-
nentialfunktion e* definiert: -
1
z - n
e=y Lo
n=0

Sie stimmt fiir x € R mit der (iiber Potenzen definierten) Funktion e iiberein.

e Motiviert durch die Taylor-Reihe der (geometrisch definierten) Winkelfunktionen de-
finieren wir:

00 _1\k © Nk
sinz:Z—(( 1) z%“, CoSz = <(2;§' 22k

|
k=0 2k +1)! k=0
Konvergenzradien:
1
p = lim (Qk;rl)! = lim (2k +2)(2k + 3) = + 0
k—oo ht3)] k—oo
und
_1
|
p=lim —2% — fim (2k + 1)(2k + 2) = +00
k—o00 2k +2)] k—o00

Also sind die Funktionen sin und cos fiir alle z € C definiert.
Es gilt
,L'Qk

iz — i n — 2 2k+1 - 2%k
=D _Z(zkﬂ)!z +kzg(2k)lz

:i —1)" zzk—l—i‘iﬂz%ﬂ =cosz+1-sinz
e (2k +1)!

Daraus folgt .
e ¥ =cos(—z) +i-sin(—z) =cosz —1i-sinz

und somit

cos z = (eiz + e‘iz) , sinz= 2i (eiz — 6_”)

]

N —
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Aus dem (mit Hilfe des Cauchy-Produktes bewiesenen) Additionstheorem der Expo-

nentialfunktion

z1t+22 21 22

(& =€ -c

folgen dann entsprechende Additionstheoreme fiir sin und cos, z.B.:

(N

COS(Zl + 22) — % (ei(Z1+22) _|_ e*i(zl+Z2)) — (eiZ1 . eiZQ + e*izl . e*izz)

— DN

= 2 ((cos z1 +isinzy) - (cos zo + i sin 29

= COS 77 * COS 29 — Sin 27 - Sin 2.

+ (cos z; —isinzy) - (coszg — isin 29))

Fiir z; = 2 = —2, folgt im Speziellen:
cos?z +sin?z =1

Fiir x € R gilt wegen der reellen Koeffizienten: sin x, cosz € R und wegen der obigen
Identitit sogar sinz, cosx € [—1, +1].

e Die geometrische Reihe:
oo
> "
n=0

1
P= lim sup Al B

Im Konvergenzintervall K = (—1, 1) kennen wir bereits die Summenfunktion:

1 =
1_:6:;;(;.

Konvergenzradius:

1.

Aus den Erkenntnissen der vorigen Abschnitte iiber Eigenschaften der Grenzfunktion
einer Funktionenfolge erhalten wir folgende spezielle Aussagen fiir Potenzreihen:

Satz 11.10. Sei Y an(x — xo)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0 und
Summenfunktion f: K — R, also

flz) = Zan (x — x0)".

Dann gilt:

1. f st stetig auf K.
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2. Die Reihe Y > nay, (x — xo)"" " besitzt den Konvergenzradius p, [ ist auf K diffe-

renzierbar und es gilt:
[e.@]
= E nay, (x — x0)" L.
n=1

3. Die Reihe Y " -t (x — x0)"+! besitzt den Konvergenzradius p und ist auf K eine

Stammfunktion von f:

[ @) a =fj

(z — 20)" ™ + C.

Beweis. Zu 1: Sei r < p. Fr |z — x| < r folgt:
(2 — 20)"| < |ag|r*

Die Reihe 07 |a,|r™ ist nach dem Wurzelkriterium konvergent:
limsup v/|a,|r™ = r limsup {/|a,| = —

Daher konvergiert nach dem Kriterium von Weierstrafl die Potenzreihe auf K, (zq) = {x €
R: |z — x| < r} gleichméBig. Die Partialsummen sind Polynome, also stetig. Daher ist
auch die Summenfunktion stetig.

Zu 2: Fiir den Konvergenzradius p' der Potenzreihe > 7 na, (xz — x9)" ' folgt:

1 1 1
limsup /nlan]  limpoeo &/n - limsup /Ja,]  limsup /|an] P

Also konvergiert die urspriingliche Potenzreihe, d.h.: die Folge der Partialsummen, und die
Folge der ersten Ableitungen der Partialsummen auf K, (xy) mit r < p gleichméfig. Die
Behauptung folgt aus Satz 11.5:

7o) = (Z o - >) i Yy

/

:hmE kakx—xo E na,(x — xo)" -1
n—oo

Zu 3: Fiir den Konvergenzradius P der Potenzreihe )7 ) -2 (x — x9)" " folgt:

P =

1 1 1
= = - —— =
lim sup 4/ % lim,, o ¢/ n+r1 limsup {/|a,| lim sup {/ |an|

184



Sei x € K, (z0). Aus Satz 11.6 folgt, dass die Summenfunktion auf K, (o) R-integrierbar

ist und

/x:f(t) d

Anmerkungen:

lim E ap(t — z0)¥ dt = lim g ak/ (t — 20)* dt
n—oo n—oo
k=0 *o

To k=0
lim i ag (z — :L,O)k—o—l _ i n (z — 29)"
n—)ookzok—i—l n:On+1

e Die Aussagen des letzten Satzes gelten auch fiir Potenzreihen in C. Der Beweis
verlauft vollig analog.

e Durch wiederholte Anwendung folgt: Die Potenzreihe ist auf K beliebig oft differen-
zierbar und es gilt:

f(k)<l'>zzn(n—1) ..... (n_k_i_l)an(x_xo)n,k

Damit folgt:

f(k) (o)
k!

f(k)(xg) =Fkla, also a =

Das bedeutet: Eine Potenzreihe ist die Taylor-Reihe ihrer Summenfunktion.

Beispiele:

e Fiir alle z € (—1,1) gilt (geometrische Reihe):

1 - n n
1—|—sz<_1) v

Durch Integration erhélt man fiir alle z € (—1,1):

In(1+2x) =

] = (=) 1 1 1
—dt: —_— n+1: _— 2 - 3__ 4 e e
Tt 271—1—193 T— ST —|-3.’B 4as+

e Fiir alle z € (—1,1) gilt (geometrische Reihe):

1 - n ,.2n
1+a2 Z<_1) v
n=0
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Durch Integration erhélt man fiir alle z € (—1,1):

col m(_l)n2n+l 1o, 15 145
arctan:c:/o 1+t2dt:;mx ::c—gzc +55L’—?x + ...

Fiir die Funktion
f@) = (1+2)°

gilt
fYar)=a - (a=1)-...- (a —n+ 1)1 +z)™"
Daher erhilt man folgende Taylor-Reihe (binomische Reihe) um den Punkt xy = 0:

i(i)x” mit (Z) :O"(a—l)--ﬁ-!-(a—n+1)

n=0

Fiir a € Ny gilt (binomischer Lehrsatz):

(1+2)* = i <Z> x".

n=0
Wir diskutieren nun den Fall: o ¢ Np.
Konvergenzradius dieser Potenzreihe:
“ 1
p = lim (2) = lim nt =1.
n—o00 (n+1) n—o00 |Oé — n|

Konvergenzintervall K = (—1,1). Wir bezeichnen die Summenfunktion mit g(z):

Wir zeigen nun fiir alle z € K: f(x) = g(z). Dazu berechnen wir zuerst die Ablei-
tungen von f und g¢:

f@)=al+2)°", also (1+2)f(z) = af(x)

Die gleiche Differentialgleichung gilt auch fir g(x):
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Also:

1+§;[<a; 1) N (Z:m x”iag@)

Damit folgt:

also
g (x)f(z) =g(z)f (z)
und daher (=) )
g\x N
(f)
Somit gilt:

Also




Durch Integration folgt:

—_
wW
o
~1| 7,

| / LI PO
arcsinr = = — s — .
e 5 3 T32.1

[\
N
(@)

e Ableitung von Winkelfunktionen:

Y — (DF LS (- 2
(sz):<2ﬁzk+) _ ﬁ@kjtl)zk

k=0 k=0

—sin z

- (—1)* z2k—1:_§: (—1)* S2k+1
(

!
p 2k +1)!

Wir betrachten nun Randpunkte des Konvergenzintervalls reeller Potenzreihen.

Satz 11.11 (Abelscher Grenzwertsatz). Gegeben sei eine reelle Potenzreihe .  an(z —
xo)" mit Konvergenzradius p € (0,400). Falls die Potenzreihe auch im Punkt x = xo + p
konvergiert, dann gilt fiir die Summenfunktion:

l =3 4.
Jim - f(2) nzaa p

Die Summenfunktion ist also im Punkt p (linksseitig-)stetig. Eine entsprechende Aussage
gilt auch im Punkt x = z¢ — p.

Beweis. Zu zeigen (y = x — x9):

o0 o0

Zanp"—Zany”—>0 fir y—p—.

n=0 n=0

Wir heben einen Faktor 1 — % heraus. Fiir 0 <y < p gilt:

"y — 1_y>.;.°°nn
;ay ( p (1_g> Z;ay

n=
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Da die beteiligten Reihen absolut konvergent sind, gilt (Cauchy-Produkt):

R BT Bz ()]

Man beachte, dass

k=0
laut Voraussetzung gegen den Grenzwert
oo
s=2 aw
k=0

konvergiert. Es folgt:

(DS ()5

Zu jedem £ > 0 gibt es ein ny € N, sodass fiir alle n > ng gilt: |s — s,| < &’. Also gilt:

Sl (D E R (2) - (- E ()

n=ng

Sei nun (Ym)men, €ine beliebige Folge mit y,, < p und y,, — p. Dann gibt es zu jedem
e” > 0 ein mg € N, sodass fiir alle m > my gilt: |p — ym| < €” und es folgt:

00 8” no—1
_Zan(y )" S_Z|3_Sn|+5/
n=0 P n=0
Dann folgt die Behauptung fiir
f=° und ¢ = — 1p
2 23 s — s,
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Beispiele

e Wir wissen bereits, dass fiir alle x € (—1,1) gilt:

— (—1)" 1, 14 1
1n(1+x)zz<n+)l w”+1:$—§x2+§x5—1x4+....

Die Reihe konvergiert auch im Punkt x = 1, also folgt nach dem Abelschen Grenz-
wertsatz:

= (=1 1 1 1
In2 = —1l——4-—+....
n2=> i 23737

n=0

e Analog folgt aus

= (=1)" 1 1 1
arctanx:ZQ(njgle”“:x—§x2+5x5—?x7+....

n=0
fir € (—1,1) und der Konvergenz der Reihe fiir x = 1:
, = (—1)" 1 1 1

n=0

Diese Identitét eignet sich als eine mogliche Definition von 7

T o= (=) 1 1 1
- = =l—cd-——+....
4 Z2n+1 375 7T

n=0

Satz 11.12 (Abelscher Produktsatz). Seien >~ a,, Y .- b, und das Cauchy-
Produkt " ¢, konvergent. Dann gilt:

0 % oo
E Cp = E an - E by,.

Beweis. Die Reihen ) janx™, > 07 b,2" sind fiir |z < 1 absolut konvergent: Wére
der Konvergenzradius kleiner als 1, wiirden die Reihen > 7 ja, und > 7 b, diver-

gieren.

Daher gilt fiir |z| < 1: Das Cauchy-Produkt ist ebenfalls absolut konvergent und

S = S 3
n=0 n=0 n=0
Der Rest folgt direkt aus dem Abelschen Grenzwertsatz. [

190



Kapitel 12

Fourier-Reihen

12.1 Trigonometrische Polynome und Reihen

Wir betrachten eine Polynomfunktion in C:
p(z) = ch 2 mit ¢, €C
k=0

Diese Funktion ldsst sich auf dem komplexen Einheitskreis K = {z € C: |z| = 1} mit Hilfe

der Polarform '
z=¢€" mit z€[-m, 7]
auch folgendermaflen darstellen:

n n

p(e) = ch pihe _ Z cr (coskx +i sinkr) =y + Z (Ck cos kx + 1 ¢ sin k:x)

k=0 k=0 k=1

Lésst man auch negative Potenzen zu, so erhélt man Funktionen der Form

n n

t(z) = Z c e | = Z ¢ (coskx + i sinkz) (12.1)

k=—n k=—n

=co+ Z ((ck 4+ c—g) coskx +i(cy — c_y) sinkx)

k=1
=co+ Z(ak cos kx + by sinkzx) = % + Z(ak cos kx + by sin kx) (12.2)
k=1 k=1
mit
ar =cr+cp und by =i(cy —cy) fiir k € Ny
bzw.

1 1
cp = §(ak —iby) und c_p = §<ak +iby) fir k € Ny (12.3)
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mit der Zusatzvereinbarung by = 0.

Definition 12.1. Die Funktionen der Form (12.1) bzw. (12.2) heifien trigonometrische
Polynome (vom Grad n). Die Menge aller solchen trigonometrischen Polynome vom Grad
n bezeichnen wir mit T,,. Die entsprechenden Reihen (als Folgen von Partialsummen)

o0 oo
- Qo .
E cn €™ bzw 5 + E (@, cosnz + by, sinnz)
n=1

n=—oo

heiffen trigonometrischen Reihen.

e Trigonometrische Polynome sind natiirlich 27-periodische Funktionen, trigonometri-
sche Reihen sind Funktionenreihen von 27-periodischen Funktionen (und in diesem
Sinn ebenfalls 27-periodisch).

e Die Koffizienten a,, und b, sind genau dann reell, wenn c_,, = ¢,. In diesem Fall lasst
sich ein trigonometrisches Polynom bzw. eine trigonometrische Reihen als eine reelle
Funktion bzw. als eine Reihen reeller Funktionen auffassen. Die Form (12.2) kommt
ohne die Verwendung komplexer Koeffizienten aus, wiahrend die Koeffizienten ¢,, der
Form (12.1) nach wie vor komplexe Zahlen sind.

Bei einem (normalen) Polynom

p(z) = Z ay, *
k=0
lassen sich die Koeffizienten folgendermaflen darstellen:

~ p®(0)
kY

da das Polynom trivialerweise mit seiner Taylor-Reihe iibereinstimmt.
Wir versuchen nun die Koeffizienten eines trigonometrisches Polynoms der Form (12.1)

n

t(z) = Z cy e

k=—n

ohne die Verwendung von Ableitungen darzustellen. Dazu ist die folgende Eigenschaft der
Funktionen e*** von groBer Bedeutung:

Satz 12.1. Fir alle k, ¢ € 7Z gilt:

L — LA ] ™ 9 _
/ ewaﬁezkx dr = / ezéze—zkac dr = / ez(e_k)x dr — ™ falls k 57
- o - 0 falls k # ¢.
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Beweis. Fiir k = £: trivial. Sei k # ¢. Dann gilt:

L 1 ) - 1 ) )
1(l—k)x o 1({—k)x o 1(f—k)m —1(l—k)m
/ G gy — il )’*’T—i(é—k)(e( it

= sin (¢ — k)m) = 0.

—T

]

Multipliziert man ¢(z) mit ek = e~

erhalt man

/ t(z) ek do = / Z cp e eike dg =
T f=—n

und integriert anschliefiend iiber [—m, 7|, so

n T
E cr / e eike dy = 21 ¢,
—TT

- l=—n

also

1 s

=5 B t(z)e ™ dx

t(z) = Z cr ™ mit ¢

k=—n

Fiir die Koeffizienten aj und by der Form (12.2) des selben trigonometrischen Polynoms
erhdlt man daraus:

1 (7 . ‘ 1 (7
ap = Cp + Cc_ = 2—/ t(z) (e + &™) da = —/ t(z) cos kx dx
™ —T

TJ-x
und . - | | e
by =i(ck, —c_g) = By /7r t(z) (e — e**) dz = - /ﬂt(w) sin kx dz
Also
t(r) = %ao + zn:(ak cos kx + by, sin kx)
k=1
mit

1 [ 1 ["
ag = ;/ t(z) coskx dx, by = ;/ t(z) sinkx dx

—T —T

Die spezielle Form der Koeffizienten der Taylor-Polynome war der Ausgangspunkt zur
Einfithrung der Taylor-Reihe (als Folge von Taylor-Polynomen)

— f0)
Zo n! o

einer unendlich oft differenzierbaren Funktion f (im Punkt xy = 0).
Ahnlich gehen wir fiir trigonometrische Polynome vor, allerdings benétigen wir hier
keine Ableitungen:
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Definition 12.2. Sei f: [-m,7] — C eine R-integrierbare Funktion. Dann heifit die
trigonometrische Reihe (als Folge von trigonometrischen Polynomen) der Form (12.1)

o0

) 1 & )
n:zoo cn €™ mit ey = o /_ Wf(a:) e du (12.4)
bzw. der Form (12.2)
1 = .
500 + ;(an cosnx + b, sinnzx)
mit e L
a, = —/ f(z) cosnx dz, b, = —/ f(z) sinnx de. (12.5)
T ), ),

die Fourier-Reihe von f.

o [st f eine gerade reelle Funktion, dann gilt b, = 0. Die Fourier-Reihe ist dann eine
reine Kosinusreihe.

e [st f eine ungerade reelle Funktion, dann gilt a,, = 0. Die Fourier-Reihe ist dann eine
reine Sinusreihe.
Beispiele:

. f@) =
1 ™
an:—/ rcosnr dr =0

T
™ T cosnx
+ dx
—T —r n

—T

da der Integrand eine ungerade Funktion ist.

1 [ 1
bn:—/ rsinnx dr = — [—x cosna

- 7r n
1 cosnz|™  sinnz|" (—1)mH 2
= — —x — J— J—
T n -z n? | n

Also lautet die Fourier-Reihe:
Qi( 1)”*11' 2 ( si 1'2+1'3
— —sinnz = sinz — —sin2x + —sin3z — ...
p— n 2 3

Man beachte: Fiir £ = 7 und £ = —7 erhalten wir als Grenzwert der Fourier-Reihe
den Wert 0, wéhrend f(7) = 7 und f(—m) = —.
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o f(x)=e*"

1 [7 , 1 [ , 1 1 T
= — L =T g T (a—in)x dr = — (a—in)x
¢ 2 J_. ©° v 2 ) . ‘ . 2T a — ine —n
1 1 , : 1 1
_ (a—in)m _ —(a—in)m] _ _— am(_ 1\ _ =T (_1)n
2T a —in [6 ¢ ] 2T a —in [e (=1) e )]
,sinhar 1 , sinharm a+in
™ a—1n ™ a®+n
Daher folgt
n (—1)" sinhar [ a+in  a—1in (—1)" sinhar 2«
ap =Cp+c_p = (— = (—
T a2 +n? a2+ n? T a4+ n?
und
sinhar | a+1n a—1m sinhar  2n
by =i(c, —c_p) = i(—1)" - =—(=1)"
ien = en) =i(=1) T {oﬂ—l—n? a2+n2} (=1) T a?2+n?

Also lautet die Fourier-Reihe:

sinh ar

T «Q a? 4+ n?

1 2
—+ Z(—l)" ———— (acosnz —n sinnx)]

e Sei

f(:p):{_l fir z <0

1 firz >0

Die Funktion ist ungerade, daher a,, = 0 und

1 [ 2 (7
bn:—/ f(z)sinnx dx:—/ f(z)sinnx dz
T ) . 7 Jo

Also
2 [ 21 T2 A fj d
b, = —/ sinnx dv = ——(—cosnx)| = —[1—(=1)"] =< ™ Ut nuhgerade
T Jo ™n 0o ™ 0  fiir n gerade
Also lautet die Fourier-Reihe:
4§: 1 in(2k 4 1) 1 (g +1'3+1'5+
— sin r=—|sinx+ -sin3z + —sinbx + ...
™ 2k+1 T 3 5
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12.2 L’-Approximation

Fiir Vektoren x,y € R" wurde das innere Produkt folgendermaflen eingefiihrt:

x'yzzxiyi
i=1

Auf dhnliche Weise kann man zwei R-integrierbaren Funktionen f: [a,b] — R, g: [a,b] —
R eine reelle Zahl zuordnen:

%mz/f@mwm.

Diese Zahl nennt man das L?-Produkt von f and g.
Fiir Vektoren z,y € C" bzw. fiir Funktionen f: [a,b] — C und g: [a,b] — C lauten
die entsprechenden Definitionen von inneren Produkten:

n b -
vy =3 am bow. (fg)= [ fla)go) do

=1

Wichtige Eigenschaften:

L (f,f) =0
2. (afi+0bfo,9)=alfi,g) +b(f2,9)

3. (9, f) =(f,9)

Fiir Vektoren x € R™ wurde eine Norm folgendermafien eingefiihrt:

Diese Norm lasst sich auch mit Hilfe des inneren Produktes ausdriicken:

o] = v - .

Analog lsst sich mit Hilfe des inneren Produktes eine Norm (L?-Norm) fiir Funktionen
einfiihren, die auf einem Intervall [a, b] R-integrierbar sind:

1flla = V{f, ) = \// |f(2)|? da

Aus den oben erwéhnten einfachen Eigenschaften des inneren Produktes folgen folgende
Eigenschaften fiir die Norm:
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L[fll2 =0

2. |la flla = lal 1 fll2

3. 1,92 < [Ifll2llgll2
4N+ glla < 1F112 + gl

Trigonometrische Polynome aus 7;, sind Linearkombinationen von Funktionen aus der

Menge
{eh: —n <k<n}={e™ .. e ™ 1e" . .. "} (12.6)
Aus Satz 12.1 folgt sofort, dass fiir zwei verschiedene Funktionen f und g aus dieser Menge
gilt:
(f9)=0.

Das L2-Produkt von zwei verschiedenen Funktionen aus der Menge (12.6) ist also 0. Wie
bei Vektoren spricht man von orthogonalen Funktionen f und g , wenn (f,g) = 0. Die
obige Menge ist also eine Menge von orthogonalen Funktionen (Orthogonalsystem).

Die L2-Norm dieser Funktionen lisst sich leicht berechnen. Man erhilt sofort aus Satz

12.1:
[fll2 = V2.

Fiir eine Funktion f mit ||f]|2 > 0 besitzt die Funktion

1
g = Wf
die Norm 1:
lalla = HLf = =1
A Al '

Also besitzen die Funktionen der Menge

L
ug(x) = e —n<k<n
L) = 7= <hsn)
alle die Norm 1. Ein konstanter Faktor bewirkt keine Anderung der Orthogonalitiit, auch
diese Funktionen sind orthogonal. In diesem Fall spricht man von einem Orthonormal-
system. Es gilt also:

o) = 5 1 fir b=k
Up, Up) = =
CEMTIRT 0 fiw 0 £k

Jedes trigonometrische Polynom ¢t € T, lasst sich folgendermafien darstellen:

t(z) = Z c et = Z d ug(x)

k=—n k=—n

mit Koeflizienten d;, = v/27 ¢, aus C.
Mit dieser Notation gilt nun:
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Satz 12.2. Sei f: [—m,m| — C eine R-integrierbare Funktion. Die n-te Partialsumme s,
der Fourier-Reihe von f hat dann folgende spezielle Darstellung:

n

sal@) = 37 (o) wil)

k=—n

Beweis. Es gilt
T . 1
(f up) = ﬂwwg@““ Ner ﬂ)_mdﬁzV%q, (12.7)

fiir die Fourier-Koeffizienten ¢, gegeben durch (12.4). Also

1 . .
(fyur) ug(x) = V2w ¢y, ekt = ¢ e,
V2T

]

Wir bestimmen nun jenes trigonometrisches Polynom t* € T),, das den geringsten L>-
Abstand zu f besitzt, d.h.:

If = t]ls < ||f —t]]2 fiir alle t € T,.
Fiir ein beliebiges trigonometrisches Polynom

k=—n

aus T, folgt

If—tls=(f—t.f—t)={f. ) = (f,t) = (&, [) + (&, 1)
Nun gilt:

:<f,zdkuk> ST o h) =T = 3 AT

k=—n k=—n k=—n

und

t t> = < Z dk Ug, Z dg Ug> = Z Z dkd_g <uk,u5> = Z |dk‘2 (12.8)

k=—n {=—n k=—nft=—n k=—n
Also
It = (f)+ 3 [ () — e o) + ]
k=—n
Z [(fun) P+ Z [ frun)] d_k(f,uk>—dk(f,uk>+|dk|2]
k=—n k=—n
k=—n k=—n
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Man sieht unmittelbar, dass der Abstand genau dann am kleinsten ist, wenn gilt
dp = (f,uy) firallek=—n,... n.

Der minimale Abstand wird also fiir die Funktion ¢* € T,,, gegeben durch

n

t(x) = Y (f ) w(w) = sa(2),

k=—n

angenommen. Also ist t* die n-te Partialsumme s, € T,, der Fourier-Reihe von f. Damit
haben wir den ersten Teil des folgenden Satzes bewiesen:

Satz 12.3. Sei f: [—7, 1] — R R-integrierbar. Dann gilt fiir die n-te Partialsumme s,
der Fourier-Rethe von f:

1. s, ist die beste Approzimation von f in T,: ||f — sulle < ||f —t||2  fir allet € T,.
sp st das einzige FElement aus T,, mit dieser Eigenschaft.

2. Nsall3 + 1L = sall = fI3 (Besselsche Gleichung)

3. (f — sn,t) =0 fir allet € T,,.

4 lsnlld = S [, w) 2 < I (Besselsche Ungleichung)
Beweis. Aus (12.8) folgt mit dy, = (f, u):

||Sn||2 - Snasn Z | f uk:

k=—n

Aus (12.9) folgt dann sofort der zweite Teil des Satzes.
Zum dritten Teil: Es geniigt, die Aussage fiir ¢t = vy mit —n < ¢ < n zu zeigen:

(f = 50, ue) <f Z [y ug uk,ue> = (foue) = > (fyun) (e, up)

k=—n k=—n
- <f,Ug> - <f7u€> =0.
Die Besselsche Ungleichung folgt direkt aus der Besselschen Gleichung. O

Aus (12.7) folgt sofort:

lsallz =27 Y lenl?
k=—n
mit den Fourier-Koeffizienten ¢, gegeben durch (12.4).
Vollig analoge Aussagen lassen sich aus den obigen Aussagen oder direkt auch fiir die
Form (12.5) einer Fourier-Reihe ableiten: Die Menge der Funktionen

1 1 I . 1 .
——,—= COSZ, —= SINZ,..., ——= COSNT, — SINNT
{\/27? VT N NG N }
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ist ein Orthonormalsystem beziiglich dem L2-Produkt und es gilt zusitzlich die Darstellung

1 n
Isul? =7 5 laol” + > (lax|” + |bx]*)
k=1

mit den Fourier-Koeffizienten ay, by, gegeben durch (12.5).

12.3 L’-Konvergenz von Fourier-Reihen

Wir betrachten das Cauchy-Kriterium fiir eine trigonometrische Reihe

Es gilt fiir alle m > n € N:

lom—salls =11 > dew| = > |l

n+1<|k|<m 9 n+1<|k|I<m
Damit folgt sofort der erste Teil des folgenden Satzes:
Satz 12.4. 1. FEine trigonometrische Reihe
($n(2))neno = Z dr un ().
erfillt genau dann das Cauchy-Kriterium, wenn
> o]’ < 0 (12.10)

n=—oo

2. Die Fourier-Reihe einer R-integrierbaren Funktion erfillt das Cauchy-Kriterium.

Beweis. Der 2. Teil folgt sofort aus dem 1. Teil fir d, = (f,u) und der Besselschen
Ungleichung;:

D Wfud = lsally < N£115-

k=—n
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Die Bedingung (12.10) lasst sich natiirlich auch mit Hilfe der Koffizienten ¢, oder a,, b,
einer trigonometrischen Reihe formulieren:

i |d,|? =27 i len|* =7 |T i lan|? 4 |ba]?) | < 00

n—=—oo n=-—o00

Sei R[—m,m| die Menge aller auf dem Intervall [—m, 7] R-integrierbaren Funktionen.
Es lédsst sich zeigen (ohne Beweis), dass es fiir trigonometrische Reihen, die das Cauchy-
Kriterium erfiillen, eine Grenzfunktion s gibt, also

lim ||s, — s|l2 =0.
n—oo

Schreibweise: s, L—2> s.

Allerdings muss s nicht notwendigerweise in R[—m, 7| liegen. Das erfordert eine Erwei-
terung des Integralbegriffs (von Riemann-Integrierbarkeit zu Lebesgue-Integrierbarkeit),
um die L2-Norm auch fiir solche Grenzfunktionen bzw. fiir den Fehler s,, — s zur Verfiigung
zu haben. Die Menge aller méglichen Grenzfunktionen beziiglich der L?-Norm von Cauchy-
Folgen in R[—m, 7] bezeichnet man mit L?(—m, 7). Sie umfasst alle R-integrierbare Funk-
tionen:

R[-n, 7] C L*(—m, 7).

Die Situation ist vergleichbar mit der Situation der Zahlenmengen @ und R: Cauchy-Folgen
in Q konvergieren, der Grenzwert liegt aber nicht notwendigerweise in Q, jedenfalls aber in
der groBeren Menge R. R nennt man auch die Vervollstdndigung von Q. In gleicher Weise
ist L?(—m, ) die Vervollstindigung von R[—m, 7| (beziiglich der L>-Norm).

Fiir Fourier-Reihen einer Funktion f € R[—m, 7] kann man zeigen, dass f eine Grenz-
funktion ist:

Satz 12.5. Sei f € R[—m, m|. Dann konvergiert die Fourier-Reihe von f in der L*-Norm
gegen f.

Wichtige Folgerungen:
Satz 12.6. Fir alle f,g € R[—n, x| gelten

1. die verallgemeinerte Parsevalsche Gleichung:

o0

(f9) =D (frun) (g, un)

n=—oo

2. und die Parsevalsche Gleichung:

1= 1wl

n=—oo
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Beweis. Seien s, und t,, die Partialsummmen der Fourier-Reihen von f und g. Also

k=—n k=—n

Wegen der Orthonormalitéat folgt sofort

Andererseits gilt:

[(snytn) = (Fs ) = Ksn = [rtn) + (frta — @) < llsn = Fll2lltnllz + (£ 12l — gl
< llsn = fli2llgllz + [ fll2lltn = gllz — 0.

Die Parsevalsche Gleichung folgt aus der verallgemeinerten Parsevalschen Gleichung fiir

g=1r. O

Die Parsevalschen Gleichungen lassen sich natiirlich auch mit Hilfe der Koffizienten ¢,
oder a,, b, der Fourier-Reihe von f und den entspechenden Koeffizienten ~, oder «,, 8,
der Fourier-Reihe von g formulieren:

2

|0l0|2 -
e (laal + )|
n=1

(f,g) =27 Z CnYn =T [aoao +Z(ana_n+bna)] ,
n=1

n=—oo

Ifl3=2m Y Jeal =7

n=—oo

Differentiation und Integration von Fourier-Reihen

Satz 12.7. Seien f,g € R[—n,n| und sei (S,)nen, die Fourier-Reihe von f. Dann gilt:

lim (s,, 9) = (f, 9).

n—oo

Beweis. Es gilt:
[(sn,9) = (9| < llsn = fll2llgll2 — 0.

Es darf also Integration und Summation vertauscht werden:

/ [Z cnei’“] g(x) dr = lim Z ck/ e*g(x) da.
o n—00 P o

n=—0oo

Zur Vertauschung von Differentiation und Summation gilt:
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Satz 12.8. Sei

o0
E Cn eznx

n=—oo

die Fourier-Reihe der stetig differenzierbaren Funktion f mit f(—m) = f(w). Dann erhdlt
man die Fourier-Reihe von [’ durch termweises Differenzieren:

Beweis. Fiir die Fourier-Koeffizienten ¢/, von f” gilt:

™

®

/ 1 /ﬂ- ! —inx _ 1 —inx
=g [ S @ de= oS

1 [" -
N mx d — N -
75—1——27T /_7r f(z)ine r=1inc

]

Vollig analoge Aussagen lassen sich aus den obigen Aussagen oder direkt auch fiir die
Form (12.5) einer Fourier-Reihe ableiten:
Sei

% + ;(an cosnz + b, sinnz)

die Fourier-Reihe der stetig differenzierbaren Funktion f: [—7, 7] — Rmit f(—7n) = f(n).
Dann erhilt man die Fourier-Reihe von f’ durch termweises Differenzieren:

o0
Z(nbn COSNT — Nay, sinn).

n=1

Kommentare zur punktweisen Konvergenz von Fourier-Reihen

Die Untersuchung der punktweisen Konvergenz von Fourier-Reihen ist wesentlich kompli-
zierter. Ohne Beweis werden zwei typische Resultate erwihnt:

Satz 12.9. Sei (sp)nen, die Fourier-Reihe einer Funktion f € R[—n,x|. Dann gilt:
f(x) = lim s,(z) fir alle x € [a,b] \ N

n—oo

wobet N eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Zur Erinnerung: Eine Menge N C R heifit eine Lebesgue-Nullmenge, falls es zu jedem
e > 0 Intervalle I,,, n € N gibt mit

N C [j]n und i|fn|<e.
n=1 n=1

Fiir die Formulierung des néchsten Satzes benétigen wir die folgenden Begriffe:
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Definition 12.3. o Fine Funktion f: R — C heifit 2m-periodisch, falls

flz+2m) = f(z) firallex €R.

e [ine Funktion f: a,b] — C heif§t stickweise stetig differenzierbar, falls es eine

Zerlequng Z = {xo,1,...,x,} von |a,b] gibt, sodass f auf jedem offenen Intervall
(xp_1,xy) stetig differenzierbar ist und alle einseitigen Grenzwerte der Funktion f
und threr stiickweisen Ableitung in xo, x1, ..., T, existieren.

Es gilt nun:

Satz 12.10. Sei f: R — C eine 2w-periodische Funktion, die auf dem Intervall [—m, 7]
stiickweise stetig differenzierbar ist. Dann konvergiert die Fourier-Reihe von f fir alle
x € R gegen die Grenzfunktion s mit

s(x) =+ | m f(y)+ lm f()

2 |y—z— y—rxr+

12.4 Anwendungen von Fourier-Reihen
Mit Hilfe von Fourier-Reihen lassen sich Differentialgleichungsprobleme 16sen.
Beispiel: Ungedidmpfte Schwingung mit periodischer Anregung
Wir suchen nach periodischen Losungen der Differentialgleichung
ma” (t) + kx(t) = F(t)

mit einer periodischer Anregung F'(t) der Periode T'. Durch eine einfache Substitution
t= % wird die urspriingliche Periodenlédnge T beziiglich ¢ auf den Wert 27 beziiglich der
neuen Variablen ¢ transformiert. Fiir die entsprechend transformierte Funktion

T _
T(t) = x(t) = —
o) = () = ( 5-7)
erhdlt man dann die transformierte Differentialgleichung;:

_ T |k
7(1)" 72715: 7 it o= a2
B0+ a3 a0 = @) mit o=/

und der 27-periodischen Funktion
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Zur Vereinfachung der Notation ersetzen wir in der weiteren Diskussion die Gréflen ¢, 7,
Wy, f durch t, x, wy, f. Wir suchen also nach einer 27-periodischen Lésung von

z(t)" + wj x(t) = f(t),

wobei f eine 2w-periodische Funktion ist.
Die Funktion f lésst sich als Fourier-Reihe darstellen

> . 1 [ .
t) = . int it = — t —int dt.
f(t) Zce mit ¢ 27r/_ﬂf()€

n=—0oo

Fiir die gesuchte Losung x(t) machen wir einen Ansatz mit Hilfe einer Fourier-Reihe:

x(t) = i dpe™

n=—oo

mit noch unbekannten Koeffizienten d,,. Die Koeffizienten erhalt man, wenn man diesen
Ansatz in die Differentialgleichung einsetzt, die Rechenregeln fiir das Differenzieren von
Fourier-Reihen beriicksichtigt und termweise vergleicht:

Cn

N2 2
dn dn — Cn, 1 dn - .
(in)* d,, + wp Cn, also G

Wir erhalten somit die periodische Losung in Form einer Fourier-Reihe, falls wy ¢ N:

[e.9] [e.9]

Cn . Co 1 . .

z(t) = E : 2 26mt =37 § : 2 2 [Cnemt e mq

wyg — N W, wy — N
n=—oc 0 0 n=1 0

o
Qo

1 .
= 2_wg +;W la, cosnt + b, sinnt]

1 [ [
a, = — f(t)cosnt dt, b, =— / f(t)sinnt dt.
- T J-x

™

Beispiel: Wirmeleitgleichung
Wir suchen nach einer Losung u(z,t) der Warmeleitgleichung

ou 0%u
E(x,t) = aw(a:,t) x € (0,m), t >0,

die die Randbedingungen
u(0,t) = u(m,t) ¢t>0

und die Anfangsbedingung
u(z,0) = ug(x)
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erfiillt. Setzt man die Anfangsbedingung kiinstlich auf [—, 7] durch

fii 0
(s, 0) = uo(x) 311" x>
—ug(—1x) fir x <0

fort und sucht nach einer Losung dieses Problems, das beziiglich x 27-periodisch und
ungerade ist, dann ist die Einschrinkung dieser Loésung auf den urspriinglichen Bereich
[0, 7] eine Losung des urspriinglichen Problems.

Die (fortgesetzte) Funktion ug(x) ldsst sich als reine Sinusreihe darstellen:

o0 2 T
up(z) = E b, sinnx mit b, = —/O up(z) sinnz du.
n=1

™

Fiir die gesuchte Losung w(z,t) machen wir einen Ansatz als reine Sinusreihe

u(z,t) = Z d,(t) sinnz
n=1

mit noch unbekannten Koeffizienten d,,(t). Die Koeffizienten erhilt man, wenn man diesen
Ansatz in die Differentialgleichung einsetzt, die Rechenregeln fiir das Differenzieren von
Fourier-Reihen beriicksichtigt und termweise vergleicht:

dn(t) = —an*d,(t).

Die Anfangsbedingung liefert:
Also
Wir erhalten somit die Losung

o
2 ™
u(z,t) = an e~ !sinnz mit b, = —/ uo(x) sinnzx dx.
T Jo
n=1
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Kapitel 13

Fourier- und Laplace-Transformation

13.1 Fourier-Transformation fiir periodische Funktio-
nen

Wir fassen die Erkenntnisse iiber Fourier-Reihen in komplexer Schreibweise zusammen:
Fir f € R[—m, 7] gilt

) . 1 - '
_ . inx it = —ny g ,
f(x) E Cn € mit ¢ Py /_7r f(y)e y

n=—oo

wobei das Gleichheitszeichen im Sinne der L2-Konvergenz zu verstehen ist. Wir konnen f
und ihre Fourier-Reihe auch als 27-periodische Funktionen mit Definitionsbereich R be-
trachten und kénnen somit jede 2m-periodische Funktion, deren Einschrinkung auf [—7, 7]
in R[—m, | liegt, in eine Fourier-Reihe entwickeln.

Wir fithren nun eine leicht verénderte Schreibweise fiir Fourier-Reihen ein:

f@) =52 Y Fwem mit fn) = [ e (13.1)

n=—oo

Wir diskutieren die beiden Formeln in (13.1) zunéchst getrennt:

Durch die zweite Formel in (13.1) wird der Funktion f € R[—m, ] eine Folge f =
(f(n))nez iiber der Indexmenge Z (statt wie bisher N) zugeordnet. Diese Zuordnung (Ab-
bildung) heifit die Fourier-Transformation.

Die erste Formel in (13.1) ordnet einer Folge f = (f(n))nez eine Funktion als Grenzwert
der entsprechenden trigonometrischen Reihe im Sinne der L?-Norm zu. Diese Zuordnung
heifit die Fourier-Riicktransformation.

Fir f € R[—m, ] wissen wir, dass f Grenzwert seiner Fourier-Reihe ist, dass also die
Fourier-Riicktransformation f zuriickliefert. Das bedeutet, dass die Fourier-Riicktransfor-
mation die Inverse der Fourier-Transformation ist.
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Mit dieser neuen Notation lautet die Parsevalsche Gleichung:

T i 1 o A
2 3. 2 2
[ @R de =2 Y el = 5o 3 i <
Definition 13.1. Die Menge aller Funktionen a: Z — C mit
> Jamn)|? < o

wird mit (*(Z) bezeichnet. Das €*-Produkt und die (*>-Norm sind folgendermafen gegeben:

Y la(n)P?

n=—oo

oo

<a7b>€2 = Z a(n) 'm’ |a|€2 =V <a7a>€2 =

n=—oo

Mit dieser Definition und der Parsevalschen Gleichung wird f = (f(n))nez eine Folge
in (*(Z). Die Fourier-Transformation wird zur Abbildung

FiRlemal — @) wit F() = f = Fhess |70 = [ ) dy

und die Fourier-Riicktransformation ist ihre Inverse:

FU F(R-m 7)) € 6(Z) — Rl-mx] mit | F () =— 3 fn)em

Man sieht sofort, dass F und damit auch ihre Umkehrabbildung linear sind:

Flaf+bg)=aF(f)+bF(g)

Die Parsevalsche Gleichung und die verallgemeinerte Parsevalsche Gleichung lauten nun:

1

1£1Z2 = % IZHNE| wmd (f,g)r2 = o (F(f), Fl9)e

Zur Notation: Die L2-Norm und das L?-Produkt zur besseren Unterscheidbarkeit von der
¢>-Norm und dem ¢*-Produkt von nun an mit ||.|[z2 und {.,.);2 bezeichnet.

Eine besonders wichtige weitere Eigenschaft betrifft die Fourier-Transformation der
Ableitung f’. Fiir den Fall, dass f stetig differenzierbar und f(—m) = f(7) gilt, also f
2m-periodisch ist, gilt (siehe Satz 12.8):

f(z) = Z d e™ mit ¢, =inc,



Also

f'(n) = _C:z = %ZTL Cp = 1N f(n)

D.h.:

F(f)(n) = inF(f)(n)
Entsprechend folgt fiir hohere Ableitungen

F(f™)(n) = (in)* F(f)(n)

Einige weitere einfache Rechenregeln:
Satz 13.1. Sei [ eine 2n-periodische Funktion, die auf [—m, 7] R-integrierbar ist.

1. Sei xy € R. Dann ist die Funktion h mit h(x) = f(x — xo) ebenfalls 2m-periodisch
und es gilt:

h(n) = e~ f(n).

2. Seing € Z. Dann ist die Funktion h mit h(x) = ™" f(x) ebenfalls 2m-periodisch und
es qilt:

~

h(n) = f(n — no)

Beweis. Zu 1.

~ ™ . T—X( ) . T—20 .
h(n) = / flx —x) e ™™ dx = / f(y) e~y +eo) dy = e~ / Fly)e ™ dy
- —T—x0 —r—ap
Nun gilt:
T 1 o . ™ . T™—20
/ fly)e ™ dy = / fy)e™ dy + / Fly)e ™ dy + / Fy) e ™ dy
—T—X0 —T—x0 . -
und (wegen der 27-Periodizitét)

/_7T fly)e ™ dy = /7r fly)e ™ dy = — /ﬂxo fly)e ™ dy

T—Z0 T—T0 s

Beispiele

e Sei a € R und f 27-periodisch. Dann ist g(x) = f(z + a) + f(z — a) ebenfalls
2m-periodisch und es gilt:

~

g(n) = ei"“f(n) + e”'"“]/“\(n) = 2cos(an) f(n). (13.2)
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e Sei F(z) eine Stammfunktion der 27-periodischen Funktion f. Dann ist G(z) =
F(z +a) — F(zr — a) mit a € R ebenfalls 27-periodisch und es gilt wegen G'(x) =

flx+a)— f(x—a):
e f(n) — e~ f(n) = G'(n) = inG(n)

also

f(n) (13.3)

Ein weiterer wichtiger Satz:

Satz 13.2. Seien f und g 2m-periodische Funktionen, die auf [—m,w| R-integrierbar sind.
Dann ist auch die Faltung f % g, gegeben durch

Feo)e) =5 [ f)gla =) dy

2m-periodische Funktion und es gilt:

—

Fea(n) = o= Fn) - 4(n).

Beweis.
1 " " —in
=5 fy)g(x —y) dye ™" dx
L T

5 [ ([ ate e ) ay

Die Behauptung folgt dann sofort aus

T ) T—y ' p- ‘
/ g(z —y) e~ n(@=y) 1. _/ g(z)e ™ dz _/ g(2) e~ dz

- —T—y -

Anwendung: Periodische Losungen der Wellengleichung

Wir suchen eine Losung u(z, t) der Wellengleichung

0?u 2 0%u

w(%t) 97 ——(x,t)
die die Anfangsbedingungen

ou

u(z,0) = up(), E

(x,0) = vo(x)
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fiir gegebene 2m-periodische Funktionen wug(x) und wvg(x) erfiillt, und die beziiglich = 27-
periodisch ist.

Wir gehen genauso vor wie bei der Warmeleitgleichung: Fiir u(z,t) wird eine Fourier-
Reihe als Ansatz gewéhlt. Diese Fourier-Reihe wird in der Differentialgleichung und den
Anfangsbedingungen eingesetzt und termweise verglichen. Das entspricht genau der Anwen-
dung der Fourier-Transformation auf die Differentialgleichung und die Anfangsbedingungen
und fiithrt auf die folgenden Bedingungen an die Fourier-Transformation a(n,t):
Transformierte Wellengleichung:

%(n, H=F (%(., t)) (n) =F (8 %(., t)> (n) = (in)°c a(n, ) = —n*c*a(n, 1)

Transformierte Anfangsbedingungen:

a(n,0) = F (u(.,0)) (n) = F (ug) (n) =|up(n) = / uo(z) e dx

G000 = F (G0} =7 @) () =) = [ (o) do

Allgemeine Losung der obigen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung fiir a(n, t):
u(n,t) = Ci(n) cos(nct) + Ca(n) sin(nct)

Wegen o
u(n,0) = Ci(n) = to(n), 8_7:(”’0) = ncCy(n) = Ug(n)

erhélt man aus den Anfangsbedingungen die spezielle Losung:

-~ to(n)

a(n,t) = tg(n) cos(net) + -

sin(nct)

Damit sind die Fourier-Koeffizienten berechnet. Die Konstruktion der Losung aus den
Koeffizienten ihrer Fourier-Reihe entspricht genau der Fourier-Riicktransformation und
wir erhalten die Losung

u(z,t) = % Z {qu(n) cos(nct) + {)Bn(:)

n=—oo

sin(nct) | ™

Bei diesem Beispiel ldsst sich die Losung wesentlich einfacher darstellen. Dazu benutzen
wir die Rechenregeln der Fourier-Transformation. Wegen (13.2) und (13.3) gilt:

tp(n) cos(nct) = g(n,t) mit g(z,t) = % (uo(x + ct) + uo(z — ct))
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llIld R x+ct
%o(n) sin(nct) = @(n, t) mit G(x,t) = i/ vo(y) dy

nc 2¢ )yt

Somit erhalten wir die folgende Darstellung der Losung (d’Alembert):

1

1 x+ct
u(z,t) = 5 [uo(x + ct) + uo(z — ct)} + % / vo(y) dy
r—ct

13.2 Die kontinuierliche Fourier-Transformation

Wir betrachten nun nicht notwendig periodische Funktionen f: R — C und fiihren analog
zum periodischen Fall die folgende Transformation ein:

F()(w) = / T @)e o dr fir weR

fiir den Fall, dass das uneigentliche Integral fiir alle w € R existiert.
Schreibweise: F(f)(w) = f(w).

Beispiele

e Rationale Funktionen:

[un

flz) = e f(w) =2’

Die Fourier-Riicktransformation wird folgendermaflen eingefiihrt:

fl(f)(x):%/_oo f(w)e™ dw fir zeR

fiir den Fall, dass das uneigentliche Integral fiir alle x € R existiert.
Satz 13.3. Fualls die Integrale existieren, gilt fir f = F(f): F‘l(f) =f.

Beweisidee. Zu zeigen:

[t [ [ oo

_ /Z UZ fly)e @ dy} dw = 2 f(x)
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Direkte Anwendung des Satzes von Fubini ist nicht moglich, da f(y)e'*@~¥) als Funktion
von y und w kein endliches Integral iiber R x R besitzt.
Trick:

e—0 oo

/OO f(w)e? dw = lim h fw)e“Td(ew) dw mit  G(&) = e’g

Aus dem Satz von Fubini und der Substitution z = y — x folgt:

[ rrscrase [ [ s ] o

- [T e moe a] a= [ stara|[ s al a

Es gilt:

@¢<z> Vor 22

> , 1 [ . 1 -
| e ao= [ageiitas=26(2) = o (2) = ek
=27m0.(z) mit I.(z) = ! e‘%
eV 2w
Daher - .
/ Flw)e™? p(ew) dw:27r/ fla+2)0.(2) dz
und somit

/_C: fw)el®? dw = ll_r)r(l)/:; Fw)e“? plew) dw = 27 ll_r}(l)/_(: flx+ 2)0.(2) dz =27 f(x)
UJ

Wichtige Identitéiten:

Satz 13.4. Fulls die Integrale existieren, gilt:

| t@h) o= [ fen)

oo

Verallgemeinerte Parsevalsche Gleichung:

| t@a@ dr= o [ )i @

Parsevalsche Gleichung:

| P =5 [ @
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Beweis. Zu 1.:

/ flo dx—/if(x) (/Zh(w)e—m dw) dz
[ ([ s@et o)y o= [~ o) ao

1 - ~ WL 1 - —iWT 1 =
oa) = 5= | o) do, also o) = oo [ Gl do = o),
s 2

e 2m

Zu 2.:

Also gilt fiir h(w) = §(w): h(z) = 27 g(x). Die verallgemeinerte Parsevalsche Gleichung
folgt dann aus der ersten Identitét fir h(w) = g(w). Die Parsevalsche Gleichung folgt aus
der verallgemeinerten Parsevalschen Gleichung fiir f = g.

]

Es gelten analoge Rechenregeln wie fiir die Fourier-Transformation fiir periodische
Funktionen:

o Flaf+bg)=aF(f)+bF(g)
o F(f)w) =iw F(f)(w)

o F(f®)(w) = (iw)* F(f)(w)

o F(fxg)=F(f) Flg) mit (f*g)(x)= [ f(y —y) dy (Faltung)
o Fiir h(z) = f(z — m) gilt: h(w) = e f(w)
-mmmzwwm@ww>ﬂww@
e Fiir h(z) = f(cz) gilt: h(w ( )

Anwendung: Losungen der Wellengleichung

Wellengleichung;:
0*u 2 P*u

9 —(x,t) = @(x, t)

Anfangsbedingung:
ou
u(z,0) = uo(x), E(%O) = vo ()

Basierend auf den analogen Rechenregeln erhélt man auf vollig gleiche Weise die folgende
Losung (d’Alembert)

1 xr4ct
u(z,t) = 5 [uo(x + ct) + up(x — ct)} + % / vo(y) dy
x—ct
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Anwendung: Losungen der Wirmeleitungsgleichung
Wiérmeleitungsgleichung:
ou (2.1) 0%u (2.1)
—(z,t) =a—(x
ot ox2’

Anfangsbedingung:
u(x,0) = ug(x)

Transformierte Warmeleitungsgleichung;:

%(w,t} =a (iw)? t(w,t) = —aw? a(w,t)

Transformierte Anfangsbedingung;:
i(w,0) = do(w)

Losung:
~ _ ~ ~ . ~ —aw?
iw,t) = Golw) - e = Gyfw) - lw,t) mit Glw,t) = e,

1 oo
t) = — i(w, 1) e d
Es gilt:
1 w2 1
F e_%”’z — e 2z und daher F: 6—%(@@)2 = —e 22

Mit 5> = at, also ¢ = \/% erhiilt man
1 a2 —aw?t 1 a2 —aw?t ~
F: e 1t — V2ate und daher F: et > e = g(w, )
27 dart
Also
(0.0) = ——— e~
x’ = a
g damt
und daher
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13.3 Die Laplace-Transformation

Fiir eine Funktion f: [0, 00) — C fithrt man die Laplace-Transformation folgendermafien
ein:

L) = [ e gty o

0

fiir jene s € C, fiir die das Integral

R

/ h e " f(t) dt = lim e f(t) dt (13.4)
0 R—o0 0

existiert.

Schreibweise: L(f)(s) = F(s).

Beispiele:

[e.9]

L4 f(t) =1: F(S) = fooo et dt = _%e_st

:%ﬁere3>0.
0

o f(t)=1t: F(s)= [ et dt =—1(e 1) ‘:O + 1 [T et dt = 5 fiir Res > 0.

o f(t)=5: F(s) = - fiir Res > 0.
o f(t)y=e" F(s)= [Te et dt = [T e 79" dt = L fiir Res > Rec.

o f(t)=cosat = (" +e ) mita € R: F(s) =5 (- + Sjm) = .z fiir Res > 0.
o f(t)=sinat = 5 (¢ —e ) mita € R: F(s) = 5 (25 — 52) = sz fiir Res > 0,

Existenz:

Satz 13.5. Fualls der Grenzwert in (13.4) fir so € C existiert, ezistiert der Grenzwert in
(13.4) auch fir s € C mit Res > Re sp.

Das folgt im Wesentlichen aus folgender Darstellung, die man mit Hilfe der partiellen
Integration erhélt:

R R
/ e St f(t) dt = / e~ (870t gm0t £(1) dt
0 0
R R t
= ¢ (TR / et f(t) dt + (s — so) / e~ ()t [ / e " f(u) du} dt
0 0 0

Damit gibt es nur drei Moglichkeiten fiir den Definitionsbereich von F'(s):

1. F(s) existiert fur kein s € C.
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2. F(s) existiert fiir alle s € C.
3. Es gibt ein sy € R, sodass F(s) fiir alle s € C mit Res > sy existiert und fiir alle

s € C mit Re s < s¢ nicht existiert. s¢ heifit Konvergenzabszisse von F'(s).

Zusammenhang mit der Fourier-Transformation:
Sei f:[0,00) — C und sei f: R — C durch

_ f(t) fallst >0
0 falls t < 0

gegeben, dann gilt offensichtlich
F(s) = / e St F(t) dt

Sei sy die Konvergenzabszisse von F'(s): Dann existiert F'(y+iw) fiir alle v > sp und w € R
und wir erhalten:

LNy +iw) = Fly +iw) = / e+ F(1) dt = / e F(t) et dt = F(F,)(w)
mit B B
ft) =e" f(1).
Laplace-Riicktransformation:
Fiir v > sp und ¢t > 0 gilt:
_ et o0 . 1 o0 .
fty=e"f,(t)= 2—/ F(y +iw) e dw = 2—/ F(y 4 iw) e dy
T J_oo T ) oo

oder, kurz mit Hilfe des komplexen Kurvenintegrals:

Y4400
f(t) = L/ F(s)e ds

2T ) ino

Weitere wichtige Eigenschaften der Laplace-Transformation:
Llaf+bg)=aLl(f)+bL(g)
(f)(s) = sL(f)(s) — f(0)
L(fW)(s) =" L(f)(s) - if;é FO0) s
L(f*g)=L(f)-L(g) mit ( = Jy f(w) g(t — ) du (Faltung)
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o Fiir h(t) = f(ct) gilt: H(s) = ﬁF (%)
o Fiir h(t) = f(t —to) gilt: H(s) = e ™5F(s)
o Fiir h(t) = e f(t) gilt: H(s) = F(s — sp)
Anwendung: Anfangswertproblemen linearer Differentialgleichungen mit kon-

stanten Koeflizienten

Differentialgleichung;:

any™ () + ...+ ay (t) + aoy(t) = f(t)

Anfangsbedingung
y(0) =co, ' (0) =c1,..., y"(0) = ¢y,

Losungsstrategie:

e Durch Ubergang von y(t) zur Laplace-Transformierten Y (s) entsteht aus Differenti-
algleichung und Anfangsbedingungen eine algebraische Gleichung fiir Y(s).

e Mit Hilfe der Laplace-Riicktransformation erhélt man die gesuchte Losung y(t) =

LHY)(D).

Beispiel: Anfangswertproblem

y'(t) = 20/(t) +y(t) = f(t), w(0)=1, ¥(0)=-L
Laplace-Transformation:

Y (5) - ¢/ (0) — sy(0) — 2(sY (s) — y(0)) + Y (s) = F(s)

also:
(s—1)*Y(s)=F(s) +s5—3
und daher F(s) .3
Y(s) = Go12 o) = F(s)-G(s)+ H(s)
mit
G(s) = (S_11)2 und  H(s) = (88:13)2

Laplace-Riicktransformation:
y(t) = (f*g)(t) +h(t) mit g(t) =L7H(G)(t) und A(t) =L (H)(t)
Aus den Beispielen und den Rechenregeln der Laplace-Transformation erhélt man sofort
g(t) = €'t
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Aus der Partialbruchzerlegung von H(s)

s—3 A B

_ it A=—1 und B=—2
G-1P s—1 (=12 ™ n

H(s) =
folgt ebenfalls den Beispielen und den Rechenregeln
h(t) =e"-1—2e't = (1 — 2t)e.

Die Losung lautet daher:

y(t) = /Ot flu) (t —u)e™ du+ (1 — 2t)e’

Fiir allgemeinere Probleme dieser Art benotigt man die Laplace-Riicktransformation von
rationalen Funktionen. Strategie: Partialbruchzerlegung

Anwendung: Regelungstheorie

Beispiel: Lineares zeitinvariante System:

() =ax(t)+bu(t), z(0)=0
y(t) = cx(t) + du(t)

Laplace-Transformation:

Also

und daher

Es gilt
be

sS—a

G(s) = Go(s) +d mit Gy(s) =

und daher
Y (s) = Go(s)-U(s)+d-U(s).
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Laplace-Riicktransformation:

y(t) = (go * u)(t) + du(t) = /Ot go(t — 7Y u(r) dr + du(t)
mit
go(t) = L7HGo)(t) = bce™.
Also:
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