Mathematische Modelle in der Technik WS 2009/2010

Priifungsfragen und Priifungsaufgaben

Fragen 1 - 19:

1. Modellieren Sie ein 6rtlich eindimensionales, stationéres Wirmeleitproblem (Integralbi-
lanzformulierung, differentielle Form, Randbedingungen, Interfacebedingungen) !

2. Modellieren Sie ein ortlich dreidimensionales, stationéires Wirmeleitproblem (Integral-
bilanzformulierung, differentielle Form, Randbedingungen, Interfacebedingungen) !

3. Modellieren Sie ein ortlich eindimensionales, instationidres Wérmeleitproblem (Integral-
bilanzformulierung, differentielle Form, Anfangs- und Randbedingungen, Interfacebe-
dingungen) !

4. Modellieren Sie ein ortlich dreidimensionales, instationéires Wérmeleitproblem (Inte-
gralbilanzformulierung, differentielle Form, Anfangs- und Randbedingungen, Interface-
bedingungen) !

5. Modellieren Sie ein ortlich dreidimensionales, instationidres Warmeleit-Wéarmetransport-
Problem (Integralbilanzformulierung, differentielle Form, Anfangs- und Randbedingun-
gen, Interfacebedingungen) !

6. Modellieren Sie den Zugstab im statischen und im dynamischen Fall !

7. Beschreiben Sie den Spannungszustand in einem belasteten Korper im Gleichgewicht
(totale Spannung, Spannungstensor, Kugeltensor, Deviator, Transformationsformel, Normal-
und Tangentialspannung, Hauptspannungen, Invarianten des Spannungstensors) !

8. Leiten Sie die beschreibenden Gleichungen des statischen und dynamischen Kréfte- und
Momentengleichgewichts her !

9. Beschreiben Sie den Verzerrungszustand (Greenscher Verzerrungstensor, Cauchyscher
Verzerrungstensor) | Welche geometrische Interpretation kann man den Komponenten
des Verzerrungstensors geben ?

10. Leiten Sie die LAMEschen Gleichungen aus dem Kriifte- und Momentengleichgewicht
(Kinetik), den geometrischen Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen (Kinematik) und
dem HOOKEschen Gesetz (0i; = Aegidi; + 2pue;;) fiir isotrope, homogene Materialien
im statischen Fall her ! Welche Randbedingungen sind moglich und was bedeuten sie
mechanisch ?

11. Leiten Sie die NAVIER-LAMEschen Gleichungen aus dem dynamischen Kréfte- und Mo-
mentengleichgewicht (Kinetik), den geometrischen Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen
(Kinematik) und dem HOOKEschen Gesetz (0;; = Aegxdij + 2pe;5) fiir isotrope, homo-
gene Materialien im dynamischen Fall her ! Welche Rand- und Anfangsbedingungen
sind moglich und was bedeuten sie mechanisch 7



12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

Was verstehen Sie unter einem ebenen Verzerrungszustand und unter einem ebenen
Spannungszustand 7 Leiten Sie die beschreibenden Gleichungen fiir isotrope, homogene
Materialien im statischen Fall her !

Was verstehenen Sie unter der Lagrangeschen und Eulerschen Beschreibungsweise 7

Geben Sie das Transport-Theorem an und beweisen Sie es im ortlich eindimensionalen
(d = 1) Fall ! Welche Anwendungen des Transport-Theorems haben Sie in der Vorlesung
kennengelernt ?

Leiten Sie die Kontinuitdtsgleichung und Bewegungsgleichungen aus dem Massenerhal-
tungssatz und dem Impulserhaltungssatz her !

Leiten Sie die Navier-Stokes-Gleichungen zur Beschreibung von inkompressiblen New-
tonschen Fluiden her ! Welche Rand- und Anfangsbedingungen kénnen Sie vorschrei-
ben ?

Was versteht man unter der Dimensionsanalyse und wie hiingt diese mit der Ahnlich-
keitstheorie zusammen ?

Elektromagnetische Felder werden durch die Maxwellschen Gleichungen

oD
1H = — 1
cur J + B (1)
divB = 0 (2)
B
curlE = _%t (3)
divD = p (4)
und die konstitutiven Beziehungen

B = pH+ poM (5)
D = ¢E+P (6)
J = oE+J; (7)

beschrieben. Geben Sie die integralen Formulierungen der Maxwellschen Gleichungen
an ! Leiten Sie die Vektorpotentialformulierung und die E-Feld-basierte Formulierung
her !

Welche speziellen elektromagnetischen Regime kennen Sie 7 Leiten Sie die beschrei-
benden Gleichungen fiir diese speziellen elektromagnetischen Regime aus den vollen
Maxwell-Gleichungen her !



Aufgaben 1 - 10:

1. Man zeige, dass

a)

lim / / / f(&1,62,83)dE3dsadr = f(xy, w2, 23)
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gilt, falls f € C(Q) , x = (xl,xg,a:g) €0,
b)
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Az
—o (&1, — 72,53) dézdé =
gilt, falls o € C1(Q).

2. Berechnen Sie analytisch das Temperaturfeld u(-) geméss der Wérmeleitgleichung (1.5)y
aus der Vorlesung fiir die Daten:
a=0,b=1,n€(0,1)fix,g=0,f=0,9,=1,9, = 0 und

M) = A1 = const >0 fiir x <n
"] A2 = const >0 fir x >n

mit 0 < A1 < Ag !
Fiihren Sie Parameterstudien mit dem Warmeleitkoeffizienten durch:

a) Ay — 0
b) Ag — o0
&) A

d) n —0 77—1

3. Bestimmen Sie die von einem (fixierten) Parameter y € (0,1) abhéngige Losung wu,(-)
der Randwertaufgabe (Wérmeleitproblem mit Punktquelle)

@) = B—y) we(0,1)  (f=1)
u(0) = wu(l) = 0,

und zeigen Sie, dass
/G’azy y)dy, z € [0,1]
mit G(z,y) := uy(z) die Randwertaufgabe

—u'(x) = f(z), z€(0,1),
u(0) = wu(l) = 0.



10.

. Die Bestimmung der Temperaturverteilung u(y) in einem homogenen (¢, p, A = const.),

mantelisolierten, warmequellenfreien, diinnen Draht der Linge [, der mit der Geschwin-
digkeit v bewegt wird, am linken Rand auf 1° C und rechten Rand auf 0° C gehalten
wird, fithrt nach Skalierung z = y/I auf das Randwertproblem (siehe Vorlesung)

—u"(z) + pu'(z) = 0, Vz € (0,1), uw(0) =1, u(1) = 0. (8)

Bestimmen Sie p = p(c, p, A\, v,1) = 7, 16sen Sie dann das Randwertproblem (8) analy-
tisch und diskutieren Sie das Verhalten der Losung fiir v — oo !

Sei u € C?(Qr), f € C(Qr), E € C1(0,¢) und ¢ € C(0,¢) mit Qr = (0,¢) x (0,T). Man
zeige, dass dann x*, z**, 2™ € (x1,x9) und t*, ", *** € (t1,t2) existieren, sodass die
integrale Form (2.8) aus der Vorlesung zur Gleichung

2
gtg(g;*,t*)g@*)mm = 9 B 2 ) AtAr + F@ ) AAT ()

oz oz
dquivalent ist.

Ein homogener Zugstab (p, E = const. > 0) werde zeitharmonisch erregt, d.h. f(x,t) =
f(z)exp(iwt) und g;(t) = g;exp(iwt), wobei w die Erregerfrequenz bezeichnet. Man
suche die periodischen Losungen und bestimme die kritischen Frequenzen (siehe auch
Folie 10, U 2.2 ) !

Schneiden Sie virtuell einen Wiirfel
A A A A A A
“Aa = oy = =t an+ ] x fee = =2+ =0 x s = s+ )
aus einem im Gleichgewicht befindlichen Koérper heraus und schreiben Sie das Kréfte-
gleichgewicht (z.B. in z;-Richtung) auf (siehe auch Folie 11, U 2.4 ) !

Man zeige, dass aus dem dynamischen Momentengleichgewicht (14) und aus dem dy-

dyn
namischen Kréftegleichgewicht (15) dyn 1 differentieller Form die Symmetrie des Span-
nungstensors folgt, d.h. (16)dyn (die Nummern beziehen sich auf die entsprechenden

Formelnummern in der Vorlesung) !

Man zeige, dass die linearisierten Verzerrungen e(v) = (g;;(v)), i,j = 1,2,3, einer
Verschiebungsfunktion v = (vi,vs,v3)7 € [C%(Q)]® genau dann verschwinden (also
g(v) = 0), wenn v € R eine (linearisierte) Starrkdérperverschiebung ist, wobei der Un-
terraum R := {v(z) =a x 2 +b: a,b € R3} durch die Vektoren

1 0 0 ) 0 T3
0 ) 1 ) 0 ) 1 ) —XI3 y 0
0 0 1 0 T2 —1

aufgespannt wird. Zeigen Sie weiters, dass sémtliche Verschiebungen v € R orientie-
rungserhaltend sind.

Hinweis: Zeigen, und verwenden Sie

92v; (z) = 0e(v)ij (z) + 0e(V) i (z) — 85@(2% ().

OJx; Oxy, - Oxg oz

Beweisen Sie das Transport-Theorem (Satz 3.1) fiir den Fall d = 1, d.h. die Formel

Po= [ e+ wn|w
w(t)




