2.4.2 Rundungsfehleranalyse

Ein Algorithmus zur Losung des Problems

y = ¢(v)

lasst sich in elementare Operationen (Operationen, die am Rechner zur Verfiigung stehen
und eine relative Genauigkeit von eps besitzen) zerlegen:

=20 z20 = 2@ s 2™ s gD =y

Die Abbildung, die das Zwischenergebnis x(*) auf y abbildet, wird mit 1) bezeichnet und
heifit Restabbildung, wobei s =1,2,...,r.

Beispiel: Ein moglicher Algorithmus zur Berechnung von

1
— @+ h) = f(@— )

ist durch folgende Einzelschritte gegeben:

Y

Algorithmus:
0. 20 =2
120 = £z — p)
2. 22 = f(z + h)
3. 23 = 4@ _ 1)
4. ™ = 20 /(2h)

Die dazugehorigen Restabbildungen lauten:

W (W) = [f(x+h) —2W]/(2h),
PP @®) = 2 = f(z = )]/ (2h),
¢(3)($(3)) — x(?’)/(gh).

Sowohl bei der Dateneingabe als auch bei der Ausfithrung einer elementaren Operation
entstehen Rundungsfehler. Dadurch erhélt man anstelle von y nur eine Ndhrung .

Nach der Fehlerformel (2.6) verfilschen Datenfehler Az das Endergebnis niherungs-
weise um den Beitrag ¢ (z) Az(©),

Bei der Berechnung des Zwischenergebnisses 2(®) fiir s = 1,2,...,7 entsteht ein neu-
er absoluter Fehler Az(®), der laut (2.6) zu einer Verfilschung des Endergebnisses um
niherungsweise (1)) (2()) Az fiihrt, wenn man annimmt, dass alle anderen Operatio-
nen exakt ausgefiihrt werden.

SchlieBlich entsteht noch ein weiterer Fehler Azt bei der letzten elementaren Ope-
ration.
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In erster Ordnung ist es gerechtfertigt, den Gesamteinfluss der einzelnen Rundungsfehler
durch die Addition der oben beschriebenen Einzeleffekte zu erfassen. Somit erhélt man fiir
den gesamten Rundungsfehler Ay niherungsweise:

AyR =g —y=~¢(z) Az + Z(w(s))'(z(s)) Az 4 Az+h,
s=1

Der Gesamtrundungsfehler setzt sich aus zwei Anteilen zusammen, dem unvermeidba-
ren Fehler

Ay’ = ¢ (z) Az,

der sich aus der Datenfehlerfortpflanzung ergibt und der unabhéngig vom gewéhlten Al-
gorithmus ist, und dem restlichen Rundungsfehler

Ay’ = Z(w(S))/(x(S)) Az®) ¢ Agr+D),

s=1

der vom gewéhlten Algorithmus abhéngt.

Ein Algorithmus heifit numerisch stabil, wenn der restliche Rundungsfehler Ay" den
unvermeidbaren Fehler Ay° nicht dominiert.

Die Fehler Az® fiir s = 0,1, ..., 7,7+ 1 lassen sich mit Hilfe der Maschinengenauigkeit
abschétzen, siche die Abschnitte iiber die Grofie des Rundungsfehlers bei der Eingabe und
bei elementaren Operationen:

|Az®)| < eps|z®| fir s=0,1,...,7r+1.
Daraus ergeben sich folgende Abschiatzungen
Ay’ <eps|@'(z)]- 2| und Ay <eps | D |@9) (@) 2]+ [y]| -
s=1

Zur Beurteilung der numerischen Stabilitdt eines Algorithmus vergleicht man im All-
gemeinen diese oberen Schranken fiir den unvermeidbaren Fehler bzw. den restlichen Run-
dungsfehler.

Beispiel: Fiir den obigen Algorithmus zur Berechnung von

=5 U+ ) = (= )]

erhalt man im Fall h < z fiir den unvermeidbaren Fehler

[Aypl < eps|f(x)]2]

~
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und fiir den restlichen Rundungsfehler
1 1
8] 5 ens (@1 + gl + @I+ 10
= e (@I +210)) ~ Pl

Falls f(z) von Null verschieden ist und h hinreichend klein ist, ist der Algorithmus nume-
risch instabil. In diesem Fall erhiilt man fiir den gesamten Rundungsgfehler Ayf = g, —yy:

., , eps eps
Ay < 1A+ 18y7] S eps| £ (@)llel + 221 @) = B2 | ().

Auch ohne detaillierte Fehleranalyse sieht man, dass es im letzten Schritt des Algorith-
mus zur Ausloschung kommt. Die Subtraktion selbst ist harmlos. Aber die an sich kleinen
Rundungsfehler, die in den ersten 4 Schritten des Algorithmus entstehen, werden stark
verstarkt.

Sieht man von eventuell vorhandenen zusétzlichen Datenfehlern ab, setzt sich der Ge-
samtfehler Ay® = 4, — v, der bei der Verwendung des zentralen Differenzenquotienten zur
Approximation der ersten Ableitung f’(z) entsteht, aus dem Verfahrensfehler Ay" = y, —y
und dem Rundungsfehler Ayf = i, — 1, zusammen:

AY =G —y=Tn—yn+yn—y= Ay + Ay"
mit
h2

I,

AyY ~
¥ =%

und eps
85" S %2 5 (a)
zusammen. Also
eps

h2
1859 S 5 17 @]+ 52 )
Der Verfahrensfehler wird umso kleiner, je kleiner die Schrittweite h ist, der Rundungsfehler
steigt hingegen mit kleiner werdender Schrittweite (Ausloschung). Die Abbildung 2.1 zeigt
dieses gegenldufige Verhalten am Beispiel

f(z) =sinz.
Fiir den Differenzenquotienten gilt hier
1 sin h
%[f(:c +h) — f(x — h)] =cosx h

Der letzte Ausdruck ermoglicht fiir dieses Beispiel die Vermeidung der Ausloschung und
damit eine (fast) rundungsfehlerfreie Auswertung des Differenzenquotienten. Wie Abbil-
dung 2.1 zeigt, fillt der Verfahrensfehler proportional zu h?, withrend der Rundungsfehler
proportional zu 1/h steigt.
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Abbildung 2.1: Numerische Differentiation: Verfahren- und Rundungsfehler

10° ‘ ‘ :

—©6— Gesamtfehle
-2

10" b

4

10 1

-15
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Abbildung 2.2: Numerische Differentiation: Gesamtfehler

Die optimale Schrittweite ist von der GréBenordnung eps'/?, siehe auch Abbildung 2.2.
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Oft muss bei der Auswertung von f von einem wesentlich grofieren relativen Fehler
€5 > eps ausgegangen werden. Dann erhdlt man vollig analog die Abschitzung

h2
8y S = 1" @) + L5,

Die optimale Schrittweite ist diesmal von der GréBenordnung & ;1/3.
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Kapitel 3

Direkte Verfahren zur LOosung
linearer Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme entstehen z.B. bei der Diskretisierung von linearen partiellen
Differentialgleichungen, die bei der Beschreibung zahlreicher physikalisch-technischer Pro-
bleme auftreten. Aber auch die Losung nichtlinearer Probleme wird hiufig auf die Losung
einer Folge von linearen Gleichungssystemen zuriickgefiihrt (Linearisierung).

3.1 Ein Beispiel

In der Einleitung wurde das Problem der Berechnung der Temperaturverteilung in einem
Stab diskutiert, das im stationédren Fall auf ein Randwertproblem der folgender Art fiihrt:
Gesucht ist eine Funktion v mit

u(x) =
( ) = u(l
wobei f eine vorgegebene Funktion ist.

Durch Diskretisierung (Finite Differenzen Methode) entstand folgendes lineare Glei-
chungssystem:

f(z), €(0,1)
) =

)
0,

1
=

Uij—1 — 2uz + ui+1) - f(l’z) fir 1 = 1, 2, c oy N
mit den Randbedingungen
up =uny1 =0

fiir die Unbekannten u;, i = 1,2,..., N, die als Ndherungen fiir die exakte Losung u(x;) in
den Punkten z; interpretiert werden kénnen.
Man erhélt also ein lineares Gleichungssystem

Khﬂh:ih
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mit der Matrix

2 -1 0 0

Stz :

Ky = (Kiijma..x =55 [ 0 . . 0
: -1 2 -1

0 0 -1 2

und den Vektoren

uy, = (Ui)i=12,.n, [, = (fidiz12,..v mit f; = f(x;).

3.2 Datenstabilitat

Wir betrachten nun folgende allgemeine Problemstellung: Gegeben ist eine Matrix A =
(aij) € R™™ und ein Vektor b = (by,ba,...,b,)" € R"™. Gesucht ist ein Vektor z =
(1, 22,...,2,)T € R" mit

Ax =b.

Im Sinne der allgemeinen Diskussion in Kapitel 2 ist das Problem, aus gegebenen Daten
A und b die gesuchte Losung x auszurechnen, rein formal durch

r=A"b=p(A,Db)

gegeben. Verfilschte Daten b = b+Ab und A = A+ AA fithren auf ein verfilschtes Ergebnis
T=xc+ Az

Die in Kapitel 2 vorgestellte Methode der Beurteilung der Datenstabilitdt wiirde es
erforderlich machen, fiir jede der n Komponenten der Losung und jede der n? +n Kompo-
nenten der Daten eine Konditionszahl zu berechnen und abzuschétzen, eine vollig uniiber-
sichtliche Situation.

Besser ist es, mit Hilfe von Normen die Grofle eines Vektors oder einer Matrix auf
jeweils nur eine Zahl zu komprimieren.

So lasst sich statt der n komponentenweise gebildeten relativen Fehler e,, = (7;—x;)/x;
die Abweichung im Ergebnis auch durch eine einzige Zahl (relativ gut) messen: ¢, = ||z —
x||2/]|z]|2- Dabei bezeichnet ||z||s die Euklidische Lénge eines Vektors x:

Jilla = \/a3 + a3+ + a2,

Analog misst man den relativen Fehler der rechten Seite b: g, = ||b — b||2/||b]|2.
Anstelle der Euklidischen Norm kann auch eine andere Vektornorm verwendet werden.

Beispiel: Will man vor allem den komponentenweisen maximalen Fehler erfassen, bietet
sich die Maximumnorm an:

e = max |zl
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Beispiel: Lassen sich die Komponenten eines Vektors z.B. als einzelne Massendefekte
interpretieren, so ist man gelegentlich am Gesamtmassendefekt interessiert. Das fithrt auf
die Verwendung der Betragssummennorm:

n
lzlh = lil:
i=1

Beispiel: Alle oben genannten Normen sind Spezialfille der [,-Norm

n 1/]7
]l = <Z m,‘p)

i=1
fiir alle p € [1,00). Der Fall p = oo ist als Grenzfall ||z||o = lim, . ||z, zu verstehen.

Beispiel: Die Euklidische Norm eines Vektors ldsst sich mit Hilfe des Euklidischen Skalar-
produkts darstellen:

|zl = V(z,2); mit (z,y); =) wiys.

Fiir jede symmetrische und positiv definite Matrix A léasst sich durch

(Iv y)A = (sz y)? = Zamxly]
i,J

ein Skalarprodukt und damit eine Norm definieren:

l2lla = v/ (2, 2)a.

Alle diese Vektornormen in R” erfiillen die drei fiir eine Norm charakteristischen Ei-
genschaften:

1. Definitheit: ||v|| > 0 und ||v|| = 0 nur, wenn v = 0,
2. Homogenitét: || Av|| = |Al]jv| fiir alle reellen Zahlen A,
3. Dreiecksungleichung: ||v + w|| < ||v|| + ||w]|.

Auch die GroBe von Matrizen lasst sich durch Normen (Matrixnormen) messen. Wenn
Matrix- und Vektornormen gemeinsam verwendet werden, fordert man gewisse Vertrag-
lichkeitsbedingungen, vor allem soll folgende Eigenschaft gelten:

|Az|| < ||A|l||l=] fir alle z € R™.

Man sieht sofort, dass diese Eigenschaft fiir folgende Definition von [|A|| erfiillt ist:

o l4sl
= sup .
o Tl

1Al
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Man nennt diese Norm die der entsprechenden Vektornorm zugeordnete Matrixnorm.
Tatséchlich stellt sich heraus, dass durch diese Definition eine Matrixnorm entsteht,
dass also die fiir eine Norm charakteristischen Eigenschaften (Definitheit, Homogenitét
und Dreiecksungleichung) erfiillt sind.
Dariiber hinaus gelten zusétzlich noch die folgenden Rechenregeln fiir jede Vektornorm
und die zugeordnete Matrixnorm:

1. Die Matrixnorm ist passend zur Vektornorm, d.h.:

Azl < [|A|l ||z]| fiir alle A € R™™"™ und alle z € R™.
I

2. Die Matrixnorm ist submultiplikativ, d.h.:

IAB| < ||A|l |B]| fir alle A, B € R"™*".

3. Fiir die Einheitsmatrix gilt: ||I]| = 1.
Beispiele:
1. Die der Euklidischen Norm ||z||» zugeordnete Matrixnorm lésst sich folgendermaflen

darstellen:
||A||2 =V )‘maX(ATA)a

wobel Apax(B) den groften Eigenwert einer Matrix B bezeichnet. Sie heiit Spektral-
norm.

2. Die der Maximumsnorm ||x||, zugeordnete Matrixnorm ldsst sich folgendermaBen
darstellen:

n
Al = max Y Jayl.
1=1,...,n 4
7j=1
Sie heifit Zeilenbetragssummennorm.

3. Die der Betragssummennorm ||z||; zugeordnete Matrixnorm lésst sich folgenderma-
Ben darstellen:

n
Al = jgﬁbffnz |aij]-
i=1
Sie heiffit Spaltenbetragssummennorm.
Beispiel: Die Frobenius-Norm ist eine Matrixnorm, gegeben durch:
" 1/2
|AllF = (Z Ia,-j|2> :
ij=1
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Sie entspricht der Euklidischen Norm, wenn man die Matrix A € R™*" als Vektor in R™’
interpretiert. Offensichtlich gilt:
7 = /n,

sie kann also nicht eine einer Vektornorm zugeordnete Matrixnorm sein. Sie ist aber trotz-
dem eine submultiplikative und zur Euklidischen Norm passende Matrixnorm und wesent-
lich einfacher berechenbar als die Spektralnorm.

Mit Hilfe einer dieser Matrixnormen lésst sich der relative Fehler in der Matrix A durch
die Grofe e4 = ||A — Al|/||A]| messen.

Mit diesen Vorbereitungen lasst sich nun die Datenstabilitéit eines linearen Gleichungs-
systems leicht untersuchen. Zuerst wird der Spezialfall A = A betrachtet:

Satz 3.1. Seien A € R™™ eine requlire Matriz, b € R”, Ab € R” und b =b+ Ab. x € R™
erfiille das Gleichungssystem Ax = b, T = x + Ax erfille das Gleichungssystem AT = b.
Dann gilt fiir jede Vektornorm und eine dazu passende Matrixnorm:

gx < K(A) gy
mit e = [|Az||/||z]l, e = [ AD]|/|Ib]l und k(A) = [[A]l [A7H].

Beweis. Durch Subtraktion von z = A~ und 7 =z + Az = A~ b = A~! (b + Ab) erhilt
man Az = A1 Ab. Also

Ab
] < A~ 1a8) = A= Sl
Mit [l = | A < 4] ] fol
Ab
Il < a1l e el
woraus nach Division mit ||z|| die Behauptung folgt. O

Die Zahl k(A) heifit die Konditionszahl der Matrix A. Sie ist fiir die Grofie der Auswir-
kung von Datenfehlern in b auf die Losung x verantwortlich.
Beriicksichtigt man auch Stérungen in A, so erhélt man:

Satz 3.2. Fiir jede Vektornorm und jede dazu passende und submultiplikative Matriznorm
gelten folgende Aussagen:

1. Falls A € R™" regulir ist und AA € R™" die Abschitzung [|AA[| < 1/|| A" erfillt,
dann ist auch A = A+ AA reguldr.

2. Seien zusdtzich b € R*, Ab€ R® undb=b+ Ab. x € R™ erfiille das Gleichungssys-
tem Ax = b, T = x + Ax erfille das Gleichungssystem AT = b. Dann gilt:

K(A)

< N
oS T a(A)e, CATE)

mit €4 = [[AA[//[[A]l.
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