
Numerik III (Zeitintegrationsverfahren) WS 2002/2003

P X Mittwoch, d. 8.1. 2003 (Zeit : 1015 – 1100 Uhr; Raum : T 711 )

3 Numerische Behandlung parabolischer ARWA

3.1 Differenzenverfahren

3.1.1 Ein spezielles diskretes Eigenwertproblem

stetig diskret

Ges. u ∈ C2(0, `)∩C[0, `] : u 6≡ 0 und λ ∈ R

:

−u′′(x) = λu(x) , x ∈ Ω = (0, `) (16)

u(0) = u(`) = 0

Ges. v : ωh 7→ R1 : v 6≡ 0 und λ ∈ R,
x ∈ ωh = {xı = ıh : ı = 1, n − 1 :

−vxx(x) = λv(x) (16h)

v0 = vn = 0 h = `/n

Homog. lin. Dgl. mit konst. Koeff. !

−u′′ − λ u = 0

Matrixeigenwertproblem
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1. Eigenfunktionen

uk(x) =

√

2

`
sin

kπx

`
, x ∈ [0, `]

k = 1, 2, . . .

µk(x) =

√

2

`
sin

kπx

`
, x ∈ ωh

k = 1, 2, . . . , n − 1

2. Eigenwerte

λk =

(

kπ

`

)2

k = 1, 2, . . .

0 <
(

π
`

)2
= λ1 < λ2 < λ3 < −→ ∞

λk =
4

h2
sin2 kπh

2`
k = 1, 2, . . . , n − 1

8
`2

≤ λ1 < λ2 < . . . < λk <
. . . < λn−1 < 4

h2 −→ ∞

3. Orthonormalität der Eigenfunktionen

(uk, um)L2(Ω) :=

`
∫

0

uk(x)um(x)dx = δk,m

k,m = 1, 2, . . .

(µk, µm)h :=
∑

x∈ωh

hµk(x)µm(x) = δk,m

k,m = 1, 2, . . . , n − 1
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4. Ableitungen (bzw. Differenzen) der Eigenfunktionen

u′

k(x) =
√

λk

√

2

`
cos

kπx

`
, x ∈ [0, `]

k = 1, 2, . . .

µk,x(x) =
√

λk

√

2

`
cos

kπ(x − h/2)

`
, x ∈ ωh

k = 1, 2, . . . , n − 1

5. Orthogonalität der Ableitungen (bzw. Differenzen) der Eigenfunktionen
`

∫

0

u′

k(x)u′

m(x)dx = λkδk,m

k = 1, 2, . . .

(µk,x, µm,x]h =
∑

x∈~ωh

hµk,x(x)µm,x(x) = λkδk,m

k = 1, 2, . . . , n − 1
~ωh = {xı = ıh : ı = 1, n}

6. Über die Vollständigkeit des Systems der Eigenfunktionen

Sei f ∈ L2(Ω) , Ω = (0, `) .
Dann gilt für die Fourierreihe :

f(x) “ = “
∞
∑

k=1

fk uk(x)

↓

fk = (f, uk)L2(0,`)

• i.S. L2(0, `) falls f ∈ L2(0, `),

d.h. ‖ f −
m
∑

k=1

fk uk(x) ‖
L2

m→∞
−→ 0.

• i.S.
o

W 1
2(Ω) , falls f ∈

o

W 1
2(Ω).

• i.S. C(Ω) , falls f∈
o

W1
2(Ω)∩C2(Ω).

∀f(·) : ωh 7−→ R1 -Gitterfunktionen gilt :

f(x) =
n−1
∑

k=1

fk µk(x) , x ∈ ωh

↓
Fourierkoeffizienten

fk = (f, µk)h ≡
∑

x∈ωh

hf(x)µk(x)

7. Die Parseval’sche Gleichung

‖ f ‖2
L2(0,`)

:=

`
∫

0

f(x)2dx =
∞
∑

k=1

f2
k

‖ f ‖2
L2(ωh)

=
n−1
∑

k=1

f2
k

Ü19 Man löse das diskrete EWP (16h) bzw. man beweise, daß die angegebenen Eigenfunk-
tionen (1.) und Eigenwerte (2.) richtig sind !

© Hinweis : Ansatz v(x) = c · sin(αx) oder exp-Ansatz.

Ü20 Man beweise die Ungleichungen :

a)

(

2k

`

)2

< λk <

(

πk

`

)2

∀k = 1, n − 1
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b)
8

`2
< λ1 < λ2 < . . . < λk < . . . < λn−1 <

4

h2
!

Ü21 Man zeige, daß die Eigenfunktionen µk = c · sin
kπ

`
x , x ∈ ωh , k = 1, n − 1 für

c =
√

2/` bzgl. des Skalarproduktes (·, ·)h orthonormal sind !

Ü22
∗ Man zeige die Beziehungen 4. und 5. für die rückwärtigen Differenzen der diskreten

Eigenfunktionen !
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