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Abstract

The flow of incompressible Newtonian fluids can mathematically be described by the
Navier-Stokes equations, which can be derived from the mass and impulse conservation
and the constitutive law. Initial and boundary conditions complete the mathematical
model. In general, this mathematical model can not be solved analytically. Therefore,
the fluid simulation is based on numerical methods. However, there are some impor-
tant special cases where the Navier-Stokes equations can be solved analytically under
appropriate assumptions. These special settings can be served as benchmarks for test-
ing CFD codes. In this thesis, such benchmarks will be derived from the Navier-Stokes
equations.



Zusammenfassung

Die Stromung von inkompressiblen, Newtonschen Fluiden kann mathematisch mit den
Navier-Stokes Gleichungen beschrieben werden, die aus der Massen- und Impulserhal-
tung und dem Materialgesetz hergeleitet werden. Anfangs- und Randwerte vervollstéin-
digen das mathematische Modell. Im Allgemeinen kann dieses mathematische Modell
nicht analytisch gelost werden. Deswegen basieren Fluid-Simulationen auf numerischen
Methoden. Dennoch gibts es einige wichtige Spezialfille, wo die Navier-Stokes Glei-
chungen, unter geeigneten Annahmen, analytische gelost werden konnen. Diese spe-
ziellen Szenarien kénnen zum Testen von CFD Codes als Benchmark (Bezugspunkt)
dienen. In dieser Thesis werden solche Benchmarks aus den Navier-Stokes Gleichungen
hergeleitet.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Navier-Stokes Gleichungen beschreiben das Verhalten von Fluiden. Dies geschieht
in Form der Angabe eines Systems von partiellen Differentialgleichungen, die die vek-
torwertige Geschwindigkeitsfunktion und die skalaren Dichte- und Druckfunktionen
miteinander verkniipfen. Durch die Vorgabe, dass das Fluid inkompressibel (p = const.)
und newtonisch ist, erhdlt man schliefslich ein System von 4 partiellen Differentialglei-
chungen fiir 4 skalare Funktionen, ndmlich den Druck und die 3 Komponenten der
Geschwindigkeit, die jeweils von 4 Variablen, der Zeit und den 3 Ortskoordinaten, ab-
héangen.

Um analytische Losungen konkreter Beispiele aufzufinden sind jedoch noch weitere
Vereinfachungen notwendig. Eine solche Vereinfachung ist die Ausniitzung von Sym-
metrien, die das Beispiel eventuell besitzt. Bewerkstelligt wird die Vereinfachung durch
die Wahl des Koordinatensystems, beispielsweise Zylinderkoordinaten fiir radialsym-
metrische Probleme.

Eine weitere Moglichkeit der Vereinfachung bietet sich durch die sogenannten dimensi-
onslosen Gleichungen, die es erlauben, Stromungen zu betrachten, die von der Viskosi-
tat dominiert werden. Es wire auch moglich, nichtviskose Stromungen zu untersuchen.

Schlussendlich ldsst sich das bis hierhin erhaltene Problem oftmals mit Mitteln der
Theorie iiber Differentialgleichungen auf einfachere Differentialgleichungen iiberfiih-
ren und losen.



Kapitel 2

Vorbemerkungen

Lagrangesche Beschreibung:

Bei der Lagrangeschen Beschreibungsweise wird die Bewegung des Fluids fiir jedes
Fluidpartikel im Kontinuum einzeln beschrieben. Dazu ist die Angabe einer Ortskoor-
dinate zu einem fest gewihlten Referenzzeitpunkt und die Angabe der Trajektorie fiir
ein Zeitintervall notig.

Sei dazu (T1,T») C R dasjenige Zeitintervall in dem die Bewegung des Fluids ver-
folgt wird und to € (71,73) der fest gewdhlte Referenzzeitpunkt. Das Raumgebiet
Q(t) C RY d = 1,2,3, sei jenes Gebiet, dass zum Zeitpunkt ¢ € (T1,T3) vom Fluid
eingenommen wird. Sei X € 2 (¢) die Ortskoordinate eines Fluidpartikels zum Re-
ferenzzeitpunkt to. Da keine Selbstdurchdringung der Fluidpartikel stattfinden kann,
lasst sich die Trajektorie eines Fluidpartikels als bijektive Abbildung darstellen:

gOQ(to) X (T17T2)HQ(t), (X,t)'—)g&(X,t), (21)
wobei (X, t) € Q(ty) x (T1,T) die sogenannten Lagrange Koordinaten sind.
Aus obigen Festlegungen folgt fiir die Geschwindigkeit v und die Beschleunigung a:
) 9%y

T = 57 (X 1) und @ (X 1) = 2 (X.1). (2.2)
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Eulersche Beschreitbung:

Bei der Eulerschen Beschreibungsweise wird die Bewegung des Fluids durch die An-
gabe des Geschwindigkeitsfelds v (z,t) beschrieben, d.h. es wird die Geschwindigkeit
des Partikels im Ort x zum Zeitpunkt ¢ angegeben.

(x,t) € D :=Q(t) x (11,T3) sind die sogn. Euler Koordinaten.

Damit folgt fiir die Geschwindigkeit:

Oy

v(z,t) =0(X,t) = 5

(X,1), (2.3)

mit x = ¢ (X, 1).

Fiir die Beschleunigung gilt:

a<x,t>:a<x,t>:§t2 (X.1) = g{% >] 2 e (x.0).0)

ot ot
d d
ov 0p; ov
—;%(x )8t (X, 1) + $t)+§($at)
Insgesamt erhalten wir also:
v dv

a(z,t)=v(x,t) Vo (z,t)+ yn (x,t) = (x,t), (2.4)

dt

wobei 4 5= % + v - V materielle oder totale Ableitung genannt wird.
Zusammenhang zwischen Lagrangescher und Eulerscher Beschreibung:

Fiir ein Geschwindigkeitsfeld v : D — R? erhilt man die Trajektorie ¢ (X,t) des
Fluidpartikels mit Lagrange Ortskoordinate X als Lésung der Anfangswertaufgabe:

dx

x,t) mit Anfangswert: z (ty) = X. 2.5
dt
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Das Transporttheorem:

Zur Herleitung der Navier-Stokes Gleichungen ist es notwendig Zeitableitungen von
Integralen iiber zeitabhingige Integrationsbereiche zu betrachten. Das Transporttheo-
rem liefert dazu die theoretische Grundlage. Seine Aussage lautet:

Satz 2.1: (Transporttheorem)

Voraussetzungen:

to € (T1,Ts) ,w (tg) C Q(ty) sei ein beschranktes Gebiet mit Lipschitzstetigem Rand,
wobei fiir den Abschluss des Gebiets gilt: w (t) C Q (o).

Seien v : D —+ R%und F : D — R stetig differenzierbar.

Sei F () =t [, I (2,1) dz mit w (t) =: {p (X, t) : X € w(to)}-

Aussage: Dann ist F wohldefiniert, stetig differenzierbar und es gilt:

%E(t): / {%f (1) + div (F) (z, )] dz,

.. d O(Fv;
wobei div (Fv) =) ., (871-)‘
Beweis: 5
Sei J die Funktionaldeterminante der Abbildung ¢ (X, ), also J := det <3“"’> :
ij=1

7

Mit Hilfe der Substitution des Integrationsbereich auf den Referenzzeitpunkt ¢, lasst
sich der Integrand F'(z,t) der Zeitableitung zugénglich machen:

ar — 4 F(x,t)dt =

dt — dt Juw(t) Fo(X,t),t)|T (X, t)|dt.

w(to)

Da gilt, dass ¢ (X, ty) = X, folgt J (X, %) = 1. Mit der Stetigkeit von J gilt dann,
dass es (11, t2) gibt, so dass J positiv und beschrinkt auf w (¢9) X (¢1, t2). Mit der Nicht-
durchdringungseigenschaft folgt, dass J positiv und beschrinkt auf w (tg) x (77, Ts)
ist. Siehe dazu [1; 28|. Damit kann man den Absolutbetrag um J in obigem Integral
weglassen. Man erhalt also:

O = o Jo F o (X)) T (X ) dt = [ & (F (@ (X,1),8) T (X, ) dt =

@ =t Jutt) o) B
Sy (5 (,8) + 52 (X, 1) gradF (2, 1)) T (X, 0) + F (w,) 57 (X, 1) dt.

Weiters gilt: 27 (X, t) = J (X, t) divv (z,t), siche dazu [1; Seite 28-29], und damit:
G = [ (57 (.0) + 52 (X, t) gradF (z,4)) T (X, )+ F (,8) T (X, t) divv (2, 1) dt =

dt ot

Josirey (B (,) + div (F) (2,)) T (X, t)dt = [, 5 (1) + div (Fv) («,t) dt.



Kapitel 3

Herleitung der Navier-Stokes
Gleichungen

Die Navier-Stokes Gleichungen fiir inkompressible, Newtonsche Fluide kénnen aus der
Massenerhaltung und der Impulserhaltung, sowie dem Materialgesetz fiir Newtonsche
Fluide hergeleitet werden. Dies fiihrt auf die sogenannte Kontinuitdtsgleichung und
die Bewegungsgleichungen.

Die Kontinuitdtsgleichung:

Die Kontinuititsgleichung lisst sich mit Hilfe des Transporttheorems aus der Masse-
nerhaltung herleiten. Sei dazu wieder w (t) := {z = ¢ (X,t) : X € w (o)} ein Kontroll-
gebiet, das eine fixierte Menge an Fluidpartikeln zum Zeitpunkt ¢ € (77, T5) einnimmt.
Da das Gebiet quellenfrei ist, muss die Massenerhaltung gelten, also:

Vit € (Ty,Ty) : F (o) = F (t) bzw. % (t) =0, (3.1)

mit F (t) := [

w(t) P (x,t) dz, wobei p (z,t) die Dichte des Fluids bezeichnet.

Das Transporttheorem liefert die integrale Form der Kontinuitatsgleichung:

Vt € (Ty, To)Vw (1) C Q1) : 0 = d(é—? (t) = /w(t) {% (x,t) + div (pv) (z,t) | dz. (3.2)

Aus der Beliebigkeit des Kontrollgebiets w (t) folgt die differentielle Form:

V(x,t) e D: % (x,t) + div (pv) (z,t) = 0. (3.3)
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Die Bewegungsgleichungen:

Das zweite Newtonsche Gesetz besagt, dass die zeitliche Anderung des Impulses eines
abgeschlossenen Massensystems gleich der auf das Massensystem wirkenden Kréifte
sein muss (Impulserhaltungssatz), das heifst:

dZl
vt € (Ty, To) Vo () C Q1) : G O=Fw)=Fw®)+Fw?), (64
wobei Z = [, v(z,t)p (x t) dz den Tmpuls, F, := [, f(z,t)p(2,t) dz die Volumen-
krifte und Fy == [,, 1" (z,t)dz =[5, [ oy Tji (T, 1) n; (:L’,t)] dz die Oberfli-

chenspannung bezelchnet, mit der totalen Spannung t™ (x,t), dem Normalvektor der
Oberfliche n (z,t) und dem Spannungstensor o = [aji];.lﬂ.zl. Mit dem Gaussschen Di-
vergenzsatz lasst sich das Oberflichenintegral, auf ein Integral iiber das Gebiet w ()
iiberfiihren:

d Joji
F, = /aw(t) [Z oji (z,t)n; (z, t)] dr = /(t [Z o, (a:,t)] dr. (3.5)

Im Folgenden werden die Argumente weggelassen um eine besser Ubersichtlichkeit zu
gewahrleisten. Die Anwendung des Transporttheorems liefert dann die Integralformu-
lierung:

_ dT opv; .
T /w(t) { o (pv)v] ! /w(t)

Aufgrund der Beliebigkeit des Integrationsbereichs folgt wiederum die differentielle
Formulierung, hier in der konservativen Form:

d
fip + Z %] dr. (3.6)

(91:j

Jj=1

) . ) apvl . . d 80‘ji
V(z,t) e D:Vi=1,..,d: 5 (pvl-)v—fip—i-jzl . (3.7)

Mit Hilfe der Kontinitédtsgleichung lédsst sich die konservative Form der differentiellen
Formulierung auf die konvektive Form iiberfiihren:

Y (z,t) ED:V@':L...,al:pa (v-V)u; fm%—Z%. (3.8)

ot

Die Bewegungsgleichungen lassen sich noch kompakter schreiben als:

V(ac,t)ED:p%—i—p(v-V)v:fp—l—diva. (3.9)
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Spezialfall: inkompressible, Newtonsche Fluide

Folgerung fiir die Kontinuitatsgleichung:

Aus der Inkompressibilitdt des Fluids folgt, dass sich die Dichte p > 0 weder zeit-
lich, noch réumlich dndert. Das heikt % = 0 und 2 = 0,i = 1,...,d bzw. fiir die
Kontinuitétsgleichung:

5 00 (0,8) + 07 (2.) + v (0) (2,8) = peiv (0) (,8) = 0.

Da p > 0 folgt also die Kontinuitéatsgleichung fiir inkompressible Fluide:

(2, 1) + div (po) (1) =

YV (x,t) € D : div(v) (x,t) = 0. (3.10)

Folgerungen fiir die Bewegungsgleichungen:
Um die Bewegungsgleichungen fiir ein inkompressibles, Newtonsches Fluid zu erhalten,
muss ein Materialgesetz eingesetzt werden. Dieses Materialgesetz lautet:

oc=—-pl+T, (3.11)

wobei p den Druck, I die Einheitsmatrix und 7 die Scherspannung bezeichnet.
Fiir 7 gilt weiter: 7 = Adiv (v) I 4 2pe mit A = =24, > 0 und

d

€ = [Eij]?j—l = [1 (g;u + g;ﬂ)] , wobei p die dynamische Viskositit und e den
= j i/ Jij=1

Cauchyschen Verzerrungstensor bezeichnet. Zur Herleitung dieses Materialgesetztes

siehe [1; Seite 45-48].

Daraus folgt mit der Kontinuitatsgleichung fiir inkompressible Fluide (3.10):

QL

0 2 d ov;  Ov;
> ~ oz, (p+ 3,udw ) z,t) ;81:] (ax] 8:@) (x,t) =

v (v) (2,) =

0 ¢ T0%, O O )
5 <x,t>+u2[—”+ 2] 0,1) = =22 (0.0 + s (.0

8;?1'

(x,t) + pAv; (x,t).
Insgesamt also:

divo (x,t) = —=Vp (z,t) + pAv (z,t) . (3.12)

Einsetzten in die Bewegungsgleichungen (3.9) und anschliefende Division durch die
Dichte p liefert die Bewegungsgleichungen fiir inkompressible, Newtonsche Fluide:
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V(z,t) € D: % (x,t) 4+ (v-V)v(x,t) — (VAV) (x,t) + %Vp (x,t) = f(z,t), (3.13)

wobei v = % die kinematische Viskositat ist.

Anfangsrandwertaufgabe in karthesischen Koordinaten:

Im Folgenden bezeichne I'p und 'y den Dirichlet- bzw. Neumannrand des Gebiets €.
Weiters wird die Notation C% (A, B), fiir die Menge der i-fach beziiglich der rium-
lichen Variablen und j-fach beziiglich der zeitlichen Variable stetig differenzierbaren
Funktion von A nach B, verwendet.

Sei Q = Q(t) x (ta,te), (ta,ts) C (T1,T3), das Raumzeitgebiet auf dem das Problem
gestellt ist. Q1 :=Q\ (TpUTy) X (t4, 1)), Q2 :=Q\ (I'p X (ta,te)) -

Gesucht:
v e O™ (QuEY) MO (Qu R NC(Q.R) und p € 0 (Q1.R) N C (Q.RY).

so dass gilt:

ov

‘v’(x,t)EQ:a(

z,t)+ (v-V)v(z,t) — (vAv) (x,t) + %Vp (x,t) = f(x,1)
V(z,t) € Q:div(v)(x,t) =0

Anfangswert: Vo € Q (o) : v (2,ty) = vy, (2),

Dirichlet Randwert: V (x,t) € T'p (t) X (Lo, te) : v (z,t) = vp (x,1),

Neumann Randwert: V (z,t) € Ty (t) X (tq,t.) : t™ (2,t) = 0,

wobei Vt € (to,te) : Tp () UTN (£) =0Q()ATp () NTx (t) =0

und f S C(QlaR3)7 Up € O<FD X (tmte) 7R3) .

Transformation auf andere Koordinatensysteme:

Bei vielen Problemstellungen ldsst sich das Auffinden der Losung durch Ausnutzung
der Symmetrien wesentlich vereinfachen. Bewerkstelligen ldsst sich dies durch eine

geschickte Wahl des Koordinatensystems. Es ist daher notwendig das Transformatons-
verhalten der Navier-Stokes-Gleichungen unter Koordinatenwechsel zu betrachten.
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Satz 3.1:

Sei die Abbildung F': Qs — Q15 := (1, G2, q3) — (21, 22, x3) =: = regulér. ; und
Q5 seinen dasselbe Gebiet, das einmal in karthesischen, und zum anderen in den neuen
Koordinaten gegebeben ist.

Dann transformieren sich die Basisvektoren e,,, e,,, €;, folgendermafen:

2 (71 ()
Oai iir i .
ey )

Beweis:

Die Regularitdt der Abbildung F' ist gleichbedeutend damit, dass die Funktionalde-
terminante nirgends verschwindet. Das garantiert die Existenz einer Umkehrfunktion
F~1 und folgende Darstellung der Jacobi-Matrix:

0= [Be] -[Bew]

Die Einheitsvektoren erhilt man schlieklich durch die Multiplikation:

Jew  E(F(2))

" e IE (F (@)

e fir i € {1,2,3}.

O
Satz 3.2:
Sei v : Q) — R3 v € C?(£y), eine vektorwertige Funktion in karthesischen Ko-
ordinaten. Dann lautet die Funktion sowie ihre ersten und zweiten Ableitungen in
karthesischen Koordianten, ausgedriickt durch die Komponenten der Funktion in den
neuen Koordinaten:

3
Vg, = (Z vqjqu) - ey, fiir i € {1,2,3},

J=1

(91}% avxl an
oz, Z 90, 0 fur i,j€{1,2,3},

vy, = [ 0Py, (Oq\® Ova, Pa\ L.
o _Zl<3q,% (3xj> + T fir i,7 € {1,2,3}.
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Beweis:
Fiir die Funktion v gibt es eine Darstellung der Form v = vy, e, + vg,€q, + Vg4, i
neuen Koordinatensystem. Multiplikation mit den Einheitsvektoren e, , e,,, €., liefert:

Vg =V €y = (Uthefh + Vgy€qy + UCI3€<13) " Ca; fir i € {17 2, 3}

Die zweite und dritte Gleichung erhédlt man nach einmaligem, beziehungsweise zwei-
maligem Ableiten dieser Gleichungen unter Anwendung der Kettenregel.
O

Damit lassen sich die Navier-Stokes-Gleichungen fiir das Geschwindigkeits- und Druck-
feld im neuen Koordinatensystem, durch Einsetzen dieser Ausdriicke in die Navier-
Stokes-Gleichungen in karthesischen Koordinaten, ermitteln.

Fiir einen Algorithmus zur Durchfiihrung der Transformation siehe [1; Seite 70-76].
Im Weiteren werden analog zur Anfangsrandwertaufgabe in karthesischen Koordina-
ten die Bezeichnungen D, Dy, Dy, I'n, I'p, vp, vy, t™ und f verwendet, bezeichnen
hier jedoch die entsprechenden Gréfen im neuen Koordinatensystem.

Transformation auf Zylinderkoordinaten:
Durch die Transformation von (z,y,z) auf (rcosp,rsing,z) gehen die Gleichungen
von kartesischen Koordinaten iiber auf Zylinderkoordinaten.

_ 10(wvr) 4 19v | Ou.
dZUU—T or +7“850+6z’
10 (,0v A Pve | Pop v 2 v
r Or (T or ) + r2 9p? + 022 r? r2 Op
. 18 vy Lasz vy Vo 2 Our
Av = ror <T8r>+r2 Op? + 022 r2+r234p )
18 (,.0v, 1 9%, | 0%,
T or (T 87‘) +r2 Op? + 022
2
vy U_tpa'Ur Ovr _ ’U_‘r’
Ug or + raacp + Uzaaz r
. = Vo Yy OVp Ve Urly
(v-V)v: Urar:r&pjvzaz:r
. o v, 9.
Ur gy + r Oy + v, 0z

Anfangsrandwertaufgabe in Zylinderkoordinaten:
Gesucht:

v € C¥ Q1R N CM (Q2,RY) N C(Q.R?) und p € C*°(Q1, R} NC (Q.R?),
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sodass gilt:

EQ:@

V(T?907z7t) 8t

1
—I—(U-V)U—I/Av—i—;Vp:f
Y (r,p,z,t) € Q: dive =0

Anfangswert: V (r, ¢, z) € ﬁ(to) cv(ryp, 2,t0) = vy, (1,0, 2)

Dirichlet Randwert: ¥V (1, ¢, 2,t) € I'p (t) X (ta,te) 1 v (1,0, 2,t) = vp (

(ta,te) : () (r,p,2,t) =0,

=0

Neumann Randwert: V (r, ¢, z,t) € I'y (t) %
wobei Vt € (tao,te) : Tp () UTN (t) =0Q () ATp (t) NIy (t)
und f S C(Q17R3)7 Up € C(FD X (taate> >R3) :

Transformation auf Kugelkoordinaten:

Durch die Transformation von (x,y, 2) auf (rcosdcosp, rcosising,rsind) gehen die
Gleichungen von kartesischen Koordinaten iiber auf Kugelkoordinaten.

T
\V4 1 Op 10p
D= 87" rsind Op’ r OV )
. 8(r2v ) ) ;
1 N 1 Ovy O(vgsind)
divv = 2 or + rsind Op + rszm? 09 ’
19 (,.20v0, 1 9%, 1 0 (aini9Our avﬁ
r2 or (T or ) + r2sin29 Hp? + r2sind 99 (SZ'HT? ) (IUT +
— | 1o (200 1 9%, 9 8% 2 (v
Av = T2 Or (T or ) + r2sin219 Op? + r2sind 09 sinl 55 | + r2sind \ Op
10 (200 1 9%y L9 (gin9Qua) 4 2 0v _
r2 or (T or ) + r2sin29 Op? + r2sind 09 (Slnﬁ 09 ) + r2 99
avr + Vo Ouy + vy Ovp U<2p+v't29
'rszm? (2% 87" ok} r 9
. = i) Yy Vo VrUy +upUycott
(U V)U T UT or + rsmﬂ d(p + r OUY + T
Jug. Vo Oug vy Oug V9 — v 2 cotd
Ur g, or + rsind Oy + r 09 +

Anfangsrandwertaufgabe in Kugelkoordinaten:
Gesucht:

11

r? (107 Z7t)7

+ vgcot) — =L

ov
+ 0031967;9) -

ov
vy +2cost 52
9+ 9%

r2sin2y

v e CH(QLRP)NCH (Q2, RP) N C(Q,R?) und p € C° (@1, R*) N C(Q, RY),

sing Op

M)
Vo

r2sin219
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so dass gilt:
ov 1
Y (r, @, ¥, 1) EQ:E—F(U-V)U—VAU—F;vp:f
Y (r,p,0,t) € Q : dive =0

Anfangswert: V (1, 0,9) € Q(to) : v (r, 0,9, t0) = vy, (1, 0,9,

Dirichlet Randwert: ¥V (r, ¢, 0,t) € I'p () X (ta,te) 1 v (r,p,0,t) = vp (r, 0, 9,1),
Neumann Randwert: V (r, ¢, 9,t) € T (t) X (ta,te) : t' (r,0,9,t) = 0,

wobei Vt € (tq, 1) : Tp () UTN (£) =0Q(t) ATp (t) NTy (t) =0

und f € C(Q1,R?), vp € C(Tp X (tg, ty),R3).

Dimensionslose Gleichungen:

Der Einfachheit halber sei eine Referenzgeschwindigkeit V' und eine Referenzldnge L
fiir ein Problem gegeben. Seien x die Ortskoordinate, v die Geschwindigkeit, ¢ die Zeit
und p der Druck. Dann ist durch z = L2/, v = V', t = %t’ und p = %p’ eine Wahl
dimensionslose Grofken, x’, v/, t und p’, gegeben, die im weiteren Verlauf zweckméfig
sein wird (Kapitel Benchmarks, Beispiel 9). Dies ist nur eine Méglichkeit dimensions-
lose Gleichungen aufzustellen. Durch die Vorgabe von z’ und v’ und anschliefendes
Einsetzen in die Navier-Stokes Gleichungen, erhélt man Gleichungen in denen noch 7',
aus t = Tt', und P, aus p = Pp/, festgelegt werden miissen. Im weiteren werden fiir
die dimensionslosen Grofen die Bezeichnungen x, v, t und p, verwendet. Dann lau-
ten die dimensionslosen Navier-Stokes Gleichungen fiir die obige Wahl dimensionsloser
Variablen ohne dufere Krifte:

%—FR@(U'V)U—AU—FV]?:O, (3.14)
divv = 0, (3.15)

wobei Re = % Details siehe [3; Seite 14,15,50]



Kapitel 4

Spezielle Beispiele mit analytischen
Losungen

Folgender Satz wird in diesem Kapitel hilfreich sein.

Satz 4.1:
Man erhélt alle auf (0,00) definierte Losungen y (z) der Eulerschen Differentialglei-
chung

Yimpaa'y (z) = s (x),

mit gegebenen s € C' (), a, # 0 und a; € R, fiir alle i = 1,...,n, indem man in den
Loésungen u (t) der linearen Differentialgleichung

Srote (] )ut=se)

2

mit D := £ und ( l: ) = P=it)--D=DD - gi6 Variable t = In (z) setzt.
Beweis: siche [2; Seite 241-242]

Alle Beispiele beschreiben stationdre Stromung, also Randwertaufgaben, daher wird
im Folgenen die zeitliche Variable ¢ weggelassen.

13
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Beispiele in karthesischen Koordinaten:

Beispiel 1:

== 1 X

Abbildung 1: Illustration des 1. Beispiels in der Seitenansicht auf die x-y-Ebene.

Zwischen zwei unendlich ausgedehnten Platten mit konstantem Abstand h zueinander
stromt ein Fluid unter einem vorgegebenen, konstanten Druckgradienten % und
mit unter dem Winkel o wirkenden Gravitation.

Weiters diirfen sich die Platten entlang der Stromungsrichtung mit den Geschwindig-
keiten v; und vy bewegen. Wenn man die Richtung des Druckgradienten und der Plat-
tenbewegungen als x-Richtung identifiziert, wird das entstehende Geschwindigkeitsfeld
ebenfalls in diese Richtung zeigen. Damit verschwinden die y- und z-Komponente des
Geschwindigkeitsvektors. Die x-Komponente des Geschwindigkeitsfeldes hdngt nur von
y ab.

Dies fiihrt auf den folgenden Ansatz:

Mit den Randwerten: v, (0) = vy; v, (h) = vs.

Nach Einsetzen des Ansatzes in die Formulierung der Randwertaufgabe fiir karthesi-
sche Koordinaten bleiben zwei Gleichungen iibrig:
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v, Op
—1L o + 5 = PIcose, (4.2)
g—z = —pgsina. (4.3)

Aus der ersten Gleichung erhélt man nach Trennung der Variablen und zweimaliger
Integration:

1 /0
v (y) = ﬂ (a—]; + pgcosoz) y2 + Ciy + Cs. (4.4)

Einsetzten der Randwerte liefert die Lésung;:

iy = 150 (0 :

)
N ~ 2\ ox + pgcosa) . <1 — h> + ;. (4.5)

Aus der zweiten Gleichung folgt, wiederum mit Trennung der Variablen, die erste
Teillosung fiir den Druck:

p(z,y) = —pgysina + C (z). (4.6)
Da der Druckgradient in x-Richtung konstant und vorgegeben ist, gilt:

0 :
p(x,y) = a—i:z: — pgysina + C. (4.7)

Beispiel 2:

Abbildung 2: Illustration des 2. Beispiels in der Seitenansicht auf die x-y-Ebene.
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Diese Beispiel ist ein Ubungsbeispiel aus [4; Seite 308].

Wie in Beispiel 1 seien zwei Platten mit Abstand h zueinander gegeben. Wiederum sei
ein konstanter Druckgradienten %, ein Winkel o unter dem die Gravitation wirkt
und Geschwindigkeiten v; und vy der Platten gegeben.

Weiters seinen zwei nichtmischbare Fluide, mit den Dichten p;, p» und den Viskosi-
taten pq, pe, gegeben, deren Phasengrenze die Linie y = n, n € (0, h) ist. Die unter
Phase wird im folgenden als €2;, die obere als {2, bezeichnet.

Wobei gelten soll, dass p; > po ist.

Damit erhilt man den Ansatz:

V(z,y) e :v=uv(y) = 0 s p=p1(2,y), (4.8)

Vz,y) € Q:v=0(y) = 0 s p=np2(2,9), (4.9)

mit den Randwerten v,, (0) = v1; v, (h) = v,
und den Interfacebedingungen: lim v,, (y) = lim vy, (y), im 7y, (y) = Im 7y, ().
y—=n~ y—nt y—=n~ y—nt

Die zweite Interfacebedingung bedeutet, dass der Ubergang der Scherspannungen der
beiden Fluide normal zur Stromungsrichtung an der Phasengrenze stetig sein muss.

Durch analoge Berechnung der beiden Gleichungen wie in Beispiel 1 und Anpassung
an die Randwerte und Interfacebedingungen, erhdlt man schlieflich als Losung:

K (5 pan® —p (n° — h?) ) Up2y
v _ N + _ + vy, 4.10
L (W) 2114 (y w1 (n—h) — o Y pi1 (n —h) — pan ' ( )
— — 2 -
Qm (77 h) f121) p1 (n—h) — pan

wobeil K := a—p + pgcosa und v := vy — V1.

Fiir den Druck folgt mit der Interfacebedingung py (z,n7) = pa (z,n™):

dp .
p(x,y) = 5.8 Pgysina + C, (4.12)
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0 .
p2 (2,y) = a_ix — (P + pa2 (y — ) gsina + C. (4.13)

Beispiele in Zylinderkoordinaten:

Beispiel 3:

Abbildung 3: Tllustration des 3. Beispiels.

Ein Fluid stromt durch ein gerades Rohr mit Radius R und der Lénge [. Die Druck-
differenz zwischen den beiden Rohrenden ist vorgegeben und konstant. Weiters wirkt
die Gravitation und zwar im Winkel o zur Rohrachse.

Die Rohrachse soll mit der z-Achse iibereinstimmen.

Dann sieht man, dass die Richtung des Geschwindigkeitsfeld v mit der z-Achse iiber-
einstimmt. Damit verschwinden die r- und ¢-Komponenten des Feldes.

Aus der Radialsymmetrie des Rohres folgt die ¢o-Unabhéngigkeit und aus der Konstanz
des Durchmessers des Rohres die z-Unabhéngigkeit der z-Komponente des Feldes.
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Damit erhalt man den Ansatz:

0
v=u(r)= (Z) ;s p=p(r,e,2), (4.14)

mit dem Randwert: v (R) = 0.

Dieser Ansatz liefert, in die Formulierung der Anfangsrandwertaufgabe fiir Zylinder-
koordinaten eingesetzt, folgende Gleichung:

10 ov, 10p
= A — ) 4.1
v (7" e ) + 00z gcosa (4.15)

Multiplikation mit p und ausdifferenzieren liefern:

9%v, 10v, op
— = — . 4.1
% ( 52 + o ) ER + pgcosa (4.16)

Ermittlung des Drucks p:
Dazu wird obige Gleichung nach p aufgelost mit der Methode der Trennung der Va-
riablen:

v, 10w,
p(ryp,z) = (,u < 52 + By ) - pgcosa) 24+ C(r,p). (4.17)

Aus dem senkrecht auf die Rohrachse wirkenden Anteil der Gravitation lisst sich die
Abhéngigkeit des Drucks von r und ¢ bestimmen. Es erweist sich als vorteilhaft dies
in karthesischen Koordinaten zu tun. Es gilt folgende Gleichung:

— = —pgsina. (4.18)

Wiederum mit der Methode der Trennung der Variablen erhélt man als Losung:

p(y,z) = —pgysina + C (z,¢) . (4.19)

Anschliefsende Transformation auf Zylinderkoordinaten liefert:

p(r,p, z) = —pgrsinpsina + C (z, @) . (4.20)
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Zusammengefasst gilt fiir den Druck:

v, 10w,
= — — — ) ) . 4.21
p(r,p,2) <,u < 5,2 + - ) pgcosa) 2z — pgrsinpsina + C ( )

Es gilt: p (r, p,1) —=p(r,p,0) = —Ap = (u <%22 + %%) - pgcosa) L,

und damit, dass —% = %QT%Z + %88% — %cosa.
Insgesamt gilt fiir den Druck p also:
Ap . .
p(r,p,z) = ——z — pgrsingsina + C. (4.22)

l

Ermittlung der Geschwindigkeit v,:
Aus der Formel fiir den Druck p lasst sich die Ableitung % ermitteln:

op _Ap
5, (1 #2) =~ (4.23)

Einsetzen in die Gleichung (4.15) liefert:

0v, 10v, Ap  pg
- - _ £, "7 ) 4.24
or? + r or pul + 1 cosa ( )

Um die Gleichung (4.24) mit Satz 4.1 zu Losen, wird die Gleichung mit r? multipliziert:

2
TQ%:;p + T% = - <% - @cosa) r?, (4.25)

Anwendung des Satzes 4.1 liefert folgendes Ersatzproblem:

D D d*u Ap _ pg
2!<2>u+(1>UZD2UZW:_(ﬁ_FCOSQ e*. (4.26)

Die Losung des Ersatzproblems mit der Methode der Trennung der Variablen lautet:

A 2t
u(t) =— (_p — ﬁcosa) % + Cit + Cs. (4.27)

Die Substitution ¢ = In (r) liefert schlieflich die Losung des Ausgangsproblems:
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2
v, (r) = — (% - @casa> TZ + Ciln (r) + Cs. (4.28)

Im Fall r — 0 und C4 # 0 gilt Cyin (r) — —o0.
Da die Geschwindigkeit aber beschriankt sein muss, folgt daraus, dass C; = 0 sein
muss. Mit v, (R) = 0 gilt insgesamt:

1 [Ap
v, (1) = m (T - pgcosa) (R*—1?). (4.29)
Beispiel 4:
X 9
)
RZ v2
R
y o WU

Abbildung 4: Illustration des 4. Beispiels.

Analog zu Beispiel 3 wird wieder eine Rohrstromung unter einer vorgegebenen, kon-
stanten Druckdifferenz und unter der im Winkel a wirkenden Gravitation betrach-
tet. Im Unterschied zu Beispiel 3 wird jedoch die Strémung zwischen zwei konzen-
trischen Rohren mit Radien R; und Ry untersucht. Weiters diirfen sich die Rohre
entlang der Rohrachsen mit konstanter Geschwindigkeit bewegen, also v, (R;) = v;
und v, (Ry) = vs.

Die meisten Schritte bei der Bestimmung der Lésung dieses Beispiels sind gleich wie
in Beispiel 3, daher wird nur auf die Unterschiede eingegegangen.
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Wie in Beispiel 3 berechnet sich der Druck in Form von Gleichung (4.22):

A
p(r,p, z) = —sz — pgpsinarsing + C. (4.30)
Bei der Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes erhilt man, wiederum wie in Beispiel
3, die Gleichung (4.16).
Mit den Randwerten v, (R;) = vy und v, (Ry) = vo ldsst sich die Losung eindeutig
festlegen als:

K v —v+E(R2-R2) R
v () = o (B =) + ——In=t vy, (4.31)
Ry

wobei K = % — pgcosa.

Beispiel 5:

R?Z R

5

3 [
N :

Y

Abbildung 5: Tllustration des 5. Beispiels in der Seitenansicht auf die x-y-Ebene.

Bei diesem Beispiel handelt es sich um eine Strémung zwischen zwei rotierenden, kon-
zentrischen Zylindern mit Radius R; und Ry ohne Einwirkung duferer Krifte. Da die
entstehene Stromung radialsymetrisch ist, wird die Formulierung der Randwertaufgabe
fiir Zylinderkoordianten verwendet. Das Geschwindigkeitsfeld wird durch vorgegebene,
konstante Winkelgeschwindigkeiten w; und ws der Zylinder erzeugt. Man sieht sofort,
dass das Geschwindigkeitsfeld stationér ist, also nicht von der Zeit abhdngt. Auflerdem
wird sich das Geschwindigkeitsfeld parallel zur r-p-Ebene ausbilden, und zwar so, dass
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die Geschwindigkeit entlang von Kreisen um den Ursprung der r-¢-Ebene konstant ist,
was dazu fiihrt, dass das Geschwindigkeitsfeld keine r- und z-Komponenten besitzt.
Weiters ist die verbleibende p-Komponente des Geschwindigkeitsfeldes, aufgrund der
konstanten Durchmesser der Zylinder, weder von z noch, aufgrund der Radialsymme-
trie der Zylinder, von ¢ abhingig. Analog ist der Druck p nur von r abhéngig.

Mit obigen Uberlegungen erhalten wir den Ansatz:

0

v=u0(r) = %0(7“) s p=p(r). (4.32)

Einsetzten des Ansatzes in die Formulierung der Randwertaufgabe fiir Zylinderkoor-
dianten liefert zwei verbleibende Gleichungen:

v2 9
_P_w_i__p

Lo =0, (4.33)

TR e ) (4.34)

Losung von Gleichung (4.34):
Um die Gleichung (4.34) mit Satz 4.1 zu Losen, wird die Gleichung mit r? multiplizert:

+r———uv, =0, (4.35)
r

Anwendung des Satzes 4.1 liefert folgendes Ersatzproblem:

2!(12))u+(11))u—(lg)u:(DQ—[)u:%—u:O, (4.36)

Die Losung des Ersatzproblems lautet:
ug (t) = Cre' + Cye™, (4.37)
Die Substitution ¢ = In (r) liefert schlieklich die Losung des Ausgangsproblems:

v, (r) = Cir + %, (4.38)
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Losung von Gleichung (4.33):
Einsetzen von Gleichung (4.38) in Gleichung (4.33) liefert:

dp

5 = P (0127“ + (4.39)

20,0y N C_§> ’

r3

1.Fall:

Sei R; der Radius des inneren Zylinders und R, der des AuReren. Sei weiters w; die
Winkelgeschwindigkeit des inneren Zylinders und wy die des Auferen.

Also: vy, (Ry) = wi; vy, (Ra) = wa.

Damit lasst sich die Losung des Geschwindigkeitsfeldes eindeutig bestimmen:

. R1R2 (Wle — wlRQ) + T2 (w1R1 — WQRQ)
v = r (R = 1) |

(4.40)

wobei Cy = 3= und Cp = 2= R\ Ry,

Mit der Methode der Trennung der Variablen ldsst sich eine Losung fiir den Druck
auffinden, die mit C; und C; folgendermafsen lautet:

2 2 1
p(r)=—p (%rz +2C,Cylnr — %—) +C. (4.41)

r2
Um die Formel iibersichtlich zu halten wurde hier auf das Einsetzten der Integrations-
konstanten C; und Cy verzichtet.

Spezialfall: Ry = 0,w; = 0.

Die Gleichungen vereinfachen sich zu:

2
v, (1) = %'r’ und p(r) = g—;ﬁ +C. (4.42)

2.Fall:
Der innere Zylinder mit Radius R; dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit w;. Der
aufsere Zylinder habe Radius Ry = oo und Geschwindigkeit wy = 0.
Also: vy, (Ry) = wy; lim vy, (1) = wy = 0.
r—00

Auflgsen der Gleichung (4.38) mit diesen Randwerten liefert als Losung:

v, (r) = 2R, (4.43)
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2
pw
p(r) = —ﬁR2 + C. (4.44)
Beispiel 6:
X
R2! 2
ﬁf:) VZ_F
R1 1
== w
y z}\l____f vi
| . _ _
Ap \ B i e t
— l —

Abbildung 6: Tllustration des 6. Beispiels.

Hierbei handelt es sich um eine Mischung aus Beispiel 4 und Beispiel 5. Es seinen zwei
rotierenden, konzentrischen Zylindern mit Radius R; und R, und Winkelgeschwin-
digkeiten w; und wy ohne Einwirkung dufserer Kréifte gegeben. Dariiberhinaus diirfen
sich die Rohre entlang der Rohrchase mit konstanter Geschwindigkeit bewegen, al-
so v, (Ry) = vy und v, (Ry) = ve. Weiters sei ein konstanter Druckgradient entlang
der z-Achse vorgegeben. Die rotierenden Zylinder erzeugen eine von r abhingige -
Komponente des Geschwindigkeitsfeldes, wihrend der Druckgradient eine r abhingige
z-Komponente erzeugt. Der Druck hingegen ist von ¢ und z abhingig.

Man erhilt den Ansatz:

0
v=uv(r)=| v, éri i p=pl(r,z), (4.45)

mit den Randbedingungen: v, (R1) = wq; v, (R2) = wo; v, (R1) = v1; v, (Ra) = va.
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Daraus ergeben sich wie in Beispiel 4 und 5 durch einsetzen in die Navier Stokes
Gleichungen die Gleichungen (4.22), (4.31), (4.40) und (4.41), die analog die Losungen:

_ RlRQ (WQRl — wle) + 7’2 (w1R1 — WQRQ)

4.46
vy, (1) (72 — 1) ; (4.46)
Ap (D2 2
Ap , o 5 Ul_U2+m(R1_R2) R,
v, (1) = Ty (R} —r?) + ini% lnT + vy, (4.47)
A
p(r,z) = _sz +C (), (4.48)
C? 21
p (7”, Z) = —p <71T2 + 2010217”’ — 72?) +C (Z) s (449)
wobei C] und C die gleichen Konstanten wie in Beispiel 5 sind.
Es gilt fiir den Druck:
Ct , 31 Ap
p(r,z)=—p 57 2C,Cylnr — S5 o3) At C. (4.50)

Beispiele in Kugelkoordinaten:

Beispiel 7:

-

Abbildung 7: Illustration des 7. Beispiels in der Seitenansicht auf die x-z-Ebene.
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Diese Beispiel stammt aus [4; Seite 296-299|.

Es sei eine unendlich ausgedehnte Platte gegeben. Darauf befinde sich ein auf dem
Kopf stehender Kegel, dessen Spitze die Platte beriihrt und dessen Rotationsachse
orthogonal zur Platte ist.

Zur Beschreibung dieses Problems werden Kugelkoordinaten verwendet. Der Koordi-
natenursprung befinde sich in dem Punkt indem sich die Platte und die Spitze des
Kegels beriihren.

Die Platte liege in der r-p-Ebene. Dann liegt der Mantel des Kegels in einer Parame-
terebene, {(r, p, ) : ¥ = const.}, des Koordiantensystems.

Die Platte dreht sich mit der Geschwindigkeit rw und hat den Winkel ¥ = 7. Der
Kegel steht still und sein Mantel sei die Parameterebene mit v = (.

Aus der Radialsymmetrie des Bespiels sieht man, dass die entstehende Stromung nur
eine p-Komponente besitzt, die jedoch sowohl von r als auch von 1 abhéngt.

Der Druck héngt auch von r und ¢ ab.

Der Ansatz lautet:

0
v=uv(r,9)=1| v,(r,9) |; p=p(r7), (4.51)
0

mit den Randbedingungen: v, (T, g) =rw; v, (r,8) = 0.

Folgende Gleichungen bleiben nach Einsetzen des Ansatzes in Navier Stokes Gleichun-
gen iibrig:

0 [ ,0v, 1 . ,0v, Vg
- i 4 — = 4.52
or (r or ) T Sino (smﬁ v ) sin29 0 (4:52)
e O, 453
T + o (4.53)

v2icos?d 19
_PUCosY 1 OP

= 0. 4.54
r r 0¥ 0 (4.54)

Mit der Annahme, dass die Losung proportional zu rw ist, also dem Ansatz v, =
rwf (9), erhdlt man aus der 1.ten Gleichung:

0=f"(9)+ f (9) cotd + f (V) (1 — cot®?) = (4.55)
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1 d,, o ‘

dv - = 4.
im0 do (f () sin*9 — f () smﬁcosﬁ) (4.56)

L d (. d (fW)

sin?d dv a9 : 4.

sin2d dv (sm 0 <sz'm9 (4.57)
Aus der Gleichung folgt nach einmaliger Trennung der Variablen:
39 d ()
3 e —— g

o ﬁdﬁ (sim?) Cr. (4.58)

Erneute Trennung der Variablen liefert dann:

f) =0 (ln (tang) siny — cot@?) + Cs. (4.59)

Riickeinsetzen von f () in den Ansatz und anpassen an die Randwerte gibt die Losung:

2

In (tang) sinf — cotf (4.60)

In (tanZ) sin® — cotd
U@(T,ﬁ):rwll— n(an)sm CO ]

Zur Berechnung des Drucks wir hier nur das Integral angegeben, da der berechnete
Ausdruck sehr unhandlich ist.

02
p(r)= p/idr. (4.61)
r
Beispiel 8:
z
A
r0
vo —— - o
X

Abbildung 8: Tllustration des 8. Beispiels in der Seitenansicht auf die x-z-Ebene
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Dieses Beispiel stammt aus |3; Seite 52-54|.

Es wird die Umstréomung einer Kugel mit Radius ry in einem unendlich ausgedehnten,
konstanten Geschwindigkeitsfeld mit Geschwindigkeit vy betrachtet.

Wenn man das Koordinatensystem so durch die Kugel legt, dass der Ursprung des
Koordiantensystems mit dem Mittelpunkt der Kugel iibereinstimmt und die r-p-Ebene
orthogonal zur Stromungsrichtung ist, dann sieht man, dass das Geschwindigkeitsfeld
um die Kugel keine p-Komponente besitzt.

Ebenso hingen die verbleibenden r- und ¥-Komponente nicht von ¢ ab.

Man erhélt den Ansatz:

vy (1r,09)
v=uov(r0) = 0 s p=p(r9). (4.62)
vy (1,0)

Unter Verwendung der dimensionslosen Navier-Stokes Gleichungen (3.14) und (3.15)
sieht man, dass fiir eine sehr kleine Reynolds-Zahl, Re < 1, die Gleichungen sich fol-
gendermafen vereinfachen:

Av = Vp, (4.63)
, 19 ,, 10
divy = o (r*v,) + p—— (vgsind) = 0. (4.64)

Die Reynolds-Zahl in diesem Beispiel berechnet sich als =2%.

Mit dem Ansatz v, (r,9) = 52—2% (r,9) und vy (r,9) = L_ 0% (- 49) ist die zweite

r2sind 90 " rsind or
Gleichung erfiillt. Dariiberhinaus lisst sich v (r,9)) schreiben als:

v (r, 9) = rot (0, 0, l) | (4.65)

rsind

Mit der Divergenzfreiheit der Stromung und der Identitit Av = graddivv — rot®v.,
gilt:

Av = —rot’v = —Vp. (4.66)

Anwendung des Rotors auf diese Gleichung liefert:

rot®*v = 0. (4.67)

Einsetzten der Geschwindigkeit v (r, 1) in diese Gleichung ergibt:
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rsind

v
rot*v = rot* (0, 0, ) : (4.68)

72 992 r2 99 ? rsind ) rsind

v D4
t*{0,0,—— ) =(0,0,5—== ) =0. 4.69
"o ( ’ ’rsmﬁ) ( ’ ’rzsin%?) (4.69)

Mit D? := 66—:2 4+ L.0°_ cold 0 ynq pof? (0,0 L) = (0,0 ﬂ) erhélt man:

Daraus folgt:

D' = 0. (4.70)
Mit dem Ansatz W (r,9) = R (r) © (¥)) sieht man, dass
0 10 cotv 9\’ 22
oy (9 L9 9 Y
b= (87“2 T o2 r? 319) o (dr2 T2> 1o (47)

genau dann gilt, wenn O (J) = sin®J ist.
Damit erhélt man als Ansatz ¥ (r,9) = R (r) sin? und insgesamt:

D*w &2 2R( ) sin® = 0 (4.72)
= —— r) sin® = .
dr? 72 ’
und weiter:
2 2\’ & 44 8d 8
- _ = = — - —— 4+ — — - =0. 4.
(er r2) R(r) (dr4 r2 dr? + 3 dr 7"4) R(r)=0 (4.73)

Nach Multiplikation mit r* liefert diese Gleichung mit Satz 4.1 folgendes Ersatzpro-
blem:

d* d? d? d
— —6— +T7— +6— — t) = 0. 4.74
(dt4 6dt3+7dt2+6dt S)U() 0 (4.74)

Dessen Losung lautet:

u(t) = Cre™" + Coe' + Cse®t + Cpet. (4.75)

Die Substitution ¢ = In (r) liefert als Losung fiir R (r):
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Cy

R (T) = 7 + CQT’ + 037’2 + 047"4. (476)
Daraus folgt fiir U (r, 9):
¢ 2 4 ;2
U (r,9) = | — + Cor + Csr° + Cyr* | sin™. (4.77)
T
Aus den Randbedingung, ¥ (1) = 22 (1) = 0 und lim ¥ (r) = $r2sinJ folgt schliek-
r—00
lich:
W (r,d) = i—i+ﬁ n*y (4.78)
rd) =\, -5t s .

1

v (r,0) = <ﬁ — 2—?; + 1> cosv, (4.79)
1

vy (r,9) = (E + % — 1) sin. (4.80)

Einsetzen der Losung fiir v (r, 9)in Gleichung (4.63) und Auflosen liefert:

3cosv
22

p(r,d) =— +C. (4.81)




Kapitel 5

Folgerungen

Es ist durchaus moglich, Losungen der Navier-Stokes Gleichungen fiir spezielle Bei-
spiele zu finden. Problematisch gestaltet sich jedoch die Einbeziehung realistischer
Randbedingungen und dufserer Krifte. Fiir einige der obigen Beispiele wurde ange-
nommen, dass das betrachtete Gebiet in gewisse Richtungen unendlich ausgedehnt
sei. Flir andere Beispiele lassen sich Losungen durch die Annahme einer nichtviskosen
Stromung oder einer von Viskositdt dominierenten Stromung auffinden. Weiters lassen
sich Losungen am ehesten fiir eindimensionale Stromungen finden, die nur von einer
Variable abhéngen, wie in Beispiel 1 bis 5. Die Mittel der Theorie der gewohnlichen
Differentialgleichungen ist hier ausreichend um Losungen aufzufinden. In Beispiel 7
tritt ebenfalls eine eindimensionale Stromungen auf, die jedoch von zwei Variablen
abhingen. Hierbei handelt es sich also um das Problem eine partielle Differentialglei-
chung zu 16sen. Mit Beispiel 6 wurde eine zweidimensionale Strémung angegeben, die
nur von einer einzigen Variable abhingt und sich auf eindimensionale Strémungen zu-
riickfithren liefs. Und schlieflich wurde mit Beispiel 8 eine viskose zweidimensionale
Stromung angegeben, die von je zwei Variablen abhingt. Also ein System zweier linea-
rer partieller Differentialgleichungen, deren Lésungen nur mit ausgekliigelten Mitteln
aufgefunden wurde.

Man beachte jedoch, dass die Losungen der Beispiele 3 bis 6 in Zylinderkoordinaten
und der Beispiel 7 und 8 in Kugelkoordinaten gegeben sind. Die Transformation der
Losung von Beispiel 5 auf karthesische Koordinaten ergibt dann eine zweidimensionale
Stromung, die von zwei Variablen abhéngt. Die Transformation der Lésungen der Bei-
spiele 6 bis 8 liefern in karthesischen Koordinaten gar dreidimensionale Stromungen
die teils von drei Variablen abhédngen.

Das heifst also, dass vor allem die Ausnutzung von Symmetrien, durch geschickte Wahl

des Koordinatensystem, es mdglich macht, auch Spezialfille dreidimensionaler Stro-
mungen zu betrachten.
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